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PREFACE 

DE  LA  PrtE:\IlKItE  ÉDITION. 


Cet  Ouvrage  est,  à  peu  de  cliose  près,  le  résumé  de  mon  Cours 
de  la  Faculté  des  Sciences.  Jai  modifié  légèrement  sur  quelques 
points  l'ordre  suivi  dans  l'enseignement,  afin  de  réunir  dans  un 
même  ^'olume  tout  ce  qui  concerne  les  fonctions  de  variables 
réelles,  sauf  létude  des  équations  diflerentielles.  La  notation 
diflerentielle  ne  faisant  pas  partie  du  programme  de  la  classe  de 
^Litliémaliques  spéciales,  jai  repris  l'exposé  de  cette  notation 
dès  le  début,  et  je  suppose  simplement  le  lecteur  familiarisé  avec 
le  calcul  des  dérivées. 

L'Analvse  mathématique  étant  essentiellement  la  science  du 
continu,  il  semijle  (jue.  logiquement,  tout  cours  d'Analyse  doive 
commencer  par  l'étude  des  nombres  irrationnels.  Cependant  j'ai 
supposé  cette  notion  acquise.  La  théorie  des  incommensurables 
est  exposée  dans  d'excellents  Ouvrages  connus  de  tous,  et  d'une 
façon  si  parfaite  que  j'ai  jugé  inutile  d'y  revenir.  Quant  aux 
autres  notions  fondamentales  qui  servent  de  base  à  l'Analvse, 
comme  celles  de  limite  supérieure,  d'intégrale  définie,  d'intégrale 
double  etc.,  je  nie  suis  efforcé  de  les  introduire  avec  toute  la 
rigueur  désirable,  tout  en  restant  élémentaire,  et  sans  viser  à 
atteindre  une  généralité  superflue  dans  un  livre  d'enseignement. 

Quelques  paragraphes,  imprimés  en  caractères  plus  fins  que  le 
corps  de  l'Ouvrage,  contiennent  soit  des  exemples  développés, 
soit  des  compléments  que  le  lecteur  peut  passer  sans  inconvénient 
dans  une  première  lecture.  Chaque  Chapitre  est  suivi  de  l'énoncé 
d  un  certain  nombres  d'exercices.  La  plupart  d'entre  eux,  qui  sont 
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des  applications  imniéiliates  des  mélliodes  exposées  dans  le  Cha- 
pitre, ont  été  proposés  comme  sujets  dexamens.  D'autres,  dont 
l'énoncé  est  précédé  d'un  astérisque,  sont  un  peu  plus  difficiles 
et  sont  le  plus  souvent  empruntés  à  des  Mémoires  originaux 
auxquels  je  renvoie. 

Deux  de  mes  anciens  élèx  es  de  l'Ecole  Normale,  M.  Emile  Cotton 
et  M.  Jean  Clairin,  ont  Lien  voulu  m'aider  dans  la  correction  des 
épreuves;  je  leur  adresse  ici  mes  affectueux  remercîments. 

■i-  janvier  1902. 

E.    GouiiSAT. 


PREFACE 

DE  LA  DEUXIÈME  ÉniTION. 


Celte  nouvelle  édition  illÛère  de  la  première  par  des  changements 
assez  nombreux,  dont  j'indiquerai  seulement  les  plus  importants. 

L'intégration  des  fondions  rationnelles  et  de  quelques  autres 
fonctions  élémentaires,  ainsi  que  l'étude  de  la  courbure  et  de  la  déve- 
loppée d'une  courbe  plane,  font  aujourd  liui  partie  du  programme 
de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  J  ai  cru  qu'il  n'v  avait 
aucun  inconvénient  à  supprimer  ces  questions  élémentaires.  Dans 
la  première  édition,  les  propriétés  générales  des  fonctions  con- 
tinues, ainsi  que  les  notions  empruntées  à  la  théorie  des  ensembles, 
étaient  dispersées  dans  plusieurs  Chapitres.  Il  ma  paru  plus  ration- 
nel de  les  réunir  dans  un  premier  Chapitre,  qui  sert  d'introduction, 
pour  en  faire  mieux  saisir  le  rigoureux  enchaînement.  La  lecture 
de  cette  introduction  peut  sembler  au  premier  abord  un  peu  abs- 
traite, mais  elle  n'est  point  indispensable  pour  la  lecture  de  ce  qui 
suit.  J'engage  même  le  lecteur,  qui  étudie  pour  la  première  fois 
1  Analyse  mathématique,  à  ne  prendre  d'abord  dans  ce  premier 
Chapitre  que  les  définitions  et  les  énoncés,  et  à  ne  revenir  sur  les 
démonstrations  que  lorsque  le  besoin  de  rigueur  s'imposera  à  son 
esprit. 

M.  Emile  Cotton,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Grenoble,  et  ^L  Jean  Clairin,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Lille,  mont  de  nouveau  prêté  leur  concours  pour  la  correction 
des  épreuves:  je  leur  renouvelle  mes  plus  sincères  remercîments. 

31  mai  igio. 

E.   GOLRSAT. 
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CHAPITRE  I. 

INTRODUCTION. 


I.  —  LIMITES.  —  ENSEMBLES. 

De  la  iioliiiii  du  nombre  entier  on  s'élève  successivement  à  celles 
du  nombre  rationnel,  du  nombre  irrationnel  et  du  nombre  algé- 
brique. Nous  supposons  que  le  lecteur  a  déjà  acquis  ces  noiions, 
<ju'il  connaît  aussi  la  théorie  des  opérations  algébriques  et  l'appli- 
cation des  nombres  à  la  mesure  des  grandeurs  concrètes  (  '). 

i.  Limites.  —  On  dit  qu'un  nombre  variable  x  a  pour  limite  un 
nombre  fixe  a.  ou  tend  vers  a.  lorsque  la  valeur  absolue  de  la 
différence  x  —  a  finit  par  devenir  et  reslcr  plus  petite  que  tout 
nombre  positif  donné  à  l'avance.  Lorsque  «  =  o,  le  nombre  x  est 
dit  un   infinimenl  petit.  Il  revient  évidemment  au  même  de  dire 


(')  Nous  supposons  un  nombre  irrationnel  défini  par  la  décomposilion  de  l'en- 
semble des  nombres  rationnels  en  deux  classes,  salisfaisant  à  certaines  condi- 
tions. \  toute  longueur  B,  n'admettant  pas  de  commune  mesure  avec  la  lon- 
gueur A  clioisie  pour  unité,  correspond  un  nombre  irrationnel  i  qui  est  dit  la 
mesure  de  B  quand  on  prend  A  pour  unité.  Inversement,  à  tout  nombre  irra- 
tionnel i  défini  d'une  façon  arithmétique  correspond  une  longueur  B  n'admettant 
pas  de  commune  mesure  avec  la  longueur  choisie  pour  unité.  Pour  établir  ce 
point  essentiel,  on  est  obligé  de  s'appuyer  sur  un  postulat  qui  dérive  de  notre  in- 
tuition de  la  ligne  <lroite.  Ce  postulat  peut  d'ailleurs  s'énoncer  sous  des  formes 
un  peu  différentes,  quoique  équivalentes  en  réalité. 

G.,  I.  I 
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que  X  a  pour  limite  un  nombre  a,  ou  de  dire  qne  la  dilîerence 
.r  —  a  est  un  infiniment  petit.  Pour  prouver  qu'un  nombre  x 
a  pour  limite  le  nombre  a,  on  partage  généralement  la  didereiice 
X  —  a  en  un  certain  nombre  de  parties,  trois  par  exemple,  et 
l'on  prouve  que  la  valeur  absolue  de  chacune  de  ces  parties  finit 

par  rester  plus  petite  que  -•  s  élant  un  nombre  positif  arbitraire. 

Ce  type  de  démonstration ,  que  nous  em|]loierons  souvent,  est 
appelé  quelquefois  la  prein'e  par  t. 

On  dit  aussi  parfois,  en  se  servant  d'une  locution  incorrecte 
mais  commode,  qu'un  nombre  .i"  a  pour  limite  +  ac  ou  — a;,  ou 
tend  vers  ±  v:.  Dire  que  x  a  pour  limite  -î-  oc,  par  exemple,  signi- 
fie que  le  nombre  x  finit  par  devenir  et  rester  supérieur  à  tout 
nombre  positif  donné  à  l'avance  A,  et  non  pas  que  la  difl'érence 
(-1-CC —  x^  tend  vers  zéro,  ce  qui  n'auiait  aucuu  sens. 

De  même,  on  dit  souvent  fpi'une  figure  géométrique,  variable 
de  forme  ou  de  position,  a  pour  limite  une  figure  fixe.  Si,  dans 
chaque  cas  particulier,  on  veut  mettre  un  peu  de  précision  dans  cet 
énoncé,  on  est  conduit  à  mesurer  C écart  de  la  figure  fixe  et  de  la 
figure  mobile  par  un  ou  plusieurs  nombres  variables,  et  l'énoncé 
précédent  signifie  précisément  que  ces  nombres  tendent  vers  zéro, 
dans  des  conditions  déterminées.  Prenons,  par  exemple,  deux 
points  voisins  M,  M'  sur  une  courbe  G.  On  dit  que  la  corde  MM' 
a  pour  position  limite  la  tangente  MT  au  point  M  lorsque  le 
point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M  sur  la  courbe  C. 
Les  deux  droites  MM',  MT  se  coupant  en  un  point  fi\e  M,  il  est 
naturel  de  prendre  jiour  mesure  de  leur  écart  l'angle  aigu  a  que 
font  ces  deux  droites,  et  la  proposition  énoncée  signifie,  en  langage 
analytique,  que  l'angle  a  sera  plus  petit  qu'un  angle  donné  s  choisi 
à  volonté  pourvu  que  la  dislance  MM'  soit  elle-même  plus  petite 
qu'une  autre  longueur  s  convenablement  déterminée. 

2.  Coupures.  —  Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque, 
l'ensemble  des  nombres  positifs  et  négatifs  ail  été  décomposé  en 
deux  classes  A  et  B,  de  façon  à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Il  existe  des  nombres  des  deux  classes; 
2"   Tout  nombi'e,  positif  ou  négatif,  appartient  à  une  des 
deux  classes; 
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3"  Un  nombre  quelconque  de  la  classe  A  est  //lus  petit  qu  un 
nombre  quelconque  de  la  classe  B. 

De  celte  (leinirre  eoïKlitiiin  il  siiil  iminédialemenl  (lue,  si  un 
nombre  a  est  de  la  classe  A,  tout  nombre  inférieur  à  a  est  aussi  de 
la  classe  A;  au  contraire,  si  un  nombre  b  est  de  la  classe  B,  tout 
nombre  su[)('iiriir  à  b  est  aussi  de  la  classe  B.  Les  deux  classes 
renferment  donc  toujours  une  infinité  de  nombres  rationnels  et 
une  infinité  de  nombres  Irrationnel. 

Nous  allons  démontrer  qu'il  existe  un  nombre  L  jouissant  des 
deux  pru|)riétés  sun.iiites  : 

I"    Tout  nombre  inférieur  à  L  est  de  la  classe  A; 
2"    7'out  nond/re  supérieur  à  I^  est  de  fa  classe  B. 

L'existence  de  ce  nombre  séparatij  L  est  une  conséquence  de 
la  notion  même  de  nombre  irrationnel.  Ne  considérons,  en  effet, 
dans  les  deux  classes  A  et  B,  que  les  nombres  rationnels.  On  dé- 
compose ainsi  l'ensemble  des  nombres  rationnels  en  deux  classes  (a) 
et  (^i)  de  telle  sorte  que  tout  nombre  rationnel  appartienne  à  l'une 
des  deux  classes,  et  que  tout  iiondire  rationnel  de  la  classe  (a)  soit 
plus  petit  qu'un  nombre  rationnel  quelconque  de  la  classe  (|3). 
Cela  fait,  il  peut  se  présenter  plusieurs  cas  cpie  nous  allons  exa- 
miner I  un  a|)rès  l'autre. 

1.  Il  peut  se  taire  qu'il  existe  un  nombre  rationnel  -  de  la  classe 
(a)  supérieur  à  tous  les  autres  nombres  rationnels  de  la  même 
classe.  C'est  ce  nombre  rationnel  -  qui  est  lui-même  le  nombre 
séparatif  L.  En  effet,  il  est  clair  que  tout  nombre  inférieur  à  -  est 
de  la  classe  A,  puisque  -  est  de  la  classe  A.  Tout  nombre  b  supé- 
rieur à  -  est  de  la  classe  B.  Cela  est  évident  si  b  est  rationnel;  si  b 

est  irrationnel,   prenons  un   nombre  rationnel  /•  compris  entre  - 
I  i  (j 

et  b.  Ce  nombre  rationnel  /'  est  d<'  la  classe  B;  donc  il  en  est  de 

même  de  b. 


P_ 
à  tous  les  autres  nombres  rationnels  île  la  même  classe,  on  voit 


II.   S'il  existe  un  nombre  rationnel  —,  de  la  classe  (' 3),  inférieur 
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de   même  que  tous  les  nombres  inférieurs  à  — ,  sont  de  la  classe  A, 

1 
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îparalif  L. 


et  tous  les  nombres  supérieurs  à  ^  de  la  classe  B  ;  ^  est  le  nombre 
^  q  q 


III.  Enfin,  il  peut  arriver  qu'il  n'existe  aucun  nombre  rationnel 
de  la  classe  (a)  qui  soit  supérieur  à  tous  les  autres  nombres  ration- 
nels de  la  même  classe,  ni  aucun  nombre  rationnel  de  la  classe  (p) 
qui  soit  plus  petit  que  tous  les  autres  nombres  rationnels  de  la 
même  classe.  Cette  décomposition  des  nombres  rationnels  en  deux 
classes  (a)  et  (j3)  définit  alors  un  nombre  irrationnel  i,  qui  est 
plus  grand  que  tous  les  nombres  rationnels  de  la  classe  (a)  et  plus 
petit  que  tous  les  nombres  rationnels  de  la  classe  (P).  C'est  ce 
nombre  /  qui  est  le  nombre  séparatif.  Il  est  clair  en  efl'et  que  tous 
les  nombies  rationnels  inférieurs  à  i  sont  de  la  classe  A,  et  tous 
les  nombres  rationnels  supérieurs  à  i  de  la  classe  B,  d'après  la  défi- 
nition même  de  ce  nombre  i-  Prenons  maintenant  un  nombre  irra- 
tionnel i' <1  i,  et  soit  /•  un  nombre  rationnel  compris  entre  i'  et  i; 
r  étant  de  la  classe  A,  il  en  est  de  même  de  i' .  On  verrail  de  même 
que  tout  nombre  irrationnel  supérieur  à  J  est  de  la  classe  B. 

Le  nombre  L,  dont  nous  venons  de  démontrer  l'existence,  s'ap- 
pelle aussi  une  coupure.  Il  peut  appartenir  à  la  classe  A  ou  à  la 
classe  B;  il  est  de  la  classe  A  dans  le  premier  cas  examiné,  et  de 
la  classe  B  dans  le  deuxième.  Dans  le  troisième  cas,  il  peut  être 
de  la  classe  A  ou  de  la  classe  B. 

Cette  notion  de  coupure  se  présente  dans  un  grand  nombre  de 
questions  très  élémentaires.  Prenons,  par  exemple,  la  série  dont 
le  terme  général  est  n~^:  si  l'on  met  dans  une  classe  A  tous  les 
nombres  a  qui  rendent  la  série  divergente,  dans  une  classe  B 
tous  les  nombres  'j.  qui  rendent  la  série  convergente,  on  a  une 
décomposition  de  tous  les  nombres  en  deux  classes,  qui  satisfait 
évidemment  à  toutes  les  conditions  voulues.  On  a  ici  L  ^  i,  et  ce 
nombre  L  appartient  à  la  classe  A. 

3.  Ensembles  bornés.  —  Nous  avons  déjà  employé  jilusieurs  fois 
le  mot  à'ensenible.  La  notion  d'ensemble  est  une  de  celles  qu'il 
parait  inutile  de  définir  autrement  que  par  des  exemples.  Toute 
collection  d'un  nombre  fini  ou  infini  d'objets  constitue  un 
ensemble;    tels    l'ensemble  des  nombres   entiers,    l'ensemble  des 
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nombres  ralionnels,  lensemble  des  droites  d'un  plan,  etc.  Nous 
ne  nous  occuperons,  pour  !e  moment,  ipie  des  ensembles  de 
nombres.  On  dit  qu'un  ensemble  de  nombres  (E)  est  horni'  supé- 
rieurement s'il  existe  un  nombre  a  supérieur  à  tous  les  nombres 
de  cet  ensemble;  s'il  en  existe  un,  il  est  clair  qu'il  y  en  aura  une 
infinité,  et  tout  nombre  jouissant  de  cette  propriété  est  une  li- 
mite  supérieure  des  nombres  de  l'ensemble  (E).  De  même,  un 
ensemble  (E)  est  dit  borné  inférieurement  s'il  existe  un  nombre  b 
plus  petit  que  tous  les  nombres  de  l'ensemble  (E);  tout  nombre 
jouissant  de  cette  propriété  est  une  limite  inférieure  des  nombres 
de  cet  ensemble.  Un  ensemble  borné  supérieurement  et  inférieu- 
rement est  appelé  un  ensemble  borné.  L'ensemble  des  nombres 
positifs  est  borné  inférieurement;  l'ensemble  des  nombres  né- 
gatifs est  borné  supérieurement;  l'ensemble  des  nombres  compris 
entre  o  et  i  est  borné  dans  les  deu\  sens;  l'ensemble  des  nombres, 
tant  positifs  que  négatifs,  n'est  borné  dans  aucun  sens. 

Soit  (E)  un  ensemble  de  nombres  borné  supérieurement.  On 
peut  ranger  tous  les  nombres  positifs  et  négatifs  en  deux  classes  A 
et  B,  relativement  à  l'ensemble  (Ej.  Nous  dirons  qu'un  nombre  x 
appartient  à  la  classe  A,  s'il  existe  un  ou  plusieurs  nombres  de  (E) 
supérieurs  à  x,  et  qu'il  appartient  à  la  classe  B  s'il  n'existe  aucun 
nombre  de  (E)  plus  grand  que  x.  L'ensemble  (E)  étant  borné 
supérieurement,  il  est  évident  qu'il  existe  des  nombres  des  deux 
classes  et  qu'un  nombre  quelconque  de  la  classe  A  est  plus  petit 
qu'un  nombre  quelconque  de  la  classe  B.  Soit  M  le  nombre  sépa- 
ratif  entre  ces  deux  classes.  Ce  nombre  M  possède  les  deux  pro- 
priétés suivantes  : 

i"  //  n^ existe  aucun  nombre  de  (E)  supérieur  à  M; 
2"  Quel  que  soit  le  nombre  positif  s,  il  existe  toujours  un 
nombre  de  (E)  plus  grand  que  M — £. 

En  effet,  supposons  qu'il  existe  dans  (E)  un  nombre 

M  -f-  A         (  A  >  o  ) 

plus    grand   ([ue   M.  Le  nombre  M -\ >  qui  est  aussi  plus  grand 

que  M,  serait  de  la  classe  A;  ce  qui  est  absurde.  D'un  autre  côté, 
£  étant  un  nombre  positif  quelconf|ue,  le  nombre  M  —  £  est  de  la 
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classe   A;    il  existe  donc  dans  (E)  au  moins  un   nombre  supérieur 

à  M  -  £. 

Le  nombre  M  ainsi  défini  est  appelé  la  borne  supérieure pnkise 
ou,  plus  simplement,  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  (E).  Ce 
nombre  M  peut  appartenir  lui-même  à  (E);  c'est  toujours  ce  qui 
arrive  lorsque  cet  ensemble  est  formé  de  n  nomiires  [n  étant  fini  ). 
Mais,  si  (E)  comprend  une  infinité  de  nombres,  la  borne  supé- 
rieure ne  (ait  pas  nécessairement  partie  de  l'ensemble.  Par  exemple, 
considérons  l'ensemble  des  nombres  rationnels  dont  le  carré  ne 
dépasse  pas  2;  la  borne  supérieure  est  le  nombre  irrationnel  \''2. 
et  ne  fait  pas  partie  de  l'ensemble.  Au  contraire,  l'ensemble  des 
nombres,  rationnels  ou  irrationnels,  dont  le  carré  ne  dépasse 
pas  3,  a  encore  pour  borne  supérieure  yi,  mais  ce  nombre  fait 
partie  de  l'ensemble.  Observons  encore  que,  lorsque  M  ne  fait 
|)as  partie  de  l'ensemble  (E),  il  existe  toujours  une  infinité  de 
nonibies  de  (  E),  supérieurs  à  M  —  £,  aussi  petit  que  soit  s.  Car, 
s'il  n'en  existait  qu'un  nombre  fini,  c'est  le  plus  grand  de  ces 
nombres  qui  serait  la  borne  supérieure  de  (E). 

On  démontre  de  la  même  façon  que,  lorsqu'un  ensemble  (E)  est 
borné  inférieurement.  il  existe  un  nombre  m  possédant  les  deux 
propriétés  suivantes  : 

1"  Aucun  nombre  de  (E)  n'est  inférieur  à  m; 
2"  Etant  donné  un  nombre  positif  î,  //  existe  toujours  un 
nombre  de  (E)  plus  petit  c/ue  m  -\-  i. 

Ce  nombre  m  est  la  borne  inférieure  de  l'ensemble. 

Il  est  clair  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  seul  nombre  possédant  les  rieux 
propriétés  caractéristiques  cl.'  //(,  et  il  eu  est  de  même  pour  M. 

-4.  La  plus  grande  des  limites.  —  Soit  (  E)  un  ensemble  borné, 
comprenant  une  infinité  de  nombres.  Relativement  à  cet  ensemble, 
nous  pouvons  ranger  tous  les  nombres  positifs  et  négatifs  en  deux 
classes  A'  et  B'  d'une  autre  façon.  Nous  dirons  qu'un  nombre  r 
est  de  la  classe  A'  s'il  existe  une  infinité  de  nombres  de  l'en- 
semble (E)  supérieurs  à  x.  Dans  le  cas  contraire,  nous  dirons 
que  le  nombre  x  est  de  la  classe  B'.  L'ensemble  (È)  étant  borné 
et  formé  d'une  infinité  de  nombres,  il  est  évident  qu'il  existe  des 
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nombres  des  deux  classes,  et  qu'un'  nombre  quelconque  de  \:\ 
classe  A'  est  plus  petit  qu'un  nombre  quelconque  de  la  classe  B'. 
Soit  A  le  nombre  sé|3aratif  entre  les  deux  classes  A'  et  B';  c'est  ce 
nombre  A  qu'on  appelle  la  plus  grande  des  limites  des  nombres 
de  l'ensemble  (E),  d'après  Cauchv.  Soit  s  un  nombre  positif  quel- 
conque; d'après  la  définition  même  de  A,  le  nombre  A  +  s  est  de 
la  classe  B'  et  le  nombre  A  — s  est  de  la  classe  A'.  Il  existe  donc 
toujours  une  infinité  de  nombres  de  l'ensemble  (E)  compris  entre 
A  —  £  et  A  +  s,  tandis  qu'il  n'en  existe  qu'un  iiondjre  fini  (ou 
zéro")  qui  soient   plus  grands  que   A  -i-  £. 

Ce  nombre  A  se  ratlaclie  à  une  question  iniponaïUe. 

Pour  la  facilité  des  énoncés,  faisons  correspondre  à  tout  nombre  a  le 
point  d'abscisse  a  sur  une  droite  x' T.  et  désignons  par  la  même  lettre  un 
point  de  l'axe  et  son  abscisse.  Atout  ensemble  (E)  de  nombres  correspond 
ainsi  un  ensemble  de  points  sur  une  droite,  ou  ensemble  linéaire.  Les 
points  d'un  ensemble  borné  sont  tous  sur  un  segment  de  l'axe  de  longueur 
finie.  Etant  donné  un  ensemble  linéaire  (E),  un  point  l  est  dit  un  point- 
limite,  ou  un  point  d'accumulation,  s'il  existe  une  infinité  de  points  de 
l'ensemble  dans  le  voisinage  de  /  ou,  en  termes  plus  précis,  si,  s  étant  un 
nombre  positif  arbitraire,  il  existe  toujours  une  infinité  de  points  de  l'en- 
semble entre  /  —  e  et  l  -i-  i. 

Tout  ensemble  linéaire  borné,  comprenant  une  infinité  de  points, 
admet  au  moins  un  point-limite. 

En  effet,  le  point  d'abscisse  A  est  évidemment  un  point-limite,  d'après  la 
propriété  caractéristique  de  ce  nombre.  Il  peut  du  reste  en  exister  d'autres; 
ces  points-limites  forment  un  nouvel  ensemble  (  E  )'  qui  est  dit  l'ensemble 
dérivé  de  (E).  La  borne  supérieure  M'  de  l'ensemble  (E)'  est  précisé- 
ment le  nombre  A.  En  effet,  s  étant  un  nombre  positif  quelconque,  il  ne 
peut  y  avoir  qu'un  nombre  fini  de  points  de  (E)  supérieurs  à  'SI' ^  s,  sans 
quoi  ces  points  formeraient  un  nouvel  ensemble  dont  la  plus  grande  des 
limites  serait  supérieure  à  M'.  D'autre  part,  puisqu'il  y  a  au  moins  un  point- 
limite  supérieur  à  M' — e,  il  y  a  forcément  une  infinité  de  points  de  (E) 
supérieurs  à  M' — e.  La  borne  inférieure  m'  de  l'ensemble  dérivé  s'appelle 
aussi  la  plus  petite  des  limites  de  l'ensemble  (E). 

L'existence  des  points-limites  d'un  ensemble  borné  comprenant  une  infi- 
nité de  points  peut  être  établie  directement,  par  un  raisonnement  qui  sera 
souvent  emplové  (n"'  8  et  12).  Un  ensemble  non  borné,  comprenant  une 
infinité  de  points,  n'admet  pas  forcément  de  point-limite;  tel  est  l'ensemble 
des  nombres  entiers.  Mais  il  y  a  certainement  un  point-limite  si,  sur  un 
segment  de  longueur  finie,  il  v  a  une  infinité  de  points  de  l'ensemble. 

o.   Suites  convergentes.  —   Considérons  une  suite  indéfinie  de 
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nombres 

(l)  S^,,      .«1,       S._,        ....       S„,        ..., 

dont  chacun  occupe  un  rang  déterminé  ;  celte  suite  est  dite  con- 
ver2:ente  si  s„  tend  vers  une  limite  S  lorsque  le  rang  n  augmente 
indétinimen t.  Toute  suite,  cjui  n'est  pas  convergente,  est  dite 
dù'eigente ;  cela  peut  arriver  soit  que  |  5„  |  finisse  par  rester  su- 
périeur à  tout  nombre  donné  à  l'avance,  soit  que  s„  ne  tende  vers 
aucune  limite,  sans  que  sa  valeur  absolue  augmente  indéfiniment. 
Une  suite  est  dite  croissante,  si  l'on  a,  quel  que  soit  n, 
s,,^,  —  s„^o.  Elle  est  dite  décroissante,  si  l'on  a  s,,^, — .s«  =  o, 
quel  que  soit  n. 

Toute  suite  croissante,  dont  le  terme  général  n'augmente 
pas  indéfiniment,  est  convergente. 

En  effet,  les  nombres  de  la  suite  (i)  forment  alors  un  ensemble 
borné  (E).  Soit  M  la  borne  supérieure  de  cet  ensemble;  e  étant 
un  nombre  positif  quelconque,  il  existe  un  nombre  î„,  de  la  suite  (  i) 
supérieur  à  M  —  s.  Pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  m 
on  a  Sn^Sm,  et  par  suite  M  —  s  -<  «„S  M.  La  différence  M  —  s„  est 
donc  plus  petite  que  s,  si  l'on  a  n^m;  ce  qui  revient  à  dire  que  s„ 
a  pour  limite  M  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On  démontre 
de  même  que  toute  suite  décroissante,  dont  le  terme  général 
reste  plus  grand  qu' un  nombre  fixe,  est  convergente  ('). 

Le  critérium  général  de  convergence  d'une  suite  se  déduit  aisé- 
ment de  la  considération  de  la  plus  grande  des  limites. 

Pour  que  la  suite  (i)  soit  convergente,  il  faut  et  il  su  (fil  qu'à 
tout  nombre  positif  z  on  puisse  faire  correspondre  un  nombre  n 
tel  que  la  dififérence  s„^p  —  s,i  soit  moindre  que  s  en  valeur 
absolue,  quel  que  soit  le  nombre  entier  positif  p. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  s„  a  pour  limite  S  lors- 
que n  augmente  indéfiniment,  on  peut  trouver  un  nombre  n  assez 


(')  Le  mùine  raisonrieaienl  permet  de  démontrer  plus  généralement  qu'un 
nombie  varialile  X,  qui  ne  va  jamais  en  décroissant,  tout  en  restant  plus  petit 
qu'un  nombre  fixe,  tend  vers  une  limite,  ou  qu'un  nombre  x,  qui  ne  va  jamais 
en  croissant  et  qui  reste  plus  grand  qu'un  nombre  fixe,  tend  vers  une  limite. 
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grand  pour  que  toutes  les  différences  S — .?„.  S  —  •'>«+i,  ..., 
S  — s„,p,  .  .  .  soient  inférieures  en  valeur  absolue  à  -•  La  valeur 
absolue  de  s„^p  —  5„  sera  doue  uioiiulre,  c[uel  c[ue  soii/>.  i|ue  a  -  =  s. 

La  condition  est  suffisante.  En  effet,  soit  s  un  nombre  positif 
quelconque.  Par  hypotbèse,  il  existe  un  nombre  entier  n  tel  que 
la  valeur  absolue  de  s„j^p — .s,,  soit  inférieure  à  s,  quel  que  soit  p. 
Il  s'ensuit  que  tous  les  termes  de  la  suite  (i  ),  à  partir  de  5„,  sont 
compris  entre  «„ —  î  et  s„+  e;  il  n'v  a  donc  qu'un  nombre  fini  de 
termes  de  cette  suite  qui  ne  soient  pas  compris  dans  l'intervalle 
(i,, —  £,  5„  +  c).  Il  en  résulte  que  la  plus  grande  des  limites  S  de 
cet  ensemble  ne  peut  être  inférieure  à  s„  —  e,  ni  supérieure  à 
Sn  +  S-  On  a  donc  |  5„  —  S  |:^  î,  et  de  l'identité 

Sn-^P  —  S  =  (  s,,^,,  —  S„  I  ^  (■  i-„  —  S  ) 

on  déduit  (jue  la  valeur  absolue  de  i"«+p — -S  est  inférieure  à  as, 
quelque  soit/>.  Or  e  est  un  nombre  positif  arbitraire;  par  consé- 
quent, Sn  a  pour  limite  S. 

Si  la  suite  (i)  ne  renfermait  que  k  nombres  différents,  pour  que 
cette  suite  fût  convergente,  il  faudrait  évidemment  qu'à  partir 
d'un  certain  rang  tous  les  termes  fussent  égaux.  Ce  cas  singulier 
rentre  donc  dans  la  règle  générale. 

Etant  donnée  une  suite  infinie  quelconque,  dont  le  terme  géné- 
ral est    «„,  on  tiit  que  la  série 

(2)  H.j -H  K,  ^.  .  .^-  «„ -t- .  .  . 


est  convergente,  si  la  suite  formée  par  les  sommes  successives  des 
termes  de  cette  série 


U.\  —  .  .  .  —  Un 


est  elle-même  convergente.  Soit  S  la  limite  de  cette  seconde  suite, 
c'est-à-dire  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  s,,  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment;  S  s'appelle  la  somme  de  la  série  précédente 
et  l'on  indique  cette  dépendance  par  réi;alité 

S  =  Uo-\-  U\-^  .  .  .-Y-  U,i-r--  ■  ■  =  ^  U;. 

Lne  série  qui  n'est  pas  convergente  est  appelée  divergente. 
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Keconniiîlre  si  une  série  est  cnnveri;eule  ou  clivergenle  revient 
donc  à  reconnaître  si  la  suite  formée  par  les  sommes  succes- 
sives So,  5|,  Sn,  ...  est  elle-même  convergente  ou  divergente. 
Inversement,  pour  savoir  si  une  suite  infinie  cpielconque 


est  convergente,  il  suKit  d'examiner  la  série 

«0-1-  I  ^1  —  So)  -^  (s,  —  i|  )  -I-.  .  .-i-  (S,i  —  i„_|  )  -f-.  .  .. 

car  la  somme  des  (n -\- i)  premiers  termes  de  cette  série  est 
évidemment  égale  au  terme  général  5„  de  la  suite  considérée. 
Cette  remarque  est  d'une  application  fréquente. 

Le  critérium  de  convergence  d'une  suite  infinie  quelconque, 
appliqué  aux  séries,  donne  la  règle  générale  de  convergence  de 
Ciiuchj.  Pnnr  qu'une  série  soit  convergenle ,  il  faut  et  il 
suffit  (/u'à  tout  nombre  positif  s.  on  puisse  faire  correspondre 
un  nombre  entier  /i,  tel  que  la  somme  il' un  nombre  queleonque 
de  termes  à  partir  de  u„^y  soit  moindre  en  valeur  absolue 
que  t. 

La  diflérence  .s'//+/j  —  s,,  e,--t,  en  effet,  égale  à  la  somme  de/>  termes 
consécutifs  de  la  série  (2),  à  partir  de  u,i^\-  Le  [liéorème  sur  les 
suites  croissantes  applic[ué  aux  séries  donne  de  même  la  pro|)Osi- 
tion  suivante,  si  utile  dans  l'étude  des  séries  : 

Pour  qu'une  série  à  termes  positifs  soit  convergente,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  sommes  s„  soient  toutes  inférieures  à  un 
nombre  fixe. 

II.  —  KOiNCTIO.NS.  —  GÉNÉRALITÉS. 

0.  Définitions.  —  La  définition  moderne  du  mol  fonction  est 
due  à  Cauchy  et  à  Riemann.  (_)n  dit  que  y  est  fonction  de  x  lors- 
qu'à une  valeur  de  x  correspond  une  valeur  de  y.  On  indique 
cette  dépendance  par  l'égalité  y  =  /'(.r).  La  plupart  des  fonctions 
que  nous  étudierons  sont  définies  analjliquement,  c'est-à-dire  par 
l'indication  des  opérations  qu'il  faudrait  effectuer  pour  déduire  la 
valeur  de  r  de  celle  de  x,  mais  le  plus  souvent  cette  circonslance 
n'mlervierii  pas  dans  les  raisonnements.  Soient  «  et  ^  deux  nombres 
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fixes  i  a  <^  h  \:  si  à  tout  nomiire  x  compris  entre  a  et  b  curres- 
|)orul  un  nonihre  r.  <in  dit  que  la  fonction  /"(  .r)  est  dérinie  dans 
linlei-valle  (  a.  h  i.  La  dilléiencç  b  —  a  est  V  iimpliludc  de  l'inter- 
valle, les  nombres  a  et  b  en  sont  les  limites  ou  les  frontières. 
lielalivenienl  à  ces  deux  nomlires  a  et  /;.  on  peut  faire  plusieurs 
livpothèses;  on  peut  les  regarder  comme  faisant  partie  eux-mêmes 
de  l'intervalle  (a,  h),  qui  est  dit  alors  un  intenalle  fermé.  On 
pourrait  aussi  considérer  l'un  de  ces  nombres,  ou  les  deux  à  la 
fois,  comme  n'appartenant  pas  à  linlervalle  (a,  b),  qui  est  dit 
alors  un  intervalle  oin-ert.  Par  exemple,  l'ensemble  des  valeurs  de  x 
satisfaisant  aux  conditions  o  ^  .î;  5 1  forme  un  intervalle  fermé, 
tandis  qu"on  a  des  intervalles  ouverts  en  prenant  l'ensemble  des 
valeurs  de  x  satisfaisant  aux  conditions  o  <C  x  <:ii ,  ou  aux  condi- 
tions o<;a7ii.  Dans  la  suite,  quand  nous  parlerons  d'une  fonc- 
tion définie  dans  un  intervalle  («,  6),  il  sera  toujours  entendu,  à 
moins  de  mention  expresse,  qu'il  s'agit  d'un  intervalle  fermé, 
c'est-à-dire  qu'aux  nombres  a  et  b  eux-mêmes  correspondent  deux 
valeursy^rt)  cl  f[b)  pour  j'. 

Soit  (E)  l'ensemble  des  valeurs  d'une  fonction /(.r)  définie  dans 
un  intervalle  (a.  b);  si  cet  ensemble  est  borné,  la  fonction  f(x') 
est  dite  bornée  dans  l' tnlen'al/e  (a,  b).  Les  nombres  M  et  m, 
définis  plus  haut,  s'appellent  aussi  la  borne  supérieure  et  la  borne 
inférieure  de  f  (x)  dans  cet  intervalle  ;  la  diiïerence  A  =  M  —  ni 
est  l'oscillation. 

(]es  définitions  donnent  lieu  à  quelques  remarques.  Pour  qu'une 
fonction  soit  bornée  dans  un  intervalle  (a,  6 1,  il  ne  suffit  pas 
quelle  ait  une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  de  x.  Ainsi  la 
fonction  f{x)  définie  de  la  manière  suivante  entre  o  et  i , 

/■(o)  =  o,         /(ar)  =  -  pour         a"  >  o, 

possède  une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  de  x,  et  cependant 
elle  n'est  pas  bornée  au  sens  que  nous  attachons  à  ce  mot,  car  on 
a  /(,r)  >  A,  pourvu  qu'on  |)renne  o  ■<  ir  <  j-  L>e  même  une  {onc- 
tion iiornée  dans  l'intervalle  («,  b)  peut  prendre  des  valeurs  qui 
diffèrent  d'aussi  peu  qu'on  voudra  de  la  borne  supérieure  M  ou  de 
la  borne  inférieure  m,  mais  elle  n'atteint  pas  nécessairement  ces 
valeurs  elles-mêmes.  Par  exemple,  la  fonction /(:r)  définie  dans 
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l'intervalle  (o,  i)  par  les  conditions 

/■(o)  =  o,  f(x)  =  i  —  ,r,  pour  o  <  .r  î  i , 

admet  pour  borne  suprneiirc  M  =  i  et  n'atteint  jamais  celle  va- 
leur. 

7.  Continuité.  —  La  définition  moderne  de  la  continuité  est  due 
également  à  Cauchy  (•). 

Soitj'=y(a;)  une  fonction  définie  dans  l'intervalle  (a,  b);  pre- 
nons une  valeur  Xo  comprise  dans  cet  intervalle  et  une  valeur  voi- 
sine x„  -\-  h  comprise  dans  le  même  intervalle.  Si  la  difTérence 
/(xo  -h  fi) — f{^o)  lend  vers  zéro,  lorsque  la  valeur  absolue  de  k 
tend  vers  zéro,  la  fonction  f{x)  sera  dite  continue  pour  la 
valeur  jTo-  D'après  la  définition  même  de  la  limite,  on  peut  dire 
encore  (\n  une  fonction  f{x)  est  continue  pour  x  :=.Toï  •''  à  tout 
nombre  positif  s,  aussi  petit  qu'on  le  suppose,  on  peut  faire 
correspondre  un  autre  nombre  positif  7)  tel  qu'on  ait 

pour  toute  valeur  de  h  moindre  que  v)  en  valeur  absolue.  Nous 
dirons  qu'une  fonction  f{x)  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  si 
elle  est  continue  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  cet  inter- 
valle et  si  les  différences  f(a-\-h) — fia),  f{b  —  h)  —  /(/') 
tendent  vers  zéro  lorsque  la  différence  h  tend  vers  zéro  en  restant 
positive. 

On  démontre  dans  tous  les  cours  d'Algèbre  que  les  polynômes, 
les  fonctions  rationnelles,  la  fonction  exponentielle,  la  fonction 
logarithmique,  les  fonctions  trigonométriques  et  les  fonctions 
inverses  sont  des  fonctions  continues,  sauf  pour  certaines  valeurs 
particulières  de  la  variable.  Il  résulte  aussi  de  la  définition  que  la 
somme  ou  le  produit  d'un  nombri-  quelconque  de  fonctions  conti- 
nues est  encore  une  fonction  continue;  il  en  est  de  même  du  quo- 
tient de  deux  fonctions  continues,  sauf  pour  les  valeurs  de  la  va- 


(')  Pour  les  géomètres  contemporains  de  Newton  et  de  Leibniz,  une  fonction 
était  continue  quand  on  pouvait  l'exprimer  au  moyen  des  symboles  d'opérations 
qu'on  avait  l'habitude  de  considérer,  telles  que  les  opérations  arithmétiques, 
logarithmiques  et  trigonométriques.  Cette  sorte  de  continuité,  assez  mal  définie, 
est  conoue  sous  le  nom  de  continuité  euléiienne. 
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riable  qui  aiiiuilenl  le  dénominateur.  Mais  il  est  à  remarquer  que 

le  quolienl  de  deux  fonctions  continues  peut  être  discontinu  pour 

une  racine  du  dénominateur,  tout  en  restant  borné.  Par  exemple, 

1  •  sinx  11,-  ,  , 

le  quotient  — tend  vers  ±  i,  suivant  que  r  tend  vers  zéro  par 

valeurs  positives  ou  par  valeurs  négatives. 

Etant  donnés  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  Ox  et  Oy, 
et  un  trait  continu  C,  dont  on  regarde  l'épaisseur  comme  négli- 
geable, si  une  parallèle  à  O^  ne  peut  rencontrer  ce  trait  C  en 
plus  d'un  point,  l'ordonnée  >•  d'un  point  M  de  C  est  une  fonc- 
tion continue  de  l'abscisse  du  même  point  M.  Soit  j>'  =/(a;)  cette 
fonction  continue;  on  dit  que  la  courbe  C  représente  la  fonc- 
tion y(j;).  Mais,  inversement,  toute  fonction  continue  n'est  pas 
susceptible  d'une  représentation  graphique  de  cette  espèce.  On  a 
démontré,  en  effet,  qu'il  existe  des  fonctions  continues  ayant  une 
infinité  de  maxima  et  de  niinima  dans  tout  intervalle.  Or  il  nous 
est  évidemment  impossible  de  nous  figurer  un  trait  continu  présen- 
tant une  infinité  d'oscillations  entre  deux  ordonnées  quelconques, 
aussi  rapprochées  quelles  soient.  Ceci  nous  montre  que  la  repré- 
sentation graphique,  qui  est  un  excellent  moyen  d'induction  pour 
découvrir  les  propriétés  des  fonctions  continues,  ne  saurait  fournir 
de  démonstration  rigoureuse  de  ces  propriétés. 

8.  Propriétés  des  fonctions  continues.  —  En  sappuyant  uni- 
quement sur  la  délinition  de  la  continuité,  on  a  établi  un  certain 
nombre  de  théorèmes  sur  les  fonctions  continues  auxquels  il  sera 
fait  constamment  appel  dans  la  suite. 

Théorème  A.  —  Soient  /(x)  une  fonction  continue  dans  l'in- 
tervalle (a.  b),  et  s  un  nombre  positif  arbitraire.  On  peut  tou- 
jours décomposer  l'intervalle  (a,  b)  en  un  certain  nombre 
d'intervalles  partiels  tels  que,  pour  deux  valeurs  quelconques 
de  la  variable,  x'  et  x'\  appartenant  à  un  même  intervalle  par- 
tiel, on  ait  toujours  |  f{x')  —  f{^")  \  <  s- 

Supposons  en  ellet  qu  il  n  en  soit  pas  ainsi,  et  soit(;=  — ■ — ; 

lun  au  moins  des  intervalles  («,  c).  (c,  b)  jouira  de  la  même  pro- 
priété que  (a,  b),  c'est-à-dire  qu'il  sera  impossible  de  le  décom- 
poser en    intervalles    partiels   satisfaisant  à  l'énoncé  du  théorème. 
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Désignons  par  [a,,  b,)  ce  nouvel  intervalle  qui  esl  la  moilié  de 
(a,  b).  En  opérant  sur  (a,,  6,)  comme  on  a  opéré  sur  (a,  />  ),  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment,  nous  formerons  une  suite  indéfinie 
d'intervalles  (a,  b),  (a,,  è,),  (a-2,  b-,),  .  .  .,  dont  chacun  esl  la  moi- 
lié du  précédent  et  qui  possèdent  la  même  propriété  que  l'inter- 
valle primitif  (a,  b).  Quelque  grand  que  soit  n,  on  peut  toujours 
trouver  dans  l'intervalle  (a„,  b„)  deux  nombres  x'  et  x"  tels  que 
\f{x') — /{■^")\  soil  supérieur  à  s.  Les  nombres  a,  «,,  «21  ■••- 
i/,i,  ...  forment  une  suite  croissante  et  sont  tous  inférieurs  à^; 
donc  ils  tendent  vers  une  limite  À  (n"  o).  De  même  les  nombres  è, 
b,,  b^-,  ■■■,  b„,  ...  forment  une  suite  décroissante  et  sonl  tous 
supérieurs  à  it;  ils  tendent  donc  aussi  vers  une  limite  ),'.  D'ailleurs, 

la  diiïérence  b,i  —  ««^  - — jj—  tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indé- 

iiniment,  ce  cjui  prouve  que  A' ::=),. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  ipie  ce  noml)re  A  est  compris 
entre  a  et  b.  La  fonction  f{x)  étant  continue  pour  x  =  A,  on  peut 

trouver  un  nombre  /,  tel  qu'on  ait  \f{x) — /("''■^|<-'  pourvu 
que  \x — a|  soit  inférieur  à  r\.  Choisissons  ensuite  n  assez  grand 
pour  que  «„  et  bn  diffèrent  de  A  de  moins  de  t\,  de  façon  que  l'in- 
tervalle [ctn,  b„)  soit  compris  dans  l'intervalle  (À  —  Tj,  A-|-r,); 
x'  et  x"  étant  deux  valeurs  quelconques  de  linlervalle  (a„,  b„),  on 
aura  donc 

\/i.r')-J\l)\<-^,  |/(y',_/(),)|<^, 

et  par  suite  |/(x') — /(x")|<<î-  La  supposition  dont  nous  sommes 
partis  nous  conduit  à  une  contradiction.  Le  théorème  est  donc 
exact. 

Corollaire  I.  —  Soit  a,  x,,  x^,  ...,  Xp_,,  b  un  mode  de  sub- 
division de  l'intervalle  («,  b)  en  p  intervalles  partiels,  satisfai- 
sant aux  conditions  de  l'énoncé.  Dans  l'intervalle  (a,  Xt)  on  aura 

et  en  particulier  [J\x,)\<C.\/[ci)\->rs;  de  même,  dans  l'inter- 
valle [x,.X2),  on  iiura 
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et  a  fortiori  \f{x)  \  <  \f{(i)  |  -f-  2£.  En  parliculier,  pour  x  =  x-,, 

\fiT,)\<:\f(a)\^iE. 

el  ainsi  de  suite.  Pour  le  ilernier  inlervalle.  on  obliendra  l'inéi;a- 
lilé  \f{x)  I  <  \f{xp_^')\  +  £  <  |/{«)|  +  P^-  On  voil  q"e  la  valeur 
absolue  de  f{x)  dans  l'intervalle  (rt,  h)  reste  toujours  inférieure 
à  \f{a)\+  pi.  Toute  fonction  continue  dans  un  inter^a//e  {a,  h) 
est  donc  bornée  dans  cet  intervalle. 

Corollaire  II.  —  Iniagmous  (|u"on  ait  décoinposi'  lintervalle 
((/.  b)  en  p  intervalles  partiels  [a,  x^).  (Xi^  x-,).  ■  . ..  ^  J^p-i.  b),  tels 

qu'on  ait  toujours  \f{x') — f{^")\'^  }  pour  deux  valeurs  quel- 
conques de  .V  a|ipartenaiil  à  un  même  inlervalle.  Soit  r,  un  nombre 
positif  |)liis  petit  que  toutes  les  dillerences  Xi  —  «,  .?o  — .r,,  ..., 
b  —  .r/,_i.  Prenons  ileux  nombres  quelconques  compris  entre  a 
et  b.,  tels  qu'on  ait  \x' — x"\<C-r,.  et  cherclious  une  limite  supé- 
rieure de  \f{x') — f(.T")\.  Si  les  deux  nombres  x' .   x"   lombent 

dans    un    même    intervalle    jjarliel,    on    a    \f(x')  —  f(x")\<i-. 

Dans  le  cas  contraire,   x'  el  x"  appartiennent  à  deux  intervalles 

consécutifs,    et    il    est   clair   qu'on    a    \f[x'')  —  /'(x")  |  <  a  '  =  £. 

Donc,  à  fout  nombre  positif  t  on  peut  faire  correspondre  un 
autre  nombre pjositif  -f^  tel  que,  x'  et  x"  désignant  deux  nombres 
de  l'intervalle  (a,  6),  on  ait  \f\x')  —f{x")  |  <<e,  toutes  les  fois 
qu'on  a  \x'  —  x"\  <C  r^.  On  exprime  aussi  cette  propriété  en  disant 
c|ue  la  fonction  f{x)  est  uniformément  continue  dans  l'inter- 
valle (a,  b). 

Théorème  B.  —  Une  fonction  f{x)  continue  dans  l'inter- 
vcdle  (a,  6)  prend  au  moins  une  fois  toute  valeur  comprise 
entre  f  [a)  et  f{b).,  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

Prenons  d'abord  un  cas  particulier.  Supposons  que  f[a)  tlf^b) 
soient  de  signes  contraires,  par  exemple  qu'on  ait  f(a)<io, 
/(6)^o.  Nous  allons  montrer  qu'il  existe  au  moins  une  valeur 
de  X  comprise  entre  a  el  b  pour  laquelle  f{X)=:o.  En  ellet,  f{x) 
esl  négatif  aux  environs  de  a  et  positif  aux  environs  de  b\  consi- 
dérons l'ensemble  des  valeurs  de   x  comprises  entre  a  et  b  qui 
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rendenl  la  fonction  /(x)  positive  et  soit  lia  borne  inférieure  de 
cet  ensemble  {a  <  "/<  b).  D'après  la  définition  même  de  la  borne 
inférieure,/!).  —  /()  est  négatif  ou  nul,  pour  toute  valeur  positive 
de  A; /()v)  qui  est  la  limite  de /().  — A)  est  donc  aussi  négatif  on 
nul.  D'nn  antre  côlé,  on  ne  peut  avoir  /(),)<  o.  Supposons  en 
effel/()>)= — m,  m  étant  un  nombre  positif.  La  fonction /(a?) 
étant  continue  pour  x  =  A,  on  peut  trouver  un  nombre  r,  tel  qu'on 
ail  \f{x)  — /(î)|  <  nu  lorsqu'on  a  \x  —l\<.y\;  la  fonction /(ar) 
sérail  donc  négative  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  ). 
ei),  4-Y),  et  ).  ne  serait  pas  la  borne  inférieure  des  valeurs  de  x 
rendant  la  (onction  positive.  On  a  donc /(X)  =  o. 

Soit  maintenant  N  un  nombre  compris  entre  fia)  et  fib).  La 
fonction  continue  ■^(x)^=f{x)  —  N  prend  des  valeurs  de  signes 
contraires  pour.r  =  rtet  poiivx^  b.  Donc,  d'après  le  cas  particu- 
lier qui  vient  d'élre  traité,  elle  s'annule  au  moins  une  fois  dans 
l'intervalle  («,  b). 

Théorème  C.  —  Toute  fonction  continue  clans  un  inter- 
calle  {a,  b)  atteint  nu  moins  une  fois  sa  borne  supérieure  et  sa 
borne  inférieure. 

D'abord  tonte  fonction  continue  restant  finie,  comme  on  l'a  déjà 
démontré,  admet  une  borne  supérieure  M  etune  borne  inférieures. 
Démontrons,  par  exemple,  qu'on  a  /'(.r)  =  M  pour  une  valeur 
de  .r  au  moins  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Soit  c=      ~    ;  la  borne  supérieure  de  /\j)  est  égale  à  M  pour 

l'un  au  moins  des  intervalles!  a,  c).  (c,  b).  Remplaçons  («,  b)  par 
ce  nouvel  intervalle,  sur  lequel  nous  recommencerons  l'opération, 
et  ainsi  de  suite.  En  raisonnant  comme  on  l'a  déjà  fait  tout  à 
riienre,  nous  Ibrnierons  une  suite  indéfinie  d'intervalles  (a,  6), 
(rti,  6|),  (  rt-,, /^2  ),  ...  dont  chacun  est  la  moitié  du  précédent,  la 
borne  siijiéiieure  dr  f{x)  dans  chacun  de  ces  intervalles  étant 
toujours  égale  à  M.  Soit  A  la  limite  commune  des  deux  suites  a, 
a,,  . .  -,  a„,  .  . .  ei  b.  b,,  ....  b„,  ...  ;  fO-)  est  égal  à  M.  Suppo- 
sons, en  effet. _/'()>)  =  M  —  h,  Il  étant  positif;  on  peut  déterminer 
un  nombre  positif  v)  tel  que,  a;  variant  de  ).  —  y,  à   A  +  y,.  J(x) 

reste  compris  entre  /  (  A)  h et  /(A) et  soit,  par  conséquent, 
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inférieur  à  M Prenons  ensuite  n  assez   grand    pour  que  a„ 

et  b,i  diffèrenl  de  leur  limite  /,  de  moins  de  r^  ;  l'intervalle  («„,  h„) 
sera  compris  dans  l'intervalle  ().  —  y,.  /,  +Ti).  La  borne  supérieure 
def(x)  dans  l'intervalle  (a„,  b„)  ne  pourrait  donc  être  égale  à  M. 
En  rapprociiant  ce  théorème  du  précédent,  on  en  conclut 
qu'f<«e  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,  b)  passe,  au 
moins  une  fois,  par  toute  valeur  comprise  entre  sa  borne  supé- 
rieure et  sa  borne  inférieure.  Le  théorème  A  peut  de  même 
s'énoncer  ainsi  :  Etant  donnée  une  fonction  continue  dans  l' in- 
tervalle i^a,  b),  on  peut  le  décomposer  en  intervalles  partiels 
assez  petits  pour  c/ue  l'oscillation  de  la  fonction  dans  chacun 
d'eux  soit  moindre  cjue  tout  nombre  positif  choisi  arbitrai- 
rement. L'oscillation  d'une  fonction  continue  est,  en  eflet,  égale 
à  la  différence  des  valeurs  de  fix)  pour  deux  valeurs  particulières 
de  la  variable. 

Remarque.  —  Nous  sup[iosons  toujours  (]u  il  s'agit  d'un  inter- 
valle/e/v?îP  (rt,  b).  Celle  condition  est  essentielle.  Par  exemple, 
la  fonction /'(j:^  =  1  —  x,  définie  dansl'inlervalle  ouvert  (o  <Cx'^  i) 
qui  ne  contient  pas  la  liinile  x  ^  o,  est  continue  pour  toute  valeur 
de  X  dans  cet  intervalle.  La  borne  supérieure  est  M  ^  i ,  el  /  {x ) 
nalteinl  pas  celle  valeur. 

9.  Fonctions  discontinues.  —  Soit  y=f(.T)  une  fonction  dé- 
finie dans  un  intervalle  [u,  b).  Si  cette  fonction  n'est  pas  continue 
pour  une  valeur  j"„  comprise  entre  a  et  b,  le  point  Xo  est  dit  un 
point  de  discontinuité.  L'un  au  moins  des  deux  nombres/ (xo-l-  s), 
f(Xo  —  £),où  Ton  suppose  £><>,  ne  tend  pas  vers/(a:o))  lorsque  s 
tend  vers  zéro.  On  dit  que  x^  est  un  point  de  discontinuité  de 
première  espèce  lorsque/(j:o  -f-s)  el/(Xo  — s)  ont  l'un  et  l'autre 
une  limite  quand  s  tend  vers  zéro,  et  l'on  représente  ces  limites  par 
/(Xu  ~  o)  et  /'(  Xo  —  o)  respectivement.  Lorsque  ces  deux  limites 
f{xo-T-  o  ),  f[Xr, —  01  sont  égales,  le  point  x^  ne  peut  être  un  point 
de  discontinuité  que  si  cette  valeur  limite  est  différente  de  f{Xo); 
il  suffirait  dans  ce  cas  de  modifier  la  valeur  de  la  fonction  au 
pointXo  pour  supprimer  la  discontinuité.  Mais  si  les  deux  nombres 
f{xo  +  o)  et  f(Xg  —  o)  sont  différents,  quelle  que  soit  la  valeur 
de/(Xo),  le  point  Xg  est  nécessairement  un  point  de  disconti- 
G.,  I.  2 
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nuité.  Un  poini  de  disconiininlp  de  première  espèce  est  dit  régulier 
si  l'on  a 

/■(.r„-+-  G)  -h  /■(.?■„  —  o  I 


(3) 


/(  ^0  )  = 


reiTiarqiiiins  ipie  cette  égalité  subsiste  pour  tout  point  x^^  où  la 
fonction  est  continue.  On  verra  |jliis  loin  (  n°  30)  des  exemples  de 
fonctions,  représentées  par  des  séries,  qui  ont  des  |)oints  de  dis- 
continuité de  cette  espèce. 

SoitjK=/(x)  une  fonction  n'avanl  dans  un  intervalle  {a,  b) 
qu'un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité,  tous  de  première 
espèce,  et  qu'un  nombre  fini  de  maxima  et  de  minima.  La  courbe 
représentée  par  l'éipialioii  >'=./"( .?^)  se  compose  de  plusieurs  traits 


continus,  ne  se  rejoignaiii  jjas,  tels  que  AG,  CD,  D'B:  la  \aleur 
àe  y,  qui  correspond  aux.  abscisses  c  et  d  des  points  de  disconti- 
nuité, peut  être  quelconque.  Si  ces  points  de  discontinuité  sont 
réguliers,  les  points  milieux  des  segments  CC,  DD'  doivent  être 
considéié's  comme  faisant   partie  de   la  courbe  représentative.  La 

r          .  ■             -'ri                           1  sln  :r  [  .  ,  ,  , 

lonction    citée   plus  haut    y  =  '  serait   représentée    par   deux 

traits  continus  aboutissant  respectivement  aux  deux  points  d'or- 
données +  1  et  —  I  sur  l'axe  Oy. 

Si  .z'o  est  un  point  de  discontinuité  de  seconde  espèce,  l'un  au 
moins  des  nombres  _/'(xo-|-î),  /(^o  —  s)  ne  tend  vers  aucune 
limite  lorsque  le  nombre  positifs  tend  vers  zéro.  Si,  par  exemple, 
/(,2'o  +  £  )  ne  tend  pas  vers  une  limite,  il  y  aura  encore  à  distinguer 
deux  cas  possibles,  suivant  que  /'(a;,,  + ')  augmente  indéfiniment 
ou  non  en  valeur  absolue. 

Considérons  une  (onction  f{.r)  di'linie  analytiquement,  par 
exemple  au    moyen  d'un   nomijre    fini  de  s\mboles  élémentaires; 
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cette  fonction  est  en  général  une  fonction  continue,  mais  il  peut 
arriver  (|ue  pour  cerlaiiies  valeurs  de  la  variable  la  déliiiition  de- 
vienne   illusoire.   Prenons   par   exemple    la  fonction  y(x)=  ^ — '— , 

(pii  est  coiiiiniir  pmir  lonic  valeur  .i'„  3=  o;  ce  symbole  n'a  aucun 
sens  pour  .r  ^  o.  Mais,  lorsque  .r  tend  vers  zévo,  J  (x)  tend  vers 
l'unité,  et  il  est  naturel  de  poser  /{<->)  =  i . 

Prenons  au  conlr.iiie  la  fonclion  f(x)  =  qui  est  continue 

pour  toute  valeur  x,,  de  .r,  dillérenle  de  a.  L'opération  qu'il  faut 
efTectuer  pour  déduire  la  valeur  de  y  de  la  valeur  de  x  n'a  plus 
aucun  sens  lorsqu'on  tlonne  à  x  \a  valeur  a;  mais  nous  remarquons 
(pie,  lorsque  x  a  une  valeur  très  voisine  de  a,  y  est  très  grand  en 
valeur  absolue  et  positil  ou  négatif,  suivant  que  x  est  pins  grand 
ou  plus  petit  que  //.  Lorsque  la  différence  x  —  a  diminue  de  plus 
en  plus,  la  vah'iir  absolue  de  )•  aiigiuenle  indéliniment,  de  façon  à 
devenir  su|)érieure   a    loiil  nombre  donné  à  l'avance.  <_)n  exprime 

ce   fait  d  une    faeou  abrégée   en   disant   fine    la    fonclion est 

^  °  '  X  —  a 

infinie  |)0iir  x^i:/.  Il  est  évidemment  impossible  de  rétablir  la 
continuité  pour  x^n,  (|uelle  que  soit  la  valeur  que  l'on  con- 
vienne de  prendre   |)oui    /(a). 

Prenonsencore  la  fonclion  y  =  sin-.  Lorsque  a,-  tend  vers  zéro, 
—  augmente  indéliiiinienl  et  y  ne  tend   vers  aucune  liiuile,  tout  en 

restant  compris  entre  —  i    et   +  i  ;  l'équation  sin  -  =  A,  où   l'on 

suppose  j  A  I  <  I ,  admet  toujours  une  infinité  de  racines  comprises 
entre  o  et  z,  aussi  petit  que  soit  s.  (hielle  que  soil  la  valeur  que 
l'on  convienne  de  prendre  pour  r  lorsqu'on  su|)pose  x^o,  la 
fonction  j' est  discontinue  pourx  =  i),  et  a  en  ce  ])oint  une  dis- 
conlinuilé  essentielle. 

Dans  les  exemples  précédenls,  on  voit  direclement  comment  se 
comporte  la  fonclion  dans  le  voisinage  de  la  valeur  singulière 
de  X.  Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  (|u'on  ait  une  l'onction  F(x),  définie  par  son  expression 
analvtique.  pour  toute  valeur  de  X  supérieure  à  un  nombre  fixe  a, 
et  qu'on  veuille  reconnaître  si  F(x )  tend  vers  une  limite  lorsque  x 
tend  vers  ^  x.  Si  l'expression  analytique  de  F(.r)  ne  permet  pas 
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de  le  recounaître  directement,  on  peut  dans  bien  des  cas  lever 
le  doute  au  moyen  de  la  pi'0|)Osition  suivante  : 

Pourque  ¥  [x)  tende  vers  une  limite  lorsque  x  tend  vers  -\-xi, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  différence  F{p)  —  F(q)  tende  vers 
zéro  lorsque  les  deux  nombres  p  et  q  augmentent  indéfiniment , 
indépendamment  l'un  de  Vautre. 

Eu  termes  plus  précis,  pour  que  F [x)  ait  une  limite,  il  faut  et 
il  suffit  qu'à  tout  nombre  positifs  on  puisse  faire  correspondre  un 
autre  nombre  A  tel  que  la  valeur  absolue  de  la  diffërence  F(/?) — F  [q) 
soit  inférieure  à  s,  lorsque  chacun  des  deux  nombres  p,  q  est 
supérieur  ou  au  moins  égal  à  A. 

La  condition  esl  nécessaire.  Si  F(x)  tend  vers  une  limite  L,  il 
existe  un  nombre  A  tel  que,  pour  toute  valeur  de  j?  ^  A,  la  \aleur 

absolue  de  la  dillérence   ¥{x)  —  L  soit  inférieure  k  '-■  S\  p  el  q 
sont  deux  nombres  quelconques  supérieurs  à  A,  la  valeur  absolue 
de  la  différence  F  [p)  —  F  {q)  sera  donc  inférieure  à  s. 
La  condition  est  suffisante.  En  effet,  considérons  la  suite 

F(a),     F(a-(-i),      F(a  +  n),      ..., 

où  n  est  un  nombre  entier  positif.  Cette  suite  est  con<>'ergente .  car 
la  diflerence  F(a  +  n-t-A')  —  F(«4-/j)  sera,  quel  que  soit  le 
nombre  positif  Â',  inférieur  en  valeur  absolue  as,  pourvu  que  a -f- n 
soit  supérieur  à  A  (n°  o).  Donc  F(rt-|-/i)  tend  vers  une  limite  L 
lorsque  le  nombre  entier  n  augmente  indéfiniment.  Considérons 
maintenant  un  nombre  quelconque  x,  et  soit  n  un  nombre  entier 
positif,  tel  que  a  +  n  soit  au  plus  égal  à.r,  mais  siqiérieur  ;i  x  —  i  ; 
ou  peut  écrire 

F(:r)—  L=  F(x)  — F(«  +  n,n-[F(n  -^/i)  —  I>]; 

lorsque  x  croît  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  a  +  «,  et  les 
deux  différences,  qui  figurent  dans  le  second  luembre  de  légalité 
précédente,  tendent  vers  zéro  :  F(^)  a  donc  pour  limite  L. 

De  même,  pour  qu'une  fonction  F(ar)  tende  vers  une  limite 
lorsque  x  tend  vers  a,  en  restant  supérieur  à  a.  par  exemple,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  différence  F(yo)  —  F(<y)  tende  vers  zéro, 
lorsque  les  deux  nombres  p  et  q,  supposés  plus  grands  que  a, 
tendent  vers  a,  indépendamment  l'un  de  l'autre. 
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10.  Fonctions  monotones.  —  Une  fonction  f{x),  dédnie  dans 
un  intervalle  (a,  b),  est  dite  monotone  dan.s  cet  intervalle  si,  x, 
et  Xj  étant  deux  nombres  quelconques  appartenant  à  l'intervalle, 

le  produit 

(  a-.,  —  r,  ,1  [  _/'('  X2  )  — /(  X,  )] 

a  toujours  le  même  signe.  La  fonction  est  croissante  si  ce  pro- 
duit est  positif  ou  nul,  quels  que  soient  x,  et  x..;  elle  est  décrois- 
sante si  ce  produit  est,  au  contraire,  négatif  ou  nul,  quels  que 
soient  x,  et  x^. 

Si  nous  supposons  :C2>j;,,  la  difl'érence  y(j:2) — f{Xi)  est 
positive  ou  nulle  pour  une  fonction  croissante  etnégative  ou  nulle 
pour  une  fonction  décroissante.  Lorsqu'une  fonction  monotone  a 
la  même  valeur  pour  x  z=z  x ,  et  pour  x  =  x-,,  elle  conserve  la  même 
valeur  dans  tout  l'intervalle  (x, ,  a^j).  Une  fonction  monotone  peut 
avoir  des  points  de  discontinuité  en  nombre  quelconque  dans  l'in- 
leivalle  (  a,  b),  mais  tous  ces  points  de  discontinuité  sont  de  pre- 
mière espèce.  Considérons,  par  exemple,  une  fonction  croissante  et 
soit  Xg  un  point  de  discontinuité.  Lorsque  s  tend  vers  zéro,  en 
restant  positif,  /(j?,,  —  s)  ne  peut  décroître;  d'ailleurs  il  reste 
toujours  S/(/^)-  Donc /(.r„  —  î)  a  une  limite  /'(xo  —  o),  et  l'on 
verrait  de  même  i^ne  f{Xo-h  s)  a  une  limitey(.a;o  +  o).  Soit  ^r^  un 
point  quelconque.  Comme  on  a  toujours  y(Xo — s)^/{Xo-\- s), 
on  en  conclut  qu'on  a  aussi  /(j"o — o)  £/(Xo-t- o).  Lorsque 
/{xg  —  o)  =  J\x„-\-o),  on  a  forcément  /(Xo)=  fixa — o)  et 
la  fonction  est  continue  au  point  x„.  Mais,  si  f{Xo — o)  est  infé- 
rieur à  f(xa^  o),f(xg)  peut  êlre  un  nombre  quelconque  com- 
pris entre  /'(.r(|  —  o)  elf(x„  +  o). 

JReinarque.  —  Il  v  a  quelquefois  lieu  de  distinguer  une  l'onc- 
tion croissante  d'une  fonction  qui  va  constamment  en  croissant. 
Nous  appelons  ainsi  une  fonction  f{x)  telle  que,  si  l'on  a  X2>:r,, 
ou  ait  aussi  /(^o)  >/(a;,  ),  le  signe  =  étant  exclu.  On  définit 
de  même  une  fonction  qui  va  constamment  en  décroissant. 

11.  Fonctions  à  variation  bornée.  —  Soil/(x)  une  fonction  bornée 
dans  un  Intervalle  '.n.b),  où  a<b.  Partageons  cet  intervalle  en  inter- 
valles partiels  au  moyen  de  nombres  croissants  Xi,  Xi,  ...,  x„-i, 

a»o  =  a  <  x,  <  Xj  < .  . .  <  x„^i  <  a-n  =  6, 
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et  posons 

(4)  i'  =  I  /(.ri)  -/(«)  I  -  I  f{x,)-f{x,)  I  +. .  .-K  ;  f{h)-f{x^.,  )  \. 

A  chaque  division  de  linteivalle  {a,b)  coirespond  ainsi  un  nombre 
i>^o  qu'on  appelle  la  variation  de/(a:)  pour  celte  division.  Si  l'ensemble 
des  nombres  v,  qui  correspondent  à  tous  les  systèmes  de  division  possibles, 
est  un  ensemble  borné,  on  dit  que  la  fonction /(a:)  esl  à  variatio7i  bornée 
dans  l'intervalle  (a,  b).  La  borne  supérieure  V  des  nombres  c  s'appelle  la 
variation  totale  de  la  fonction /(a:)  dans  cet  intervalle.  L'introduction  de 
cette  classe  importante  de  fonctions  est  due  à  M.  Jordan. 

Toute  fonction  monotone  est  évidemment  à  variation  bornée,  car  toutes 
les  différences y(x,)  — y(jr,_i  )  sont  de  même  signe.  Il  résulte  aussi  de  la 
définition  que  la  somme  de  deux  fonctions  à  variation  bornée  est  aussi 
une  fonction  à  variation  bornée,  'e:\f\x\  est  à  variation  bornée  dans  l'in- 
tervalle la,  6),  elle  sera  aussi  à  variation  bornée  dans  tout  intervalle  («i,6i) 
intérieur  au  premier  et  en  particulier  dans  l'intervalle  {a,  or),x  étant  un 
nombre  quelconque  compris  entre  a  et  b. 

Soit/?  la  somme  de  celles  des  diflerencesy(.r,) — f(xi-i)  qui  sont  posi- 
tives, et  —  /i  la  somme  de  celles  de  ces  différences  qui  sont  négatives.  On 
a  évidemment 

i-  =  p  —  n,        f{h\—f[a)=^p  —  «. 

et  par  suite 

i>  =  -ip  -^f(a)—f{b),         !■  =  m  —  fib)—  /(a). 

Si  la  fonction  /"(a-)  est  à  variation  bornée,  l'ensemble  des  nombres  p  et 
l'ensemble  des  nombres  n,  pour  toutes  les  divisions  possibles  de  l'inter- 
valle, sont  donc  aussi  des  ensembles  bornés.  Soient  P  et  ÏN  les  bornes  supé- 
rieures de  ces  deux  ensembles  qu'on  appelle  aussi  variation  totale  posi- 
tive et  variation  totale  négative.  Entre  les  nombres  V,  P,  X,  on  a,  d'après 
ce  qui  précède,  les  relations 

V  =  •)  P  ^/('  a  )  —/{  b),         V  =  -2  N  — /i  b  )  —/(  a ). 

Appelons  de  même  V(:r),  fix),  N(>)  les  trois  variations  totales  dans  l'in- 
tervalle {a,  X),  X  étant  compris  entre  a  et  b.  D'après  leur  définition  même, 
ces  trois  fonctions  \'(x),  P(x),  N(a:)  sont  des  fonctions  croissantes;  il  est 
évident  en  effet  que  P(x)  et  lV(a7)  ne  peuvent  décroître  quand  .r  aug- 
mente. Entre  les  fonctions  /(x),  \{x),  P(x),  N(a7),  on  a  toujours,  quel 
que  soit  x,  les  deux  relations 

(5)  \(x)  =  9A>(.r)—/\a)—f{x),       \  (x)  =:  2^  <  x  )  —f(x) —  /\  a). 
d'où 

(6)  /(x)  =  f,a)^P{x)  —  N{x). 


i 
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Les  deux  fonctions  y(  a)  ^-  P(\r)  et  iV(T)  étant  cioissantcs.  on  en  conclui 
i|ue  toute  fonction  à  variation  bornée  est  la  différence  de  deux  fonc- 
tions croissantes.  Cette  propriété  pourrait  être  prise  pour  définition;  en 
eflet,  la  dilTérence  de  deux  fonctions  croissantes  c*t  égale  à  la  somme  d'une, 
fonction  croissante  et  d'une  fonction  décroissante,  c'est-à-dire  de  deux 
lonctions  à  variation  bornée.  Elle  est  donc  elle-même  à  variation  bornée. 

Si  l'on  ajoute  aux  deux  fonctions  croissantes  V{x).  N(ar)une  fonction 
croissante  quelconque  s (ar),  les  deux  fonctions  Pi(r),  Nj  (a:)  ainsi  obtenues 
sont  aussi  des  fonctions  croissantes  et  leur  dittcrence  n'a  pas  changé;  on 
voit  donc  que  toute  fonction  à  variation  bornée  peut  être  considérée, 
d'une  infinité  de  manières,  comme  la  dillërence  de  deux  fonctions  crois- 
santes. Une  fonction  monotone  n'ayant  que  des  points  de  discontinuité  de 
première  espèce,  il  en  est  de  même  de  la  somme  de  deux  fonctions  mo- 
notones; par  suite,  toute  fonction  f(.r)  à  variation  bornée  n'a  que 
des  points  de  discontinuité  de  première  espèce. 

Gomme  exemple  de  fonction  à  variation  non  bornée,  reprenons  la  fonc- 
tion /"(  .r  )  =  sin  —  ;  en  convenant  de  poser /'(o)  =  o.  f.a  variation  totale  de 
celte  fonction  dans  l'intervalle  compris  entre  les  inverses  des  deux 
nombres  —  et  h  -  h- -  est  égale,  comme  il  est   facile  de  le  voir,  à  in.   La 

fonction  est  donc  à  variation  illimitée  dans  l'intervalle  (o,— ]>  ce  qui 
résulte  aussi  de  ce  fait  que  x  =  o  est  un  point  de  discontinuité  de  seconde 
espèce. 

Considérons  maintenant  en  particulier  une  fonction  continue  fjx)  à  va- 
riation bornée  (  '  ).  Lorsque  le  nombre  n  augmente  indéfiniment,  de 
façon  que  la  valeur  maximum  X  des  différences  Xi  —  a^,_i  tende  vers 
zéro,  le  nombre  v  a  pour  limite  la  variation  totale  V. 

La  démonstration  repose  sur  la  remarque  suivante.  Supposons  qu'on 
subdivise  chacun  des  intervalles  (a,  .r,  ),  (xi,  x^),  ...  en  intervalles  plus 
petits  par  de  nouveaux  points  de  division,  et  soit 

«,   /i,   7: yi.-\,    -ri,   yk^\,    •••,   fi-i,    -^'2,   .n+u    •■■.    '> 

la  nouvelle  suite  obtenue  ;  le  nouveau  mode  de  subdivision  est  dit  consécu- 
tif an  premier.  Soit  v'  le  nombre  analogue  à  i'  pour  cette  nouvelle  division. 
tJn  a  évidemment 

|/(.r,)-/(«)   |ii/(^i)-/(j/:-i)K.---+-|/(ri)      -/(«)   l 
\f(x,)-f{x,)\'^\f{x,)-f{y,-,)\^...^\fiyk+:)~f{x,)\. 


et  par  suite  v  -V  . 

{')  Une  fonction  continue  n'est  pas  nécessairement  à  variation  bornée.  La 
fonction  continue  citée  plus  loin  (  n»  33)  est  à  variation  illimitée  dans  tout 
intervalle. 
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Gela  posé,  soient  V  la  borne  supéiieure  des  nombres  c  et  e  un  nombre 
positif  quelconque.  D'après  la  définition  même  du  nombre  V,  il  existe  une 
suite  de  nombres  croissants 

a  <C  «1  <  «2  <•  •  •  <  «;;-l  <  ^, 

tel  que  le  nombre  v^, 

"0  =  !/(«,)  -.A«)  !  -+-!/(  «o )-/(«, )  i  -t-. . . - 1  /(  h  1  -fia,.,  )  \, 

soit  supérieur  à  V •  Soit  X  un  nombre  positif  |dus  |ietit  que  toutes  les 

différences  a^  —  a,  a^  —  «i,  .  .  . ,  h  —  «p-i-  Considérons  une  division  quel- 
conque de  l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles  partiels  moindres  que  X  par  des 
nombres  croissants  a,  Xi,  .rj,  ...,  Tn-\,  b,  et  soit  v  la  variation  corres- 
pondante. Rangeons  maintenant  tous  les  nombres  Xj  et  aj  par  ordre  de 
grandeur  croissante;  nous  obtenons  une  nouvelle  division  de  l'inter- 
valle (a,  h)  qui  est  consécutive  aux  deux  premières,  et  par  suite  la  varia- 
tion correspondante  c,  est  supérieure  ou  au  moins  égale  à  i^o  et  à  c. 

Cherchons  une  limite  supérieure  de  v'  —  v.  On  passe  de  la  division  qui 
donne  c  à  la  division  qui  donne  v'  en  décomposant  quelques-uns  des  inter- 
valles tels  que  (a-,_i,  x,  )  en  deux  intervalles  plus  petits  au  moyen  de  l'un 
des  points  Oj,  a^,  ....  a^-,.  Le  nombre  total  des  intervalles  qu'on  décom- 
pose ainsi  en  deux  est  au  plus  égal  à  /)  —  i,  et  l'on  a 

"'-  '•  =2]  n/(^- 1  -/(«A  )  1  +  !./(«/.)  -/(^<-.  )  1  -\f(^.)  -/(a-,-i)i], 

le  signe  2,  étant  étendu  à  tous  les  intervalles  (a;,_,,  t,)  tels  qu'entre  a-,_i 
et  Xi  se  trouve  un  des  points  a^.  Soit  to  la  valeur  maximum  de  l'oscillation 
de /(ar)  dans  chacun  des  intervalles  partiels  («,  :ri  ),  (.Ti,  ^-j),  ....Il  est 
clair  que  la  différence 

1  fiXi)  -fi  «;,)!  +  I  fia,,)  -f(Xt-,  )  I  -  I  /(  X,}  -fiXi-,  )  I 

est  au  plus  égale  à  2to,  et  par  conséquent  v' — c  est  au  plus  égale  à  2(^0 —  1  )(îj. 
La  fonction  y( a:)  étant  continue,  soit  y|  un  nombre  positif  tel  que,  dans 
tout  intervalle  partiel  d'amplitude  inférieure  à  T|,  l'oscillation  de  fix)  soit 

inférieure  à Si   la   valeur  maximum  X  des   différences   x,  —  a,, 

Xi  — .r,,  .  .  . ,  6  — x„-i  est  inférieure  à  tj,  on  aura  d'après  cela  v' —  c  <  -  • 
D'ailleurs,  nous  pouvons  écrire  la  différence  V  —  t', 

V  c  =  \'  (•„-(_(  c'—c  )  (  c'  —  co  ), 

et  par  conséquent  on  a  V  —  f  <  e;  comme  v  ne  peut  être  supérieur  à  V,  f  a 
donc  pour  limite  V. 


ce- 
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Ge  théorème  permet  de  démontrer  que  ta  fonction  V(a-;,  qui  repré- 
sente la  variation  totale  defix)  dans  l'intervalle  (a,  .r),  est  une  fonc- 
tion continue  de  x. 

Soient  x^  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  h,  et  a,  Y\.  y^,  . .  ■ ,  yn, 
Xo  une  suite  de  nombres  croissants;  V(a-o)  est  la  limite  de  la  variation 

"  =  f(y^ )  -/(«)  ;  - 1  Ay^ )  -/(yi )]+■■■ 

-\.nyn)-f{yn-,)-^\f{Xo)-f(yn)\. 

La  somme  de  tous  les  termes,  sauf  le  dernier,  ne  peut  dépasser  \'i  y^  i  ni 
par  suite  V^Xo  —  o).  puisque  V(j")  e«l  une  fonction  croissante.  On  a 
donc 

,.<  V7.ro  — o)  ^  I /( 3-0  ) —/Cv„  ) |: 

OTf(x^) — fiyn)  tend  vers  zéro  puisque/(  2^)  est  continue.  La  limite  Vi.z'oJ 
(le  V  ne  peut  donc  dépasser  ^  (  .r» — o)  ;  comme  la  fonction  ^  (,2^;  est  crois- 
sante, on  a  nécessairement  V(Xo)  =  \' (x^ — o). 

Pour  démontrer  qu'on  a  aussi  V(a-,)=  V('.ro-r-o),  posons 

b-~x=y,         \\(y)  =  \{b)  —  \(x); 

V|(^)  représente  la  variation  totale  de  la  fonction  f(b  — y)  dans  l'inter- 
valle (o,y).  On  a  donc  V,(j'(,)  =  Vi(_^o  —  o),  d'après  ce  qui  vient  d'être 
démontré,  et  par  suite  V(  .r^)  =  \ {x^^-  o). 

La  fonction  \(x)  étant  continue,  ainsi  que/(:r),  il  en  est  de  même  des 
deux  fonctions 

„  ,  \  iX  )  -r-   f(  X)  /"(  <7,  I  ,.  ,        ,  \  I  X  \  ~  fi  X  \  -r-  fi  a  ) 

P(2-)  =  ■- ,  ^(ar)=  ■- -• 

i.  ■}. 

Donc  toute  fonction  continue  à  variation  bornée  est  la  différence  de 
deux  fonctions  continues  croissantes. 

Exemple.  —  Quand  une  fonction  continue  f(x)  n'a  qu'un  nombre  fini 
de  maxima  ou  de  minima  dans  un  intervalle  (a,  b),  il  est  clair  qu'elle  est 
à  variation  bornée  dans  cet  intervalle.  Considérons,  pour  fixer  les  idées, 
une  fonction  y(  x  )  croissante  de  a  à  «i,  décroissante  de  ai  à  a,,  croissante 
de  Oj  à  b.  Prenons  les  deux  fonctions  f\(x),  f^{x),  définies  comme  il  suit  : 

I"  Dans  l'intervalle  ia.ax  )  :  f,(x)  =  f(x),  fî{x)  =  0; 

2"  Dans  l'intervalle  (a,,  a,)  :/, (a:)  =  f(ai),  f»{x)  =/(ai)  — f(x); 

r  Dans  l'intervalle  (.,.  b)  :  \  f;\^\  -f\^\  '  f)'^]  ^-^^«•>  = 

(  fi{x)=f(ai)—f(ai). 

Il  est  clair  que  les  deux  fonctions/i  (x)  elf-.ix)  sont  continues  et  crois- 
santes dans  tout  l'intervalle  (a,  b),  et  leur  différence  est  égale  îf(x).  On 
opérerait  de  la  même  façon,  quel  que  soit  le  nombre  des  maxima  et  des 
minima  dans  (a,  6),  pour  décomposer  y( a:)  en  une  différence  de  deux 
fonctions  continues  croissantes. 
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Plus  séiiéialement,  soit  /"(a;  i  une  fonction  telle  qu'on  puisse  décomposer 
l'inteivalle  (a,  b)  en  p  intervalles  partiels  dans  chacun  desquels  la  fonc- 
tion est  monotone,  la  fonction  n'ayant  que  des  points  de  discontinuité  ré- 
guliers, en  nombre  fini.  Le  procédé  précédent  permet  d'exprimery'(  a^)  par 
la  différence  de  deux  fonctions  croissantes  n'ayant  elles-mêmes  que  des 
points  de  ili<;cc)ntinnilé  ré^ulieis. 

12.  Fonctions  de  plusieurs  variables.  —  On  dit  que  o>  est  fonc- 
tion de  X,  y,  z,  ...,  t  lor*(|u'à  tout  système  de  valeurs  de  x,  y, 
3,  ...,  C  correspond  une  valeur  de  w.  Pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons qu'il  y  ait  deux  variables  indépendantes  x  el  y,  et  consi- 
dérons X  et  y  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  plan. 
A  tout  système  de  valeurs  de  x  et  de  j'  correspond  un  point  M,  et 
inversement.  Lorsqu'à  tout  point  M  jiris  dans  une  certaine  région 
du  plan  correspond  une  valeur  d(>  to,  on  dit  que  la  fonction 
(.0  ^^/(^x,  y)  est  définie  dans  cette  région,  qu'on  appelle  en  général 
un  domaine  ou  un  champ. 

Un  domaine  A  peut  être  formé  par  la  portion  du  plan  inté- 
rieure à  une  courbe  fermée  C,  ou  par  la  portion  du  plan  limitée 
par  plusieurs  courbes  fermées,  une  courbe  extérieure  G  et  une  ou 
plusieurs  courbes  intérieures  C,  C",  ....  Les  courbes  C,  C,  (>",  ... 
forment  la  frontière  de  ce  domaine;  nous  supposerons  en  généial 
que  les  frontières  font  partie  du  domaine,  c'est-à-dire  qu'en 
chaque  point  de  C,  par  exemple,  la  fonction  lo  a  une  valeur  déter- 
minée. Le  domaine  est  dit  Alors  fermé.  Il  est  dit  connexe  si  l'on 
peut  joindre  deux  points  quelconques  de  ce  domaine  par  une  ligne 
brisée  située  tout  entière  dans  le  domaine. 

Une  fonction  w=/'(j;,jk)  est  bornée  dans  un  domaine  A  si 
I  ensemble  des  valeurs  de  w  pour  tous  les  points  de  ce  domaine 
est  un  ensemble  borné.  On  définit  comme  plus  haut  (n°  6  I  les 
nombres  M,  m  et  l'oscillation. 

Soient  (xq,  jKo)  'es  coordonnés  d'un  point  M,,  [u-is  dans  celle 
portion  du  plan.  On  dit  que  la  fonction  f{x,  y)  est  continue 
pour  le  système  de  valeurs  .r,,,  yg,  si,  à  tout  nombre  positif  e, 
on  peut  faire  corresjiondrf.  un  autre  nombre  positif  -r^.  tel  qu'on 
ait 

\fir,-  h.  y..-  Ic)-fx.y,)\<t. 

à  la  seule  condition  qu'on  ait  |/'|  <  'f,.  |/i'|  <  ''',.    ' 

On   |jeut  interpréter  comme  il  suit  la  définition  de  la  continuité. 
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lm;ii^liions  que  l'on  conslruise,  daii.s  le  plan  des  xw  un  carré  rie 
centre  Mo,  de  côté  égal  à  2r|,  et  avant  ses  côh's  parallèles  aux  axes  ; 
le  point  M'  de  coordonnées  (./•„  4-  //,  r,,  +  /  )  est  à  l'intérieur  de 
ee  carré,  pourvu  (pi'on  ait  |  Il  |  <;■/■,,  |  k  |  <ir^.  Dire  (pie  la  l'onc- 
tion est  rontinue  pour  ,i- =  ./'|,,j- =  ')'„,  cela  revient  à  dire  qu'on 
peut  ]ireiidre  le  côté  de  ce  carré  assez  petit  pour  que  la  dill'éi-ence 
des  valeurs  de  la  fonction  au  point  M,,  et  en  un  antre  point  quel- 
conque de  ce  carré  .so:t  moindre  que  £  en  valeur  absolue.  Il  est 
évideni,  d'après  cela,  (ju'on  jiourrait  remplacer  ce  carré  par  un 
cercle  de  centre  (.r,,,  r,)!:  car,  si  la  condition  précédente  est  satis- 
faite pour  tous  les  points  situés  à  lintérieur  d'un  carré,  elle  le  sera 
aussi  pouvions  les  points  intérieurs  au  cercle  inscrit.  Inversement, 
si  la  condition  est  satisfaite  pour  tous  les  points  intérieurs  à  un 
cercle,  elle  I  est  aussi  pour  ions  les  points  intérieurs  à  un  carré 
inscrit  dans  ce  cercle.  On  pourrait  donc  définir  la  continuilé  en 
disant  qu'on  peut  faire  correspondre  les  nombres  positifs  s  etrj  de 
telle  façon  que  l'inégaliié  y//;-  +  k-  <<  r,  entraîne  l'inégalité 

I  ./■(  x„^h,  y„^  /,-  )  _  /(  ,r  0 ,  j-,,  j  |<  £ . 

De  même,  la  fonction  /'(.r,  y)  est  dite  continue  en  tin  point  m 
de  la  frontière  si  la  valeur  de  m  en  un  point  voisin  /;/,  ilii  do- 
maine A,  tend  vers  la  valeur  de  (■>  en  ni  lorsque  la  distance  mm' 
tend  vers  zéro. 

Une  fonclion  y  (x,  y  )  continue  en  tout  point  intérieur  à  un  do- 
maine A  et  en  tout  point  de  sa  frontière  est  dite  continue  dans  A.. 
Il  existe,  pour  les  fonctions  continues  de  deux  variables,  des  théo- 
rèmes tout  à  fait  analogues  à  ceux  qui  ont  été  démontrés  plus 
haut  (  n"  8). 

Etant  donné  un  nombre  positif  e,  on  peut  décomposer  la 
portion  A  du  plan  en  parties  plus  petites  de  telle  façon  que  la 
différence  des  valeurs  de  m  pour  deux  points  (x,  y),  [x\y') 
d' une  même  partie  soit  toujours  moindre  que  s. 

Nous  procéderons  toujours  par  subdivisions  successives,  de  la 
façon  suivante.  Imaginons  la  portion  A  du  plan  décomposée  par 
des  parallèles  à  l'axe  des  x  et  à  l'axe  des  y,  la  distance  de  deux 
[larallèles  voisines  étant  égale  à  0;  de  ces  portions  de  A,  les  unes 
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sont  des  carrés  de  côté  3  situés  tout  entiers  à  l'intérieur  de  C,  les 
autres  des  portions  de  carrés  limitées  en  partie  par  des  arcs  du 
contour  C.  Cela  posé,  si  la  proposition  énoncée  n'était  pas  exacte 
pour  la  portion  A,  il  en  serait  de  même  pour  une  au  moins  des 
nouvelles  portions  du  plan  A{  :  en  subdivisant  de  la  même  façon 
la  portion  A)  et  ainsi  de  suite,  on  formerait  une  suite  de  carrés  ou 
de  portions  de  carrés 

A,     A,,     ...,     A„,     ..., 

pour  lesquels  la  proposition  énoncée  serait  inexacte.  La  por- 
tion An  est  tout  entière  comprise  entre  deux  parallèles  .r  =  ««, 
X  =^  bn  k  l'axe  des  y  et  entre  deux  parallèles  y  =c„,  y  =  d„  à 
Taxe  des  x.  Lorsque  n  augmente  indéfiniment,  a,,  et  b„  ont  une 
limite  commune  \;  Cn  et  dn  ont  de  même  une  limite  commune  u.. 
Fis;  1. 


Car  les  a„,  par  exemple,  ne  vont  jumais  en  décroissant  et  sont 
tous  plus  petits  qu'un  nomjjre  fixe.  Tous  les  points  de  A„  tendent 
vers  un  point  limite  M,  de  coordonnées  (X,  [jl),  situé  à  l'intérieur 
du  contour  C  ou  sur  ce  contour  lui-même.  Le  raisonnement 
s'achève  comme  plus  haut  (n°  8);  si  le  théorème  énoncé  était 
inexact,  la  fonction  y(^,  v)  ne  pourrait  être  continue  pour  j:  :^  À, 
y  =  lA,  contrairement  à  l'hypothèse. 

Corollaii-e.  —  Supposons  qu'on  ait  pris  les  parallèles  assez 
rapprochées  pour  (|ue  la  diflTérence  des  valeurs  de  lo  pour  deux 
points  appartenant  à    une   même   partie   soit   moindre    en   valeur 

absolue   que  -,  et  soit  yi   la  distance  de  deux   parallèles  voisines. 

Soient  (x,y),  {x',y')  deux  points  pris  à  l'intérieur  ou  sur  le 
contour  G,   dont  la  distance   est   inférieure  à  t).  Ces  deux  points 
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apjjartiennenl  à  une  niênie  |)ortion  de  A  ou  à  deux  portions  ayant 
un  sommet  commun:  dans  les  deux  cas,  la  différence 

ne  peut  être  supérieure  en  valeur  absolue  à  2  '  =  s.  Donc,  à  tout 

nombre  positif  î  on  peut  faire  correspondre  un  autre  nombre 
positif  r,  tel  qu'on  ait 

pourvu  que  la  distance  des  deux  points  de  coordonnées  (x,  y) 
et  [x',  y'),  pris  dans  A  ou  sur  le  contour  C,  soit  moindre  que  r^. 
En  d'autres  termes,  toute  fonction  continue  dans  A  est  uniformé- 
ment continue. 

De  la  proposition  précédente  on  déduit,  comme  plus  haut 
(n°  8),  que  toute  fonction  continue  dans  A  est  nécessairement 
finie  dans  A.  La  méthode  des  subdivisions  successives  permet  de 
démontrer  que  la  fonction  to  atteint  au  moins  une  fois  chacune  des 
valeurs  M  et  m  pour  des  points  à  l'intérieur  de  C  ou  sur  ce  con- 
tour lui-même.  Soient  a  un  point  pour  lequel  on  a  w^  m,  et  b  un 
point  pour  lequel  to  =  M.  Joignons  a  et  6  par  une  ligne  polvgo- 
nale  tout  entière  intérieure  à  C.  Lorsque  le  point  (^,  j)')  décrit 
cette  ligne,  w  est  une  fonction  continue  de  la  longueur  de  la  ligne 
poWgonale  comprise  entre  le  point  a  et  le  point  {x,y);  elle  passe 
donc  au  moins  une  fois  par  toute  valeur  u.  comprise  entre  m  et  ^I 
(n"8).  Comme  on  peut  joindre  a  et  b  par  une  infinité  de  lignes 
polvgonales,  on  voit  que  la  fonction  f(x,  y)  prend  une  valeur  a 
comprise  entre  m  et  JM  pour  une  infinité  de  points  intérieurs  au 
contour  C. 

11  est  clair  que  toute  fonction  continue  des  deux  variables  x.y 
est  une  fonction  continue  de  chacune  des  deux  variables  piise  iso- 
lément, mais  la  réciproque  n'est  pas  toujours  exacte. 

Prenons,    par   exemple,    la    fonction  f{x,  y)    égale    à      ,  '  '    , 

lorsque  lune  au  moins  des  valeurs  de  x  el  de  y  est  différente  de 
zéro,  et  posons/(o,  o)  =  o,  La  fonction  ainsi  définie  est  une  fonc- 
tion continue  de  x  lorsqu'on  suppose  y  constant,  et  inversement. 
Cependant  elle  n'est  pas  une  fonction  continue  des  deux  variables  x 
et  V,  pour  le' système  de  valeurs  x  ^  y  ^  o,  car,  si  le  point  [x,  y) 
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lend  vers  l'origine  en  restuiit  sur  la  droite  i' = /».r,  la  Jonc- 
tion   /Yj",  )-)    a    pour    limite  — ,  et    cette    limite    est    variable 

avec/?i.  Dans  cet  exemple,  il  serait  évidemment  impossible  de  choisir 
pour/(o,  o)  une  valeur  telle  i|ue  la  fonction /(x,  jj')  fût  continue 
à  l'origine.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  la  fonction /(\r,  v^  égale 

à  -^  —  lorsrpie  x'- -\- Y'  est  différent  de  zéro:  si  l'on   |)ose  en 

outre  f{0^  II)  =  o,   la  fonction    ainsi    définie    est    continue    pour 
a-  :=y  =  o,  car  la  valeur  absolue  de  /(.r,  y)  est  inférieure  à  \x\. 
Toutes  ces  considérations   s'étendent  sans  diflicultés  aux  fonc- 
tions d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 

13.  Courbes  continues.  —  Nous  avons  admis,  dans  ce  ijui  pré- 
cède, qu'une  courbe  plane  fermée  C  décompose  le  plan  en  deux 
domaines,  un  domaine  intérieur  \)i  el  un  domaine  extérieur  De, 
tels  qu'il  est  impossible  de  joindre  un  point  de  D,  à  un  point 
de  De  par  une  ligne  brisée  n'avant  aucun  point  commun  avec  C. 
C'est  là  une  propriété  qui  est  bien  conforme  à  la  notion  intuitive 
de  courbe  fournie  par  la  Géométrie,  et  qu'il  est  d'ailleurs  facile 
d'établir  pour  les  courbes  définies  par  une  propriété  géométrique, 
telles  que  l'ellipse. 

Mais,  pour  pouvoir  raisonner  d'une  façon  précise,  il  est  néces- 
saire de  remplacer  cette  notion  un  peu  vague  empruntée  à  la  Géo- 
métrie par  une  définition  purement  aualvtique.  Soienty(/),  o(<), 
'!^(l)  trois  fonctions  continues  d'une  variable  /;  l'ensemble  des 
points  dont  les  coordonnées  sont  données  par  les  formules 

(7)  .r=/in,         _x  =  ç,(0,  ;  =  '!-(  M, 

quand  on  lait  varier  t,  constitue  une  courbe  continue  F,  ou 
plus  simplement  une  courbe.  Supposons  que  les  trois  fonctions 
continues  ftl),  '^( /),  '\i(t)  admettent  la  période  w,  c'est-à-dire 
soient  telles  qu'on  ail,  quel  que  soit  t, 

(8)  J\t  ^M)  =f{t),         ç(<-|- (u)  =  9(0,  6(7 -^  (0)  = 'i(/i; 

11  suffira  de  faire  varier  l  dans  un  intervalle  quelconque  {a .  a  +  w) 
d'amplitude  w,  pour  obtenir  tous  les  points  de  la  coiu'be  F,  qui  est 
dite  une  courbe  fermée.  Nous  pouvons  évidenmienl  supposer  co 
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positif:  nous  supposons  en  outre  que  cesl  le  |)lus  petit  nombre 
positif  satisfaisant  aux  trois  relations  (S).  Si  pour  deux  valeurs 
différentes  /',  t" ,  on  a  à  la  fois 

(9)  fif)  =  f(t-).      ç(<')  =  9(r},      •i(^)  =  'i(r), 

sans  que  la  différence  t'  —  l"  soil  un  multiple  de  to,  le  point  cor- 
respondant de  r  est  un  point  double.  S'il  est  impossible  de  trouver 
deux  valeurs  t',  l" ,  satisfaisant  aux  relations  (9),  sans  que  t' —  t" 
soit  un  multiple  de  w.  la  courbe  T  n'a  pas  de  point  double.  Pour 
appliquer  ces  définilioiis  aux  courbes  |)laiies.  il  sulfit  de  sup- 
poser •i(f  I  =  II. 

M.  Jordan  a  démontré  rigoureusement  [voir  son  Cours  d'Ana- 
lyse) qu'une  courbe  plane  fermée  C  sans  points  doubles  divise 
le  plan  en  deux  régions,  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure,  deux 
points  d'une  même  région  pouvant  toujours  être  joints  par  une 
ligne  brisée  sans  traverser  C,  tandis  que  toute  ligne  continue 
joignant  un  point  de  la  région  intérieure  à  un  point  de  la  région 
extérieure  traverse  nécessairement  la  courbe  C. 

Sur  ce  point-là,  le  raisonnement  ne  fait  que  confirmer  l'intui- 
tion géométrique,  mais  il  ne  faut  pas  croire  qu'il  en  est  toujours 
ainsi.  M.  Peano  en  a  donné  un  exemple  bien  curieux  en  faisant 
connaître  une  courbe  plane  qui  jouit  de  la  singulière  propriété  sui- 
vante. Lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  <,  le  point  dont  les  coor- 
données sont  .r  =/(<),  y  =  tp(0  vient  coïncider  successivement 
avec  tous  les  points  intérieurs  à  un  carré  ('). 

A^ous  n'avons  cité  ce  résultat  que  pour  montrer  combien  la  no- 
tion analytique  de  courbe  est  plus  complexe  que  la  notion  vulgaire. 
Dans  la  suite,  nous  ne  nous  occuperons  le  plus  souvent  que  de 
courbes  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  qui  sont  vérifiées  par 
les  contours  que  l'on  considère  babituellemenl.  Soient  x^f{t), 
V  =  a(<)  les  équations  qui  définissent  une  courbe  C,  et  soit  (a,  b) 
l'intervalle  dans  lequel  il  faut  faire  varier  t  pour  obtenir  tous  les 
points  de  celte  courbe.  Nous  supposerons  qu'on  peut  décom- 
poser (  «,  //)  en  un  nombre ^«i  d'intervalles  partiels,  dans  chacun 
desquels  chacune  des  fonctions/,  o  va  constamment  en  croissant, 
ou    constamment    en    décroissant,     ou    reste    constante.    Si.    par 


(')  Peano,  Sur  une  courbe  qui  remplit   une  aire  plane   {Math.  Annalen, 
t.  XXXVI).  —  Voir  aussi  Hilbert  (Ibid.,  t.  XXXVIII). 
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exemple,  la  fonclion  x=/{t)  va  en  croissant  dans  un  intervalle 
(a,  jâ),  on  peut,  d'après  la  théorie  des  fonctions  inverses,  en 
déduire  pour  t  une  fonction  continue  de  x,  et  l'arc  correspondant 
est  représenté  par  une  équation  telle  c|ue  y  =  G(  J7).  De  même,  si 
la  fonction  a{t)  va  constamment  en  croissant  on  en  décroissant 
dans  un  intervalle  partiel,  l'arc  correspondant  est  représenté  par 
une  équation  telle  que  x^  ii{y). 

Toutes  les  courbes  dont  il  sera  question  par  la  suite  sont 
formées  d'un  certain  nombre  d'arcs  de  cette  espèce  mis  bout  à 
bout.  Considérons  en  particulier  un  contour  fermé  C,  sans  point 
double,  et  prenons  les  points  de  C  où  j-  est  maximum  ou  minimum 
(j  compris  les  points  des  portions  de  droites  parallèles  à  Oy,  si  le 
contour  C  en  contient),  et  soient  X|,  .r^,  ...,  Xn  les  abscisses  de 
ces  points  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante.  ïouie  paral- 
lèle X  =^  a.  à  l'axe  O  y,  a  étaut  compris  dans  l'un  des  inter- 
valles (Xi_i,  Xi),  rencontre  C  en  un  noinljre  pair  de  points 
d'ordonnées  (jKii  JKsi  •••;  J'^p)  jJKA  étant  une  fonction  continue  o/,(.r) 
dans  l'intervalle  (.r,_,,  .r,).  Nous  supposerons  qu'on  a 

<Pl  <  «'■2<  ?3<-  •  ■<  fip-l<  <f2p. 

Tout  point  de  la  bande  limitée  par  les  droites  x  =  Xj_, ,  x  ^  Xi 
et  compris  entre  les  courbes  >•,  =  es,,  j-o  =  'J2i  est  intérieur  au  con- 
tour C;  au  contraire,  tout  point  de  cette  bande  compris  entre  les 
deux  courbes  y.^  =  tpa  et  yj  =  C3  est  pxtérieur  au  contour  C,  etc. 
En  continuant  ainsi,  on  voit  que  le  domaine  intérieur  à  la  courbe  C 
peut  être  décomposé  en  un  nombre  Jini  de  domaines  partiels, 
dont  chacun  est  limité  par  deux  parallèles  x  =  a,  x  =z  b  h  Oy  et 
deux  courbes  y  ^  o,[x),  y  =^ 'j^-:,(x),  les  fonctions  !p,  et  02  étant 
continues  dans  l'intervalle  (a,  b). 


EXERCICES. 


1°  Le  produit  de  deux  fonctions  à  variation  bornée  est  à  variation  bornée. 

2"  Sif(x)  est  à  variation  bornée,  il  en  est  de  même  de  \/(x)  \. 

3°  Pour  qu'une  fonclion  soit  à  variation  bornée,  il  faut  et  il  suffit  que 
la  somme  des  oscillations  dans  chaque  intervalle  partiel  reste  finie. 

4°  Si  une  fonction  /(x,  y)  est  uniformément  continue  par  rapporta 
chaque  variable  dans  un  domaine,  elle  est  continue  par  rapport  à  l'ensemble 
des  deux  variables  dans  ce  domaine. 
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DÉRIVÉES  ET  DIKFK REXTIELLES. 


I.   -  DEFINITIONS.  —  PROPRIETES  GÉNÉRALES. 

14.   Dérivées.  —  Soil  /(-T)  une   fonction  conliiiue;   les    deux 
termes  du  rapport 

/(  j-^  h)  — /(  X  ) 


tendent  vers  zéro  simultanément  lorsque,  x  restant  fixe,  la  valeur 
absolue  de  h  diminue  indéfiniment.  Si  ce  rapport  tend  vers  une 
limite,  on  dit  que  cette  limite  est  la  dérivée  de  la  fonction y"(j7), 
et  on  la  représente  pav  y'  ou  f  ( x).  suivant  la  notation  de  La- 
grange. 

A  la  notion  analytique  de  la  dérivée  se  rattache  une  notion  géo- 
métrique importante.  Soit  y=f(x)  une  fonction  continue  dans 
un  intervalle  (a,  b)\  considérons  dans  un  plan  le  point  de  coor- 
données [x,  y).  Lorsque  x  varie  de  «  à  6,  ce  point  décrit  un  arc 
de  courbe  AMB,  qui  représente  graphiquement  la  marche  de  la 
fonction/(j?)  dans  l'intervalle  (a,  b).  Soient  Met  M'  deux  points 
voisins  de  cet  arc  de  courbe,  d'abscisses  .r  et  x  -+-  h.  Le  coefficient 
angulaire  de  la  droite  MM'  est  égal  à 

/<  X  ^  h)  —f{x) 

'  7i     ''        ' 

lorsque /(  tend  vers  zéro,  le  point  M  se  rapproche  indéliniment  du 
point  M  et,  si  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée,  le  coefficient 
angulaire  de  la  droite  MM'  tend  vers  la  limite  y' .  La  droite  MM' 
tend  donc  vers  une  position  limite  MT,  qu'on  appelle  la  tangente 
à  la  courbe;  l'équation  de  cette  tangente  est,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, 

Y— r  =y(-^— ^). 

X  et  Y  étant  les  coordonnées  courantes. 

G.,  I.  3 
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Plus  généralement,  considérons  une  courbe  quelconque  dans 
l'espace  el  soient 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  celle  courlje  en 
fonction  d'un  paramètre  variable  t.  Prenons  sur  cette  courbe  deux 
points  M,  M'  correspondant  aux  deux  valeurs  t  el  t  -{-  /i  du  para- 
mètre; les  équaiions  de  la  corde  MM'  sont 

\—fit  )        _         V  —  9(0         _         Z  —  >\i(t) 

J\l  H-  /()  — /(O  "   <5U-(- /()  —  ?(/)  ~  ']-(/■ -h  /i)—  '|(// 

Si  l'on  divise  tous  les  dénominateurs  de  ces  rapports  par  h,  et 
qu'on  fasse  ensuite  tendre  li  vers  zéro,  on  voit  que  la  corde  MM' 
tend  vers  une  position  limite  qui  est  représentée  par  les  équations 

f{t)  o'(t}  ■i^'(t)      ' 

ceci  suppose,  bien  entendu,  que  les  trois  fonctions  _/'(<),  »(<), 
'^(t)  admettent  une  dérivée.  La  détermination  de  la  tangente  à 
une  courbe  se  ramène  donc  aiialytu|.uenient  à  un  calcul  de  déri- 
vées. 

Toute  fonction  qui  admet  une  dérivée  est  nécessairement  con- 
tinue, mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  11  est  facile  de  donner 
des  exemples  de  (onctions  conlinues  n'ayant  pas  de  dérivée  pour 
des  valeurs  exceptionnelles  de  la  variable.  Telle  est  la  fonc- 
tion j'^.xsin  -  pour  x=  o;  lorsque  x  tend  vers  zéro,  il  en  est 
de  même  de  v  et  la  fonction  est  bien  continue,  mais  le  rap- 
port—=  sin  —  ne    tend  vers  aucune  limite  (n"9). 

Soit  encore  y  :^  x^ ',  celle  ionclion  est  continue  pcjiir  toute 
valeur  de  x  el  l'on  a  y  =:  o  pour  x  =  o  ;  mais  le  rapport  ■-  =  ,/■    ^ 

croît  indclinlnient  lorscpie  x  lend  vers  zéro.  Nous  dirons  pour 
abréger  ciue  la  dérivée  est  infinie  pour./'  ^  o;  la  courbe  qui  repré- 
sente la  marche   de  la  foncliou   est   tangente    à   longine   à  Taxe 

des  y. 

1 

f^a   fonction  y  ^z  x p  est    nulle   pour  .r  =:  o,    mais   le   lap- 
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pori  —  lend  vers  deux  limites  didérenles  suivant  (|iie  ./•  tend  vers 

zéro  en  restant  positif,  ou  en  restant  négatif.  Lorsque  .r  est  positif 

1 
et  très  petit,  e'   est  positif  et   très  grand  ;  le  rapport  —  lend  vers 

l'unité  ;  au  contraire,  si. z' est  négatif  et  ti  es  petit  eu  valeur  absolue, 
c^   est   très  voisin  de  zéro  et  le  rapport— a  pour  limite   zéro.   Il 

existe  donc  deux  valeurs  distinctes  pour  la  dérivée,  suivant  la 
façon  dont  x  tend  vers  zéro  ;  la  courbe  qui  représente  la  marche 
de  la  fonction  a  un  point  anguleux  à  l'origine. 

Dune  façon  générale,  toute  ligne  brisée,  qui  n'est  rencontrée 
(pi'en  un  point  par  une  parallèle  à  Oy,  définit  une  fonction  continue 
dunt  la  dérivée  a  deux  valeurs  distinctes  en  chaque  sommet. 

On  voit  par  ces  exemples  qu'il  est  facile  de  former  des  fonc- 
tions continues  n'admettant  pas  de  dérivée  pour  certaines  valeurs 
particulières  de  la  variable.  Mai^  les  inventeurs  du  Calcul  infinité- 
simal et  leurs  successeurs  n'avaient  jamais  mis  en  doute  qu'une 
fonction  continue  n'eût  en  général  une  dérivée.  Il  y  avait  même 
eu  quelques  tentatives  de  démonstration,  insuffisantes  il  est  vrai, 
lorsque  M.  W  eierstrass  est  venu  trancher  complètement  la  ques- 
tion, en  donnant  des  exemples  de  fonctions  continues  qui  n'ad- 
mettent de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable  (').  Ces 
fonctions  n'avant  reçu  jusqu'ici  aucune  application,  nous  ne  nous 
en  occuperons  pas.  Quand  nous  dirons  par  la  suite  qu'une  fonc- 
tion y(,r)  a  une  dérivée  dans  l'intervalle  («,  b),  il  faudra  toujours 
entendre  par  là,  à  moins  de  mention  expresse,  (pi'elle  admet  une 
dérivée  unique  et  finie  pour  chaque  valeur  de  la  variable  comprise 
entre  a  et  b. 

lo.  Dérivées  successives.  —  La  dérivée  d'une  fonclion_/'( a;)  est 
elle-même  une  autre  fonction  de  x,  /'(x);  s'if'[x)  admet  elle- 
même  une  dérivée,  on  appelle  la  nouvelle  fonction  la  dérivée  se- 
conde (\efix\  et  on  la  représtnie  par  le  svmbole    r'  ouf'ix). 


')  Noie  lue  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  le  i8  juillet  1872.   On  trou- 
era d'autres  exemples  dans  le  Mémoire  de  .M.  Darboux,  sur  les  fonctions  discon- 
tinues (Annales  (le  l'École  .Xormale  supérieure,  1"  série,  t.  IV).  Lu  exemple  de 
AI.  Weierslrass  est  indiqué  à  la  fin  du  Chapitre. 
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On  définira  de  même  la  dérivée  troisième  y'"  on  f" {x)  comme  la 
dérivée  de  la  dérivée  seconde,  et  ainsi  de  suite;  d'une  manière  gé- 
nérale, la  dérivée  tz"""" yi")  ou/>"'(ar)  est  la  dérivée  de  la  dérivée 
d'ordre  (/!  —  i).  Si,  en  prenant  ainsi  les  dérivées  successives,  on 
n'arrive  jamais  à  une  fonction  qui  n'admet  pas  de  dérivée,  on  peut 
imaginer  celle  suite  d'opérations  prolongée  indéfiniment;  la  suite 
des  dérivées  df  la  fonction  /(x)  d'où  l'on  est  parti  est  illimitée. 
C'est  ce  qui  a  lieu  pour  la  plupart  des  fonctions  qui  présentent 
jusqu'ici  quelque  intérêt  pratique. 

La  notation  qui  précède  est  celle  de  Lagrange;  on  se  sert  aussi 
quelquefois  de  la  notation  D„j-  ou  Dnfi^x),  due  à  Cauchy.  pour 
représenter  la  dérivée  d'ordre  n.  Nous  verrons  un  peu  plus  loin  la 
notation  de  Leibniz. 

16.  Théorème  de  Relie.  —  L'emploi  des  dérivées  dans  l'élude 
des  équations  repose  sur  la  proposition  suivante,  connue  sous  le 
nom  de  théorème  de  Rolle  : 

Soient  a  et  b  deux  racines  de  V équation  f{x)  =  o.  Si  la 
fonction  /(x)  est  continue  et  admet  une  dérivée  dans  l'inter- 
valle (fl,  b)^  l'équation  f  (^x)  =  o  a  «u  moins  une  racine  com- 
prise entre  a  et  b. 

En  efTet,  la  fonclion/(.r  )  est  nulle  par  hypothèse  pour.r  =  a 
etpour  X  =  b.Si  elle  est  constamment  nulle  dans  l'intervalle  («,  6), 
il  en  est  de  même  de  sa  dérivée  et  le  théorème  est  évident.  Si  la 
fonctiony'(x)  n'est  pas  constamment  nulle,  elle  prendra  soit  des 
valeurs  positives,  soit  des  valeurs  négatives.  Supposons,  par 
exemple,  qu'elle  prenne  des  valeurs  positives:  elle  prendra  alors 
une  valeur  maximum  M  pour  une  valeur  j",  de  x  comprise  entre  a 
et  &  (  n°  8;  théorème  C).  Le  rapport 

/Oi-I-  /()  — /(.Ti) 

A      ''  ' 

où  l'on  suppose  h  >  o,  est  nécessairement  négatif,  à  moins  d'être 
nul,  et  la  limite  de  ce  rapport,  c'est-à-dire /'(\r,  ),  ne  peut  être  un 
nombre  positif;  on  a  doue  y'(x,)^o.  En  considérant  de  même 
fi-i'  <  )  comme  la  limite  du  rapport 

fi  .r,  -  /Q  — /i  .r,  I 
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où  h  est  posilil,  on  verra  de  la  même  façon  qu'on  (lûi(  avoir 
f  {X\)^o.  La  comparaison  de  ces  deux  résultats  prouve  qu'on  a 
nécessairementy'f  j^i)  =  o. 

17.  Formule  des  accroissements  finis.  —  Soieut  /Y,/)  et  ■:^i.r) 
deux  fondions  continues  dans  l'intervalle  [a,  h),  cl  admellant 
une  dérivée  pour  toute  vnleur  de  x  dans  cet  intervalle  (les  limites 
n'étant  pas  comprises). 

Nous  pouvons  déterminer  trois  coefficients  constants  A,  B,  C 
tels  que  la  (onction  auxiliaire 

'!/(.r)  =  .\/(.r)H-Bo(.E)-f-  C 

soit  nulle  pour  .c  =  a  et  pour  x  =  h.  Il  faut  et  il  sulfit  pour  cela 
qu'on  ail 

.\/(«)+  B'i(a)  -^  C  =  o,         A/(6)  +  B  =(  0)  —  C  =  o; 
on  en  déduit,  en  retranchant  membre  à  membre, 

■^[f'^^—f(^'>]-+-  n['oia}-o{b)]  =o. 

Comme  les  relations  précédentes  ne  déterminent  que  le»  rapports 
des  coefllcieuts  A,  B,  (_î,  on  peut  prendre 

\  =  o{a)-<f{b),         B=f(b)-fia), 

et  la  valeur  correspondante  de  C  s'obtient  immédiatement.  Les 
coefficients  A,  B,  C  étant  ainsi  déterminés,  la  fonction  auxi- 
liaire 'h(x)  est  nulle  pour  x  ^=  a  et  pour  x=b;  d'ailleurs  elle 
adm«t  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  l'inter- 
valle (a,  b),  comme  les  fonctions  fix)  et  'f  (r )  elles-mêmes.  Il 
existe  donc   un  nombre  c   compris   entre  a  et  b   qui    annule   la 

dérivée 

•h'^x)  =  --V /'(./■)  +  Bo'(x). 

Remplaçons  A  et  B  par  leurs  valeurs;  il  vient 

[ç(a)  -  ■^(  6)]  /'(c)  -H  [/i  b)  -f(a)\  -f\c)  =  o, 
on,  en  divisant  par  a'('c)[cs(rt)  —  '.p(6)], 

o(b)  —  '^(a)        o'(c)  ■ 
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Faisons  dans  celle   formule 'j>(j;)  =  x;  nous   pouvons  énoncer  le 
lliëorème  siiivanl  : 

Soit  /{x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  {a,  b)  ad- 
mettant une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a 
et  b.  On  a  la  relation 

{■!)  f(0)-/{a)  =  ib  —  a)f(c), 

c  désignant  un  nombre  compris  entre  a  et  b. 

Celle  formnle  (2)  esl  la  lorinnle  des  accroissemenls  finis  pio- 
premenl  dite  ou  formule  de  la  moyenne.  On  remarquera  que  la 
démonslralion  ne  siqspose  pas  la  conlinuilé  de  la  dérivée  ni  l'exis- 
tence de  celle  dérivée  pour  les  valeurs  lirniles  x  ;=  a,  x  =  b.  L'in- 
lerprélalion  géoiTiélri([ue  esl  trop  connue  pour  qu'il  soil  nécessaire 
de  la  rappeler  ici. 

De  celle  formule  on  déduit  (|ue,  si  la  ilérivée  /"'(.r)  esl  nulle 
dans  tout  l'intervalle  (a,  ô),  la  lonclion  /( ./  )  conserve  une  valeur 
constante  dans  cet  intervalle  ;  eu-  l'application  de  la  formule  à 
deux  valeurs  x,,  x-^,  appartenant  à  rinlcrvalle  (a,  b),  conduit  à  la 
relation  /(^a)  ^f(x,).  Tl  en  résulte  que,  si  deux  fonctions  ad- 
mettent la  même  dérivée,  leur  diflerence  est  constante  et  la  réci- 
proque est  évidente.  Quand  on  connaît  une  fonction  F  (x)  ayant 
pour  dérivée  une  fonction  donnée  f{x).  on  obtient  toutes  les 
autres  fonctions  ayant  la.  même  dérivée  en  ajoutant  à  F  (x) 
une  constante  arbitraire  ('). 

Voici  une  autre  conséquence  de  la  formule  (2),  qui  nous  sera 
souvent   utile.   Supposons  que  la  dérivée  f'(x)  soit  bornée  dans 

(')  On  appli(|ue  quelquefois  ce  théorème  sans  avoir  égard  à  toutes  les  condi- 
tions de  l'énoncé.  Soient,  par  exemple,  f(x)  et  tp(.r)  deux  fonctions  continues, 
admettant  des  dérivées  f'{x),  tç,'{x),  dans  un  inlervalle  (a,  è).  .Si,  entre  ces 
quatre  fonctions,  on  a  la  relation  /'(ar)  =  (:r)  —/(a:)  ^'(x)  =  o,  on  en   conclut 

f  f 

que  la  dérivée  de  la  fonclion  ■—  est  nulle  et,  par  suite,  que  le  rapport  -^  est  con- 
stant dans  l'intervalle  {a,b).  iMais  la  conclusion  n'esl  absolument  légitime  que 
si  la  fonction  3(2:)  ne  s'annule  pas  dans  l'intervalle  (a,  è).  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  oi^x)  s'annule,  ainsi  que  3'(x),  pour  une  valeur  c  de  .r  com- 
prise entre  a  et  b.  Une  fonclion  f(x)  égale  à  C,  f{x)  entre  a  et  c,  et  à  C,  if  (a;) 
entre  c  et  b,  C,  et  C,  étant  deux  constantes  dilférentes.  est  continue  et  admet  une 
dérivée  dans  l'intervalle  (a,  6),  et  la  relation  proposée  est  bien  vérifiée  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  dans  cet  intervalle.  L'interprétation  géométrique  est  facile. 
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lintervalle  ta,  l>),  de  sorle  qu'on  ;iit.  pour  toute  valeur  de  jc  com- 
prise entre  a  et  0,  \f'{-X)\  <  K.,  le  noinljre  positif  K  étant  indé- 
pendant de  j".  Il  suit  de  là  que,  .ri  el  x-,  étant  deux  nombres  quel- 
conques de  l'intervalle  [a,  0),  on  a  toujours  l'inégalité 

(3)  \/t\r,)-f(xo\<Klx,—  x,\. 

Nous  appellerons,  pour  abréger,  condition  de  Lipschilz  la  con- 
dition exprimée  par  celte  inégalité  (3),  où  K.  désigne  un  nombre 
fixe,  .r,  et  x^  deux  nombres  quelconques  appartenant  à  tin  certain 
intervalle. 

La  formule  (i  )  est  appelée  qnelquefois/o/'wtw/e  f/e  la  moyenne 
généralisée.  Le  théorème  de  l'Hospital  sur  les  formes  indétermi- 
nées s'en  déduit  aussitôt.  Supposons  en  effet  /(a )  :=  ci(a)  =  o. 
En  remplaçant  b  parx,  la  formule  (i)  devient 

fix)         f(Xt) 


X,  étant  compris  entre  a  et  x.  Cette  relation  nous  montre  que,  si 

ftx) 

le  rapport  — tend  vers  une  li/nile  lorque  x  tend  vers  a,  le 

rapport''— —  tend  vers  la  même  limite  lorsqu'on  a 

f(a)  =  s(a)  =  o. 

18.  Formule  de  Taylor.  —  Lorsque  f{x)  est  un  polvnome  en- 
tier de  degré  n,  en  développant  ce  polvnome  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  — a,  on  obtient  la  formule 

'4)  /(.J-)=/(a,)^ —  f(a}-^...-i —, /("'(a); 

le  développement  s'arrête  de  lui-même,  car  toutes  les  dérivées  sont 
nulles  à  partir  de  la  [n  ■+■  i)'"""'. 

Considérons  maintenant  une  fonction /'(.r)  différente  d'un  poly- 
nôme. La  formule  (4)  ne  peut  être  applicable  à  cette  fonction, 
aussi  grand  que  soit  le  nombre  entier  n.  Nous  nous  proposons  de 
trouver  une  expression  de  l'erreur  commise  quand  on  remplace 
celte  fonction /(x)  par  le  polvnome 
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Nous  ferons  sur  la  fonction  y  (:r)  les  hypothèses  suivantes: 
cette  fonction  estconlinue,  ainsi  que  les  dérivées/'  (  x),  J" (x),  . . ., 
f'"\x),  clans  un  intervalle  («,  b),  et  la  dérivée  d'ordre  n,f^"'ix), 
admet  elle-mt'nie  une  dérivée  y  '"^'  '(■^)  pour  toute  valeur  de  ;r  com- 
prise enire  ci  cl  b.  Le  polynôme  P„{x)  satisfait  aux  conditions 

P„(a)  =/(«)■  P«(«)  =/'(«),  ■■•>  Pn"(a)=f'"ia). 

et  par  suite  la  diilerence  y  (  a^)  —  V„(x)  est  nulle,  ainsi  que  ses 
dérivées  successives  jusqu  à  la  /^"""^  [lour  x  =  a.  Il  en  est  de  même 
de  la  fonction  auxiliaire 

0(3-)  =/(a:)-+-C(a^  — a)''+'—  P„(a-), 

quelle  que  soit  la  constante  C.  Or  on  peut  choisir  celte  constante 
de  façon  que  o(x)  soit  nulle  aussi  pour  x  ^  b:  il  suffit  pour  cela 
de  poser 

(5)  f(b)—F„{b}-hC{b  —  a)"+'=o. 

La  conslante  C  étant  déterminée  par  celte  relation,  la  fonction 
auxiliaire  o(^')  est  continue,  ainsi  que  ses  «  premières  dérivées, 
dans  l'intervalle  (a,  b),  et  tp"'^(a;)  admet  elle-même  une  déri- 
vée ts"'"^"(x)  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b.  De 
plus,  on  a  les  n  relations 

<p(a)  =  o,         a'(a)  =  o,  ...,         ç'"'(a)  =  o,         9(6)  =  0. 

Appliquons  le  théorème  de  Rolle  à  la  fonction  'il ,/  )  et  à  ses  dé- 
rivées successivement.  La  fonction  »(a:)  s'annulanl  pour  x  =  a  el 
pour  X  ^  b,  l'cqualion  ts'(  j")  =  o  a  une  racine  c,  comprise  entre  a 
et  b.  Cette  fonction  a'  (x)  étant  nulle  pour  x  =  a  et  pour  x=  C( , 
l'équation  o"(a):^  o  a  elle-mémerune  racine  Co  comprise  entre  a 
et  c,,  et  par  suite  comprise  entre  a  el  b.  En  continuant  ainsi  jus- 
qu'à la  dérivée  n'^"*,  on  voit  que  l'équation  ts^"\x)  =  o  admet  la 
racine  a  et  une  autre  racine  c„  comprise  entre  a  el  b.  Par  suite, 
la  dérivée  cp"''^"(a;)  s'annule  aussi  pour  une  valeur  c  comprise 
entre  a  et  b.  Or  celle  dérivée  a  pour  expression,  puisque  le  poly- 
nôme P„(x)  est  de  degré  n  au  plus, 

ç<«+i)(a-)  =  /i''+i'(a-)-+-i-2.3...(«  —  nC. 
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On  en  déduil  que  la  constanle  C  satisfait  à  la  relation 
/'«+"(c)-l-C«-f-i)!C  =  o, 

c  étant  un  nombre  inconnu  compris  entre  a  et  b. 

Remplaçons  maintenant  C  et  Ph(6)  par  leurs  expressions  dans 
la  relation  (5);  nous  tirons  de  légalité  obtenue  la  valeur  suivante 
de  fi  h)  : 

(6)  /(b)  =  f(a)-^^^f{a)^... 

n .         ■'  (  «  -H  1  ^'     •  ' 

C'est  la  formule  générale  de  Taylor  que  nous  écrirons,  sous  une 
forme  un  peu  diflerente,  en  remplaçant  h  par  a  -\-  x,  et  en  obser- 
vant que  c  est  de  la  forme  a-r-  ^x,  0  étant  compris  enti-e  o  et  i , 

(7)  fia^T)  =  /(  a)  +  jf(a)^  Z_ /"(„)-+-..  ._  -LL/j^a)  -^  R„, 
le  reste  R„  avant  pour  expression 

R„=      ^"''      fln+,)(a^nx). 

(  /l  H-  1  I  . 

Ce  reste  R„  représente  reneur  coniiinse  cpiaïul  on  remplace 
f(a  -+-  x)  par  le  polynôme  \',i[a-^  x).  Si  |/ ""'(-:)  |  reste  inféi-ieur 
à  un  nombre  M  lorsque  ;  varie  de  a  à  «  +  a;,  la  valeur  absolue  de  ce 

reste    est   inférieure  à  ^I  — ^- r»  et  nous  avons  ainsi  une  idée  de 

I  «  —  1 1  : 

l'approximation  obtenue  pour/(a  -H  x)  en  négligeant  le  reste. 

Remarque.  —  Lorsque  la  dérivée  /"'"'""(^)  est  continue,  on 
peut  encore  écrire 

R„=      '^""^'   ,  [/'"+"(a)-t-e], 

î  désignant  un  infiniment  petit  lorsque  a;  tend  vers  zéro.  Si  l'on 
considère  x  comme  l'infiniment  petit  principal,  on  voit  que  R„  est 
un  infiniment  petit  d'ordre  n -\- ^  au  moins  par  rapport  à  x.  En 
faisant  successivement  n  =  i ,  «  =  2,  »  =  3,  ..  .,  on  oljlient  donc 
des  polynômes  qui  difl'èrent  dey(a  -\-  x)  d'infiniment  petits  d'ordre 
croissant.  Eu  faisant  «=r  o  dans  la  formule  (7),  la  formule  obtenue 
s'appelle  quelquefois  yo/v?i«/e  de  Maclaurin. 
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£'.re//(/?/e.  —  Appliquons  la  formule  (~)  à  la  fonction /(.r)  =  log(i  -h  x), 
le  signe  log  désignant  le  logaritlime  népérien,  en  supposant  a  =  o,  n  =  i, 
2"  >  —  [  ;  nous  trouvons 

logd  -i-x)  =  a"  — 


-(-  Hx)-' 

si  dans  cette  formule  on  remplace  x  par  l'inverse  d'un  nombre  entier  n,  il 
vient 


0„  étant  un  facteur  positif  inférieur  à  l'unité. 

On  déduit  de  là  que  la  série  dont  le  terme  général  est log  (  i  H ) 

P  \        Pl 

..,.,,..      I 
est  une  série  convergente,  car  le  terme  seneral  est  intérieur  a -• 

Ur  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série  est  égale  à 

i^ --+-... -H -  —  log(7!  +i)  =  i:„-log/i-T-log('— ^^; 

par  suite,  la  différence  S„  —  logn  tend  vers  une  limite  finie,  lorsque  n 
croît  indéfiniment.  Cette  limite  est  la  constante  d'Euler  C,  dont  la  valeur 
est,  avec  20  décimales  exactes,  C  =  o,5772I3664qoi  53286060. 

19.  Formes  indéterminées.  —  La  formule  tie  Tajior  permet  de 
généraliser  tacilemeiil  la  règle  de  l'Hospilal  (n"  17). 

Soieiity(  d")  et  es  (  j")  deux  fonctions  s'annulant  pour  une  même 
valeur  de  la  variable  .r  =  a]  la  recherclie  de  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  rapport  des  deux  nombres  /(a -\- h)  et  o(a  +  /i), 
lorsque  h  tend  vers  zéro,  n'est  qu'un  cas  particulier  du  problème 
qui  coiisisle  à  trouver  la  limite  du  lapport  de  deux  infiniment 
petits.  Celte  limite  s'obtient  immédialemenl  si  l'on  connaît  la 
partie  principale  de  chacun  de  ces  infiniment  petits,  ce  qui  est 
précisément  le  cas  lorsque  la  formule  (7)  est  applicable  à  chacune 
des  fonctions y(j;)  et  œ(x)  dans  le  voisinage  du  point  a.  Suppo- 
sons que  la  première  dérivée  dey(.r)  qui  n'est  pas  nulle  pour  a;  =:  a 
est  la  dérivée  d'ordre /?,  y/'' (a),  et  de  même  que  la  première  dé- 
rivée de  '^(x),  qui  n'est  pas  nulle  pour  ^  =  «,  est  la  dérivée 
d'ordre  q,  cp'?J(a).  On  peut  écrire,  en  appliquant  la  formule  (7)  à 
chacune  des  fonctions y(x),  »(-r),  et  divisant  les  résultats, 

/'(  "-+-/!)_,,_,    I  ■■>.  ■  -q    /'''  i  a)  ^  ■■ 
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£  el  t'  étant  deux  infiniment  petits.  11  est  évident,  sur  cette  for- 
mule, que  le  rapport  considéré  augmente  indéfiniment  lorsque  /i 
tend  vers  zéro,  si  (jr  est  supérieur  à  p,  et  tend  vers  zéro  si  <y  estinfé- 

1                                -1,1                     1-     •.     r    •    /'"''■a) 
rieur  a  />  :  lorsque  r/  =  p,  u  tond  vers  iiiie  limite  linie^^ — r- 

Une  indétermination  du  même  genre  se  présente  quelquefois  dans  les 
équations  de  la  tangente  à  une  courbe.  Soient 

^—f^'u      y  =  9(1),      -  =  'H') 

les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  quel- 
conque C  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  t:  les  équations  de  la 
tangente  à  celte  courbe  en  un  point  .M  correspondant  à  la  valeur  t(,  du 
paramètre  sont,  comme  on  l'a  vu  (  n"  14), 

X— /iVo)  _  Y  — 9(?o)  _  Z~'l(h) 
/'',•'      ~       r''"^      "       '^('0) 

Ces  équations  se  réduisent  à  des  identités,  si  les  trois  dérivées /'(  O- 
»'(<),  !l('(i)  sont  nulles  à  la  fois  pour  t  =  to.  Pour  lever  la  difficulté, 
reprenons  le  raisonnement  qui  a  servi  à  trouver  les  équations  de  la  tan- 
gente. .Soit  M'  un  point  de  la  courbe  C  voisin  du  point  M,  et  tu  -r-  h  la  va- 
leur correspondante  du  paramètre;  les  équations  do  la  corde  MM'  sont 

N— /i/„i  Y  — -^i^,)  Z  — 'iC/o) 


/(/„-/i  1-/(^0)        '^(to-i-h)-o(to)        J/(<o-^/')-4'{'o) 

Pour  plus  de  généralité,  nous  supposerons  que  toutes  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  />(  p  >  I)  des  fonction  s  y(<),  o(  t).  'l(t)  sont  nulles  pour  t  =  ta, 
mais  que  l'une  au  moins  des  dérivées  d'ordre />,  par  exemple  _/"'''' (/o)i  "'est 
pas  nulle.  En  divisant  tous  les  dénominateurs  des  expressions  précédentes 
par  /(/'  et  ajipliquant  la  formule  générale  (7),  on  peut  encore  écrire  ces 
équations 

■\  ~/i  t„  )    _     Y  — ç(/oi     _     Z  — '^(^1 

e,  t'.  s"  étant  trois  infiniment  petits.  Si  maintenant  on  fait  tendre  h  vers 
zéro,  ces  équations  deviennent  à  la  limite 

X—f(to)        \  —  a(t„)        Z  —  'h{l„) 


/l/"(«o)  «'"K'o)  ^""(«o) 

et  ne  présentent  plus  aucune  indétermination. 

Les   points  d'une  courbe   C    où  cette  circonstance  se  présente  sont  en 
général  des  points  singuliers,  où  la  courbe  offre  quelque  particularité  de 
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forme.  Ainsi  la  courbe  plane  représentée  par  les  équations  x  ^=  t-,  y  =  t^ 

,,..,,  .        dx        dv  .  , 

passe  par  1  origine  et  1  on  a,  en  ce  point,  -7-  =  ^  =  o.   La  courbe  pre- 
•^  ^  °  '  ^        '    dt        dt  ' 

sente   à   l'origine   un   point   de    rebroussement   de   première  espèce,    avec 

l'axe  des  x  pour  tangente. 

î20.  Dérivées  partielles.  —  Soit  to=y(x,  r)  une  l'onctioQ  des 
deux  variables  indépendantes  x  e\.  y  définie  dans  un  certain  do- 
maine D.  Si  Ton  attribue  à  l'une  des  variables, y  par  exemple,  une 
valeur  constante,  ce  qui  revient  à  faire  mouvoir  le  point  {x,y)  sur 
une  parallèle  à  l'axe  des  x  dans  le  domaine  D,  on  a  une  fonction  de 
la  seule  variable  x^  dont  on  désignera  la  dérivée,  si  elle  existe, 
pary^(x,  y)  ouw'j.;  on  désignera,  de  même,  par  tii  on  f  [x ,  y) ^ 
la  dérivée  de  la  fonction  y(a^,  j'),  où  l'on  regarde  x  comme  une 
constante  et  y  comme  la  variable  indépendante;  /'j.{^i  y)  et 
fy{x,y)  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  f[x,y).  Ces 
dérivées  partielles  sont  elles-mêmes  des  fonctions  des  deux  va- 
riables x,y;  si  l'on  prend,  à  leur  tour,  leurs  dérivées  partielles, 
on  obtient  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  def(x,  y).  On  a 
ainsi  quatre  dérivées  partielles  du  second  ordre  y,. .,  /'j.,.,  /"",., y"|'.. 
On  définira  de  même  les  dérivées  partielles  du  troisième  ordre, 
du  quatrième  ordre,  etc.;  d'une  manière  générale,  étant  donnée 
une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes w  =y(jr,  y,  s,  . . .,  t),  une  dérivée  partielle  d'ordre  n  est 
le  résultat  de  n  dérivations  successives  effectuées  sur  celte  fonc- 
tionydansun  certain  ordre,  par  rapport  à  quelques-unes  des  va- 
riables qui  y  figurent.  Nous  allons  établir  que  ce  résultat  ne 
dépend  pas  de  I  ordre  dans  lequel  on  effectue  ces  dérivations. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Soit  w=y"(.r,  _y)  une  fonction  des  deux  variables  x,y;  on 
a  f'j.^  =y^^,  pourvu  que  ces  deux  dérivées  partielles  soient 
continues. 

Nous  allons,  pour  cela,  mettre  sous  deux  formes  différentes 
l'expression 

U  =/(  X  -T-  \x,  y  H-  \y)—f{x,  y  +  ^y)  —/<  x  —  ix,  y)-^/(x,  y), 
où  1  on  suppose  que  x,y,  \x,  Ay  aient  des  valeurs  déterminées. 
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Si  l'on  pose,  en  désij^nant  par  i'  mie  variable  auxiliaire, 

o(v)=/(.T  ^  Sx,  i')— /(.r,  (•), 
on  peut  en  effet  écrire 

u  =?(r +  -^r)-?(^); 

rappllcalion  du  lliéorème  des  accroissenienis  fiuisà  la  fonction  c;(i-) 
nous  donne 

U  =  ly  9,0'  -t-  "  A/)'         "ù         o  <  f)  <  I . 

Remplaçons  '.i^  par  sa  valeur;  il  vient  encore 

U  =  A7[/,(>  +  A.r,_>'  +  0  A>')  — /;(.r,  r  -i-  0  \r')\- 

Une  nouvelle  applicalion  de  la  formule  des  accroissements  finis 
à  la  fonction  y'!^.(«,  JK+  '^A,^')i  en  vregardanl  niainlenanl  «  comme 
la  variable  indépendante,  nous  donne 

U  =  A.r  Aj-/;;,.(.i-  +  0'  \x,  y  -^0  Av),  o  <  e'<  1. 

D'après  la  symétrie  de  l'expression  U  en  ^,  J',  Ax,  Aj',  on  trou- 
verait de  même,  en  échangeant  le  rôle  des  variables  x  et  j', 

U  =  Av  \xf'^y{x  -!-  6'i  Aa-,  _/  -4-  9i  A_/), 

fti  et^i  désignant  encore  des  facteurs  positifs  inférieurs  à  un.  Ega- 
lons ces  deux  valeurs  de  U  ;  en  divisant  par  AaA^,  Il  reste 

/;.,.(  X  -h  0',  A,r,  y  H-  0,  \y)  =  fyx(x  +  0'  A:r,  J'  ^  0  Ajk); 

les  dérivées  _/j,.,  yi^  étant  supposées  continues,  si  Ion  fait 
tendre  Ax  et  \y  vers  zéro,  les  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente tendent  respectivement  vers  f'  et  / 1'.^,  et  Ton  parvient  à 
l'égalité  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

11  est  à  remarquer  que  la  démonstration  précédente  ne  suppose 
rien  sur  les  autres  dérivées  du  second  ordre  f'^.,  et  f''...\  elle  s'ap- 
plique aussi  au  cas  oij  la  fonctiony'(x,  y)  dépefid  d'autres  variables 
indépendantes  que  x  et  j',  en  nombre  quelconque,  puisque  ces 
variables  doivent  être  traitées  comme  des  constantes  dans  les  déri- 
vations précédentes. 

Cela  posé,  soient  u  =  J\x,  y,  z,  . . .,  t)  une  fonction  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes  et  Q  une  dérivée  partielle 
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d'ordre  n  de  cette  fonction.  Toute  permutation,  dans  Tordre  des 
dérivations  qui  conduisent  à  Q,  peut  être  obtenue  par  une  suite 
d'échanges  entre  deux  dérivations  consécutives,  et,  comme  ces 
opérations  ne  changent  pas  le  résultat,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  voir,  il  en  sera  de  même  de  la  permutation  considérée.  Il  suit 
de  là  que,  pour  avoir  une  notation  qui  désigne  sans  ambiguïté  une 
dérivée  partielle  d'ordre  n,  il  suffira  d'indiquer  le  nombre  de  dé- 
rivations qui  sont  efl'ectuées  par  rapport  à  chacune  des  variables 
indéjiendantes.  Ainsi  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  trois 
variables  w  =^J\x,j',  s)  seront  représentées  par  l'une  ou  l'autre 
des  deux  notations 

où  p  -\-  q  -\-  r  =  n.  L'une  ou  l'autre  de  ces  deux  notations  repré- 
sente le  résultat  qu'on  obtient  en  dérivant  successivement/?  fois 
par  rapport  à  x,  (j  io\s  par  rapport  à. y,  r  fois  par  rapport  à  z,  ces 
Ojjérations  étant  effectuées  dans  un  ordre  arbitraire.  Il  y  a  trois 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  /'^,  /',  f'^;  six  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  f'^.,,  f^,,  fl,,  f '.,/'',  fl-,  .... 

D'une  façon  générale,  une  fonction  de  p  variables  indéjjen- 
dantes  a  autant  de  dérivées  partielles  d'ordre  n  qu'il  v  a  de  termes 
distincts  dans   un   poljnome   homogène  d'ordre  n  À  p  variables. 

c'est-à-dire  ^i^.j,  c^.^  jL  A' 

(  « -H  r)  (n -H  2). . .(« -t-/)  —  i)  ....,".-■:.. 

I.2..  .(/)  — ■2)(/>  — I) 

comme  l'apprend  la  théorie  des  combinaisons. 

Il  existe  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables  des  formules 
analogues  à  la  formule  de  la  moyenne.  Considérons,  pour  fixer  les 
idées,  une  fonction _/'(x,j)')  de  deux  variables  indépendantes  x  ely. 
La  différence /(a:  +  h, y  -+-  k)  — /(x,y)  peut  s'écrire 

[/(.r  +  /,,  y  -+  /.  )  -/(^,  y  +  k)]  -+-  [/(t,  y  -^  A)  -/,  .r.  y   ]  ; 

en  appbquanl  la  formule  de  la  moyenne  à  chacune  des  deux  diffé- 
rences, nous  trouvons 

(8)  /(x-^/,.y^A)-f<a~,y) 

Ô  et  H'  étant  compris  cntic  zéro  et  un. 
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La    démonslralion   ne    suppose   pas  (pie  les  cléi-ivées  f\.  el  / 
soienl  conliniies.  Elle  renferme  deux  nombres  indéterminés  ^ei^'. 
On  peut  la  remplacer  par  une  formule  du   même  genre  ne  renfer- 
mant qu'un   facteur  S  (')•  Supposons  que  x,  y,  h,  k  aient  des  va- 
leurs déterminées,  et  soit  '•s(t)  la  fonction  auxiliaire 

■i(0  =  /t  r  —  /(?,  y  —  /.-)  — /(,r,  y  -^  kt) 

de  la  variable  l.  On  a  é\  ideinment 

/(.r  — A,  j'-^ /.)—/(  j-.^')  =  9(U -ç(o)=9'(6),         o<0<i 


;i  I  f(x  ^  h,  y  ^  k)  —  fi.x,  y) 

=  h/^ix-^Qh,  y  -  A)  +  lcfy(x,y-^i)k). 

Les  formules  (S)  et  (g)  sont  analogues  à  la  formule  de  la 
moyenne  (  2  )  et  elles  peuvent  évidemment  s'étendre  aux  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Lorsque  les  dérivées  partiellesy  j.  et  f \.  sont  continues,  on  peut 
encore  écrire  1  accroissement  de  /  sous  la  Ibrme 

(m)     /(  X  -  h,  y  -  k  I  -fyx.  y)  =  A  [/.;.(' .r.  y)  -i\-  A[/,:(.r,  y)  -  e'], 

£  et  £  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  /(  el  k.  Cette  expres- 
sion de  la  diflerence  f(a:^h,r-T-k) — /(-c,  JK)  est  souvent 
utile;  elle  a  servi  en  Algèbre  pour  établir  la  règle  qui  donne  la 
dérivée  dune  fonction  composée. 

Remarque.  —  So\lJ\x,  y)  une  fonction  continue  dans  un  do- 
maine D  défini  par  les  conditions  (x„Sx'S'X.,yo^y^\),  et  ad- 
mettant des  dérivées  partielles /'^  et  y',  bornées  dans  ce  domaine. 
Supposons  qu'en  un  point  quelconque  de  D,  les  valeurs  absolues 
de  fj.,  f^  soient  inférieures  à  deux  nombres  positifs  H  et  K;  on 
déduit  alors  des  formules  (8)  et  (9)  une  inégalité  de  même  forme 
que  l'inégalité  (3) 

II)  \fK^"-,  y--)—fi^\,y\^\  <  Kja-,— :r,  1-^  Vi\y,  —  y^  |. 

(  J7, ,  Vi)  et  (  Xo,  ,)  2  )  étant  les  coordonnées  de  deux  points  cpiel- 
conques  de  ce  domaine. 

(')  Je  d^is  celle  roniiiiiiue  à  M.  Hcdnck. 
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21.  Plan  tangent  à  une  surface.  —  De  même  que  la  dérivée 
d'une  fonclion  d'une  seule  variable  donne  la  tangente  à  une  courbe, 
les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  deux  variables  interviennent 
dans  la  recberclie  du  plan  tangent  à  une  surface.  Soit 

(l'i.)  z  =  F(x,y) 

rér|uation  d  une  surface  S;  nous  supposons  que  la  fonction  F  est 
continue  et  admet  des  dérivées  partielles  continues  en  un  point 
(■i'o)  J'o)  du  plan  des  xy,  auquel  correspond  la  valeur  Z(,  pour  z  et 
un  point  Mj^Xo,  j^oj  ^o)  delà  surface  S.  Considérons  une  courbe 
quelconque  C  située  sur  la  surface  et  passant  au  point  M„,  et 
soient 

(i3)  x=f(t),      r  =  ?('),      -  =  ^'(0 

les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  exprimées  en  fonction 
d'un  paramètre  variable  t;f(t),  a(t),  ^(t)  sont  trois  fonctions 
continues  du  paramètre  t  qui  se  réduisent  respectivement  à  Xo, 
j'o,  Zg  pour  une  valeur  particulière  tg  de  t.  La  tangente  à  cette 
courbe  au  point  Mu  est  représentée  par  les  équations  (n"  14) 

(,4,  X-^„_Y-y„_Z-.„ 


/'(<„)       o'ito)       ■y{t„) 

D'autre  part,  puisque  la  courbe  C  est  située  sur  la  surface  S,  on 
a  la  relation 

4;(0  =  F[/(0,  <?(n] 

qui  doit  être  vérifiée,  quel  que  soit  t.  Les  deux  membres  doivent 
donc  être  identiques  ;  prenons  la  dérivée  du  second  membre  d'après 
la  règle  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  composée,  et  faisons 
<  =  i„.  Il  vient 

('5)  j/'(/o)=/'(/o)f.;.„-+-9'(«o)f;v 

Entre  les  équations  (i4)  et  (i5)  on  peut  éliminer/'(  /„),  ■f'{to)j 
ii'(t„),  et  le  résultat  de  l'élimination  est 

("')  Z-^„=(X-2.„)F;,,4-(Y-/o)F;..; 

cette  équation  représente  un  plan,  qui  est  le  lieu  des  tangentes  à 
toutes  les  courbes  situées  sur  la  surface  et  passant  au  point  M„. 
On  l'appelle  le  plan  tangent  à  la  surface. 
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22.  Passage  des  différences  aux  dérivées.  —  On  a  ili-fini  les  dérivées 
de  proche  en  pioche,  les  dérivées  d'ordre  ti  se  déduisant  des  dérivées 
d'ordre  n  —  i,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  naturel  de  se  demander  si  l'on  ne 
pourrait  pas  df^finir  directement  une  dérivée  partielle  d'ordre  n  comme 
limil<"  d'un  quotient,  sans  passer  par  l'inlermédiaire  des  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  n.  Nous  avons  fait  quelque  chose  de  ce  genre  pour  f"j.y  (voir 
II"  20),  car  la  démonstration  donnée  plus  haut  preuve  que /;;.,.  est  la  limite 
du  rapport 

/^  ,/■  —  Sx,  y  —  Iv  <  —  r  :>■  ~  \r.  y  i  —  /"(  .r,  r  —  \v  i  ^  fl  x.  y  ) 


lorsque   A.r  el   A^'    tendent  tous   les  deux  vers   zéro.    On  démontre   de   la 
même  façon  que/^.  est  la  limite  du  rapport 


/,,,-_/,,  ,_  /■,  .r-/,,;,-/,.r^ 


o<0<i 


lorsque  Ai  et  A.»  tendent  l'un  et  l'autre  vers  zéro. 
Si  l'on  pose,  en  effet, 

/i  <•'••)=/(■'- -+-/'i)-/(a^), 

ce  rapport  peut  s'écrire 

/',  (>  ^  /).,  I  — /,  (  x-\  __    f[lx~0/u_) 

ou  encore 

■f'^^-'"-'';*-f'''--'"'^'=f<x-^'n.,-f>/,.^.      o<e'<,. 
Al 

La  limite  de  ce  rapport  est  donc  la  dérivée  seconde/^.,  pourvu  que  cette 
dérivée  soit  continue. 

Passons  maintenant  au  cas  général.  Soit,  pour  fixer  les  idées, 

r-j=f(x,y,  z) 
une  fonction  de  trois  variables  indépendantes.  Nous  poserons 

\'i^=fyx^  h,y,  z)—fyx,}-,  z), 
Af  o>  =f(x,  y  -h  k,  z)-f{x,  y,  z), 
l'.u  =f{x,  y,  z-^l)—f{x,y,  z); 

A^to,  A^.oj,  A^(o  sont  les  différences  premières  de  u>.  Si  l'on  considère  A, 
k,  l  comme  des  constantes  données,  ces  trois  différences  premières  sont 
elles-mêmes  des  fonctions  de  x.y,  z  dont  on  peut  prendre  les  différences 
relatives  à  des  accroissements  A,,  X,,  /i  des  variables,  et   l'on  a  ainsi  les 

différences  secondes  s'^  l'i:iM,  A^'A^-w, ''«  procédé  peut  se  continuer 

G..  I.  4 
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incK-fininieiit  ;  une  iliflérence  d'ordre  n  se  définira  comme  une  différence 
première  d'une  dilTérence  d'ordre  n  —  i.  Comme  on  peut  intervertir  l'ordre 
de  deux  quelconques  des  opérations  précédentes,  il  suffira  d'indiquer  les 
accroissements  successifs  altribués  à  chaque  variable.  Une  différence 
d'ordre  n  sera  représentée  par  un  symbole  tel  que  le  suivant  : 

A<"'w  =  Ai.'Ai=.  .  .A|^''A*.'.  .  .a'-'a'-'.  .  .A('/(ar,  j,  z)         où         p  -^  q  ^  r  =  n, 

les  accroissements  /</,  /.,,  /,  pouvant  être  égaux  ou  inégaux.  Cette  diffé- 
rence peut  s'exprimer  au  moyen  d'une  dérivée  partielle  d'ordre  «  ;  elle  est 
égale  au  produit 

x/;.?,V(.r -h  0, /(,--.. .H-0,, /<,„>- --g; /..-...+  e;,Av„  ^-hO';/,-...+e;/,), 

tous  les  6,  étant  compris  entre  o  et  i.  La  formule  a  déjà  été  établie  pour 
les  dill'érences  premières  et  secondes.  Pour  démontrer  qu'elle  est  générale, 
admettons  qu'elle  est  exacte  pour  une  différence  d'oidre  /;  —  i,  et  soit 

■iix,  r,  2)  =  A^.  .  .A^'AÎ>.  .  .A^"aO.  .  .A^/: 

on  aura,  par  liypotlièse. 

9(.7^j,  ;,  =  /^>... /,,,  Av.. />/,... /,-//-r.ji-(3--f- 0.,  A,-...- 0,,//,,.j»-^...). 

Mais  la  dilTérence  li"""  considérée  est  égale  à 

o(x  -T-  lii,  y,  z)  —  '^{x,  y,  z), 

et  il  suffit  d'appliquer  de   nouveau  la   formule  des   accroissements  finis  à 
celte  différence  pour  parvenir  à  la  formule  qu'on  voulait  démontrer. 
Inversement,  la  dérivée  partielle/',",.,,.,  est  la  limite  du  rapport 

Ai'A^...A*rA5;'...A>A^...A^/ 
/i,h,.../tpA;/c,..'./c,j/,.../r     ' 

lorsque  tous  les  accroissements  /*,  k,  l  tendent  vers  zéro. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que  cette  définition  des  dérivées  par- 
tielles d'oidre  supérieur  est  quelquefois  plus  étendue  que  la  définition 
ordinaire.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction 

où  les  fonctions  i^{x)  et  J'C.X)  n'admettent  pas  de  dérivée.  La  fonction  lo 
n'admet  pas  non  plus  de  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  il  n'y  a  donc 
pas  lieu  a  fortiori  de  parler  des  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Ce- 
pendant, si  l'on  adoptait   la   nouvelle  définition,   on   serait  conduit,  pour 
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Ir  ■iiivor  /",,.  à  cluîi'clii'r  la    limiti;  ilii  ia|i|>orl. 

/•  .?-  —  h.  y  —  /,-  )  — ./•<  ,r  —  ^.   y  )  — /(  x.   r  —  /■  i  — /i  ./■,  y  ) 

qui  est  égal  à 

9(.r  — /(i  — 'l-i  r  — /,  I  — -ff.r  — /m  -  ■!.(  )•!  —  o(.r  i  —  ■!/(')'  — A')  — •f(,?- ) —  ■!/()') 
"^■^  ^  A7  ''  ''  ~^~' 

Le  numérateur  de  ce  rapport  est  toujours  nul  ;  il  a  clone  zéro   pour  limite, 
et  nous  sommes  conduits  à  écrire  /";;.).  =  o  (  •  ). 

-l'A.  Théorème  de  Schwarz.  —  On  peut  rattacher  à  cet  ordre  d'idées 
une  proposition  intéressante  due  à  M.  Scliwarz,  qui  est  utilisée  dans  l'élude 
des  séries  trigonomélriques  : 

Sif(x)  est  une foiiclion  cnnliaue  dans  un  inlen-alle  (a,  b)  et  telle 
qu'on  ait,  pour  toute  valeur  de  x  dans  cet  intervalle, 


fi-r)  est  Une  fonction  lini-nire  de  r. 

La  proposition  serait  évidente  si  l'on  admettait  que  f[.f)  possède  une 
dérivée  du  premier  ordre  et  une  dérivée  du  second  ordre  dans  l'inter- 
valle (rt,  b).  mais  nous  devons  écarter  cette  hypothèse.  La  fonction 
linéaire 

est  égale  à  la  fonction  f(x)  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b.  Si  /(x)  n'est    pas 
une  fonction  linéaire,  la  dillerence 

o(x)=/(.r)-/(«)-|^[/(.6)-/(«)J 

n'est    pas    constamment    nulle    dans    l'intervalle   (a.b);   supposons,    par 

(')  On  peut  faire  des  remarques  analogues  pour  les  fonctions  d'une  seule 
variable.  Par  exemple,  la  fonction  f{x)  =  .r' cos  —  a  pour  dérivée 

f  (x)  =  5x-  cos h  J;  sin  — , 

•^  X  X 

et/'(x)  n'admet  pas  de  dérivée  pour  :c  =  o.  Cependant,  le  rapport 

ou      Sa  cos  — •  —  3  1  cos  - 


/(■.ï)-2y;:t)--/(o) 


pour  limite  zéro  lorsque  ï  tend  vers  zéro. 


32  CHAPITRE    II.    —    DERIVEES    ET    DIFFERENTIELLES. 

exemple,  qu'on  ait  [i(c  )  >  o,  c  étant  compris  entre  a  et  b.  La  fonction  con- 
tinue auxiliaire 

^(37)  =/(.r) -/(«)- 

est  positive  pour  x^c,  pour\u  qu'on  prenne  pour  A  un  nombre  assez 
petit.  D'ailleurs  cette  fonction  est  nulle  pour  a;  =  a  et  pour.r  =  6;  elle 
est  donc  maximum  pour  une  valeurs;  =ai  comprise  entre  et  et  b.  Or 
cette  fonction  '^{x)  satisfait,  il  est  facile  de  le  voir,   à  la  condition 

, .      'bi  X  -^  y.)  -~  'ii  X  —  a  )  —  liiix) 

Imi  -^ ■ =  I)-. 


Il  s'ensuit  qu'on  ne  peut  avoir  à  la  fois,  pour  a  assez  petit, 

t|/ (  j"i  -H  ï  )  —  tl/ (  ,r ,  )  ;;  o,  '{' ( a*!  —  'J-)  —  'i (  Xi  )  _  o, 

et  par  suite  la  fonction  'i(.r)ne  peut  être  maximum  pour.T  =  ,ri.  On  est 
donc  conduit  à  une  conti  adiction  en  supposant  que  la  dill'érence  o(a') 
n'est  pas  nulle  en  tous  les  points  de  l'intervalle  (  a,  b). 

II.  —  NOTATIOM  DIFFÉRENTIELLE. 

La  notation  diliérenlielle,  la  plus  ancienne  des  notalions  em- 
ployées, est  due  à  Leibniz.  Quoiqu'elle  ne  soit  pas  indispensable, 
elle  offre  des  avantages  de  symétrie  dans  les  formules  et  de  géné- 
ralité qui  sont  très  appréciables,  surtout  dans  l'étude  des  fonc- 
tions de  phisictirs  vaiiables.  L'origine  de  cette  notation  se  trouve 
dans  la  considération  des  infiniment  petits. 

24.  Différentielles.  —  Soit  j>' =_/ (x)  une  fonction  continue  ad- 
mettant une  dérivée  /(  ,ir)  ;  attribuons  à  x  un  accroissement  Aj", 
et  désignons  par  Aj'  l'acciolssemenl  correspondant  de  y.  D'après 
la  définition  même  de  la  dérivée,  on  a 

-^  =/(a-)-H£, 

£  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  Ax;  si  l'on  considère  Ax 
comme  l'infiniment  petit  principal,  ^y  est  lui-même  un  infini- 
ment petit  dont  la  partie  principale  est/' (x)  Ax,  pourvu  quey'(x) 
ne  soit  pas  nul.  C'est  cette  partie  principale  qu'on  appelle  la  diffé- 
rentielle de  jK  et  qu'on  représente  par  dy^ 

dy  =  /'  (3:)  àx. 


11.    —    NOTATION    DIFFERENTIELLE.  S'i 

Lor.'iquc    la  tV)ncliony"(j;  )  se  rédiiil  à  .f .  la  lonnule   précédente 
se  réJiiil  à  J.r  =  A.?-,  et  l'on  écrit  pour  plus  de  svmétrie 

dy  =y"  I  X  )dx. 

mais  en  convenant  de  considérer  l'accroissemeiil  dx  de  la  variable 

Fi:;.  3. 


indépendante  comme  une  quantité  constante,  d'ailleurs  quel- 
conque. 

Considérons  sur  la  courbe  C,  représentée  parl'équation  »:=y(x), 
les  deux  points  M  et  M'  d'abscisses  x  et  x  ^  dx.  Dans  le  triangle 
MTN  on  a 

NT  =  MX  lang.NMT  =  d.rf'(x); 

NT  représente  donc  la  différentielle  dy.  tandis  que  ly  est  égale 
à  NM'.  Il  est  visible  sur  la  figure  que  la  partie  M'T  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  NT,  lorsque  le  point  M  se  rapproche  indéfi- 
niment du  point  ^I. 

Les  différentielles  successives  se  définissent  de  proche  en 
proche  comme  les  dérivées  successives.  Ainsi  l'on  appelle  diffé- 
rentielle du  second  ordre  la  différentielle  de  la  différentielle  du 
premier  ordre,  dx  étant  toujours  considéré  comme  une  constante, 
et  on  la  représente  par  d-y\ 

d-y  =  d(df)  =  [/  137)  dx]  dx  =/'  (a-)  dx-. 

On  a  de  même  pour  la  différentielle  troisième 

</■'  1-  =  d(d'-y)  =  [f"(x)  dx'^]  dx  =/"'(.r  i  rfx', 

et  ainsi  de  suite.  D'une  manière  générale,  la  différentielle  d'ordre  «, 
qui  se  définit  comme  la  différentielle  de  la  différentiel  le  d'ordre  n —  i , 
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a  pour  expression 

d"y  =  /'"'(a-)  d.v" . 

Les  dérivées  /''(a;),  y"(^),  . . .,  f-"'  (x),  ...  peuvent  inverse- 
ment s'exprimer  au  moyen  desdiflérentielles,  el  ion  a  uneiioiivelle 
nolalion  pour  représenter  les  dérivées 

,_  d)-  „_  d'y  I   ,_  d"y 

^^7^'        ^  ^  1^'         ■■■'        ^"'  ^  1^' 

A  chaque  règle  pour  calculer  une  dérivée  correspond  une  règle 
pour  calculer  une  diflérenlielle.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  le 
cas  d'une  fonction  de  fonction.  Soit  y  ^  f(  u),  u  étant  une  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante  r;  on  a 

j>'x  =/'(")«!<■, 

et,  en  multipliant  les  deux  membres  par  dx,  il  vient 

y'-,,  dx  =f'(it)  X  u[c  dx, 
c'est-à-dire 

dy  =f{u)du. 

La  formule  qui  donne  dy  est  donc  la  même  (\ve  ?i  u  était  la 
variable  indépendante.  C  est  là  un  des  avantages  de  la  notation 
diflerentielle.  Avec  la  notation  des  dérivées,  on  a  deux  formules 
différentes 

yx=f'(3-),    y.v=fi.u)u'x, 

pour  représenter  la  dérivée  dey  par  rapport  à  a\  suivant  que  j^est 
donné   directement   en   Ibnction  de  x,  ou  que  j' dépend  de  x  par 
l'intermédiaire  d'une  autre  fonction  u.  Avec  la  notation  différen- 
tielle, la  même  formule  s'applic|ue  aux  deux  cas. 
SijK=y("i  i^i  «')  est  une  fonction  composée,  on  a 

r'x  =  u'xf,,  +  v'^fl+  ^v'xf'w 

et,  en  multipliant  par  dx^  il  vient 

y'j^  dx  =  u'j;  dxf'n  -H  Vj.  dxj\,-^  w',.  dxfl^,, 

c'est-à-dire 

dy  =f,i  du  -hf!,  dv  -f-/,,,  dw. 
Ainsi 

(■  da  —  Il  dv 


d{  uv  )  =  u  dv  -^  V  du,  d(-)   — 
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Les  même?  rèi^les  permellront  de  ciilciilcr-  les  (liHVTeiiilelIcs  suc- 
cessives. Soil,  par  exemple,  ;i  calculer  les  diHérenlielles  succes- 
sives dune  fonction  de  fonction  j' ^y"i  «  )  ;  on  a  déjà  trou\é 

Poui-  calculer  d'-j',  il  iaiii  remarquer  rpie  du  ne  doit  pasèlre 
traité  comme  constant.  pnis(|ue  u  n'est  pas  la  variable  Indépen- 
dante. On  a  donc  à  calculer  la  dillV-rcnlielle  d'une  fonction  com- 
posée /'(  u)da,  où  u  et  du  sont  deux  fondions  inlcrmédiaires,  ce 
cpii  donne 

d-j-  =/"i  u  )  du-  —fi  u  )  d-  u. 

Pour  calculer  (/'V-  '1  faudra  consulérer  d- \-  CDUiuie  une  Ibnc- 
tion  composée  avec  trois  fondions  inleriin'di, lires  a,  du.  d'-ti:  on 
trouve'  de  celte  façon 

d^y  =  /'"  (U)diû—  ')  _/■"  (  (/  )  du  d-  u  —  /'  i  u  ;  il^  u , 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  à  remarquer  qu  à  cause  des  termes  en  d- u, 
d^u.  ...  les  formules  qui  donnent  les  difTérenlielIes  d'-y,  d'-'y,  ■  ■  ■ 
ne  sont  plus  les  mêmes  que  si  u  était  la  variable  indépendante. 

Les  dérivées  partielle?  diine  fonction  de  plusieurs  variables  se 
représentent  par  une  notation  analogue.  Ainsi  la  dérivée  partielle 
d'ordre  n  de  f[x,  y.,  :■  )  qui  est  repi-ésenlée,  dans  la  notation  de 
Lagrange,  pary,",.,,.r  est  représentée,  dans  la  notation  de  Lelbiii/., 
|)ar 

c/.r/'  or'/  f)z'' 

cette  notation  est  purement  symbolique  et  ne  représente  nulle- 
ment un  quotient,  comme  dans  le  cas  d'une  fonction  dune  seule 
variable  indépendante  (  '  ). 

2o.  Différentielles  totales.  — Soit  w  =fix,y,  :•)  une  fonction 
des  trois  variables  ./  ,  )',  ;.  admettant  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  continues.  I, "accroissement  Ato.  correspondant  à 
des  accroissements  dx,  dy,  dz  des  variables  x,  y,  :,  a  pour  expres- 
sion 

A<u  =  I  /;^  -.)dx^(  /;.-H  £•)  dy  +  (/-^  s")  dz, 

i.  z' ,  z."  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  dx.  d)-.  dz. 

{  '  )  Lcinpiui  de  la  IcHre  (/,  pour  .ié^igner  une  ilérivce  partielle,  esl  lIli  à  Jacobi. 
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On  appelle  différentielle  totale  l'expression 

d^^'J-dx-^'^dy-^'Hdz. 
ôx  Oy    •'         clz 

qu'on    oljtient    en   négligeant  s.   s',   s"   dans   A(o.   Les    trois    pro- 
duits -^dx,  ~-dy,  —dz  sont  les  différentielles  partielles. 
dx        ^  dy    -^  dz  ' 

La  différentielle  totale  du  second  ordre  of-oj  est  la  différentielle 
totale  de  la  dillérenlielle  totale  du  premier  ordre,  les  accroisse- 
ments dx,  dy.  dz  restant  constanis  et  toujours  les  mêmes  fpiand 
on  passe  d'une  différentielle  à  la  suivante.  On  a  donc 

,                               à  dw              û  rfoj               ')  (/w 
d-  co  =  a  i  dtii  )  =  — dx  -, dy  -i- dz , 


ou,  en  dévelopijant 


pp 


d- M  =        (  —^  dx     H ■^—  dy  -, —  dz     de 

\'Jx-  Ox  dy    ■'  cKrûz        / 


Xôxdv 

dx-^^ 
Oy 

^_dr    ^ 

dvdz 

-j  dy 

\dxdz 

dx-.^ 
dy 

^^•' 

dz^ 

)dz 

'ILdx^-^'lldy^ 

dx^                dy^    '' 

dz-^ 

■2 

'    ''dxdy 

dxdy- 

.    ''f    d 

rJx  HZ 

T  dz  - 

oy  fiz 

d} 

■d: 

Si   Ion   remplace,  dans  le   second    mernlire,   d-f  par   ôf-,  on  a  le 

développement  du  carré  de  --  dx  -\ dy  H — -  dz:  on  peut  donc 

'  '  dx  dy    -  dz  ■ 

écrire  l'égalité  svinbolicpie 

d^-,,=  (ÛLdx^fdy^'^d^^ 
\dx  dy    -^        Oz       } 

oij  l'on  doit  convenir  que  df-  doit  être  rem|)lacé  par  <9-/"  après  le 
développement  du  carré.  Cette  loi  est  générale;  si  nous  convenons 
d'appeler  différentielle  totale  d'ordre  n  la  différentielle  totale  de 
la  différentielle  totale  d'ordre  n  —  i,  on  a,  quel  que  soit  n.  l'éga- 
lité symboli([ue 

dn^=l^dx+'^dr-^dz)"\ 
\dx  dy    ■  oz       ! 
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df"  devant  èire  remplacé  par  ô''f  après  le  dëvelop|)oment.  Cette 
loi  étant  vérifiée  pour /i  =  i .  ri  =  2,  il  nous  suffira  de  montrer 
que,  si  elle  est  vraie  pour  ^/"w,  elle  est  encore  vraie  [lour  f/"'*''oj. 
La  loi  élaul  admise  [)our  f/"(o,  on  a,  en  développant, 

«)"  f 

d"  w  =  Zk,„.,. — :i dxi'  dyl  dz'-, 

'  '    i).vi'  iJY'l  àz''  -^ 

OÙ  p  -\-  fj  —  r=^  n,  le  coefficient  A^^r  étant  le  même  que  le  coef- 
ficient lie  dxP dyl dz''  dans  la  puissance  «'"""•'  du  trinôme 

idx  +  dy  -^  dz)", 
c'est-à-dire 


.p.i.>...ij.\.i...r 
On  déduit  di.'  la  formule  précédente 

/  fj:i^\  f  tJ'l+l  /' 

<f''+i  10  =  1  \,„.r  ( f/j-''-!  dy'l  dz'--, •- dxf  dyl*''  dz'' 

'  '    \0.rl'~'  Oy'l  oz'-  -^  (Jxf  (Jj"l-^^  dz'-  -^ 

-, ■- dxi'  dyl  dz'-+^    ; 

Oxf  Or'' Oz'-^^  -^  I 

si  Ion  reiu|dMce  maliiienanl   1)"^^  J  par  dj'"'^\  le  second  membre 
peut  s  écrire  svmluili(piement 

ou  encore 


A  ,,<,,. '^ dxi'  dyl  dz--  l^dx^^dr+'^dz), 

'^    iJXl'  (Jyl  OZ'-  -^  \C-  -  ■■■     -  ■'-  ' 


rjLdx-^^dr^'ldzYl'-fdx^fdy^'ldz). 
\ox  ôf    -  ûz       /     \()x  éy    •'         dz        ! 

On  a  donc  bien,  avec  les  mêmes  conventions, 

d"-^^..={^^dx^'^dy^'id:r'\ 

\dx  dy    ■'         dz       j 

Remarqui'.  —  Supposons  que.  par  un  moven  quelconque,  on 
ait  obtenu  rcx|iression  de  la  différeniielle  totale  dio, 

(17)  ^(o  =  Pf/ar-H  Qc?j'  +  Rrf3, 

P,  Q,  R  étaul   des  fonctions  de  x^  y,  z.  Comme  on  a  par  défini- 
lion 

dw  =  ——  dx  -H  -—  dy  -T-  -—  dz, 
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on  en  déduit  la  relalion 

or  dx.  dy .  dz  sont,  par  convention,  des  constantes  quelconques. 
Il  faudra  donc  qu'on  ait  séparément 

(.8)  ^  =  1>.  ^=Q,  ^  =  R; 

ox  Oy  dz 

l'équation  (i  ~)  est  équivalente  aux  trois  relations  distinctes  (i8)  et 
nous  fait  connaître  à  la  fois  les  trois  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Plus  généralement,  si  Ion  a  obtenu,  par  un  ini^yen  quel- 
conque, la  difTérentielle  totale  d'ordre  n 

d"M  =  S  C,„,,-  dxi'  dy'i  dz'\ 

les  coefficients  Qpqr  sont  égaux,  à  des  facteurs  numériques  près, 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  n  de  w.  On  a  ainsi  à  la  fois  toutes 
les  dérivées  partielles  du  même  ordre;  nous  verrons  un  peu  [)lus 
loin  une  application  de  celte  rcmarcjue. 

2().  Différentielles  successives  d'une  fenction  composée.  —  Soit 
m:=F(;<,  V,  »')  une  fonction  composée.  «,  r,  w  étant  des  fonc- 
tions des  variables  indépendantes  x,  y,  z.  t.;  écrivons  les  expres- 
sions des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  : 


Ox 

àV  du 
du  dx 

■+- 

dF  dv 
dv   dx 

dF   div 
div  dx 

<)aj 

àF  du 

àF  dv 

dF   àw 

dy 

du  dy 

dv   dy 

dw    dy 

ÔM 

dF  du 

dF  dv 

(*F  dw 

oz 

du   dz 

dv   dz 

'    »«•   dz 

dw 
'in 

dF  du 
~  du    dt 

-^ 

dF  dv 
IJv  m  ~ 

dF  dw 
^  dw    àt 

En  inulliplianl  ces  quatre  équations  par  dx,  dy,  dz.  dt  respecti- 
vement  et  les   ajoutant,  on  a   au  premiei-  membre    la  différentielle 

I       ,  ,•  ,  ,.„   .  ,      c'F     dF     'iF 

totale   du>.    tandis  que    les  coeliicients   de   — >  — »  —  sont  eeaux 
'  du      ov     '-'IV  ^^ 

respectivement  à  du,  dv,  fAr.  il  vient  donc 

<>F  ^         dF  ,         "F    , 
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(le  sorte  c|iie  l'expression  de  la  diffère iilieÂle  totale  du  premier 
ordre  d' une  fonction  composée  est  la  même  que  si  les  fonc- 
tions intermédiaires  étaient  des  variables  indépendantes.  Nous 
voyons  se  iniinifesler  ici  un  des  principaux  avaiilagos  de  la  notation 
différentielle;  la  rehihon  iu})  ne  dé|)en(l  ni  du  nonihreni  (in  choix 
des  variables  indépendantes,  et  elle  é(pii\aiit  à  autant  de  rirlalions 
distinctes  cpi'il  y  a  de  variables  iiidépendanles. 

Pour  calculer  d-w,  nous  applifpierons  la  règle  qui  vient  d'être 
établie  à  f/co,  en  observant  que  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (19)  il  entre  six  fonctmns  inlermédiaires  :  u,  v,  (\\  du ,  dv.  d{\\ 
On  a  donc 

d-  iM 


(JU- 

'''dud. 
Ou.  ôv 

du  dw d-  u 

Ou ow                    Ou 

"'''    dud. 
Ou  m- 

-s^"' 

-^ (A'  dw  H d-  V 

(h-  Ow                        Ot' 

'"''    dud. 

.   :     •"'  d. 

dn- 

H dw^           -+-  ■ —  d-  n 

OU,  en  réduisant  et  employant  la  même  notation  syndjolique  ipie 


d'u)  =      —  du 

\0u 


oV  ol-         Y2)      r)V  ,)F  ,,F    ,, 

Ov  Ow         I  Ou  m-  Ow 


La  formule  est  plus  com|pliqnée  cpie  dans  le  cas  où  «,  v.  ivsont  les 
variables  indépendantes,  à  cause  des  termes  en  d-u,  d-v.  d-tr, 
qui  disparaissent  lorscpie  (/,  c,  ii'  sont  les  variables  indépendantes. 
Pour  avoir  f/'w,  on  appliquera  de  nouveau  la  même  règle  à  d-(x>, 
en  observant  que  d-<x>  dépend  de  neuf  fonctions  intermédiaires  :  u, 
p,  IV,  du,  ^/f,  dw,  d-u,  d'-v,  d'-w,  et  ainsi  de  suite.  L'expression 
générale  de  ces  différentielles  devient  de  plus  en  plus  compliquée; 
d"  iii  est  une  fonction  entière  de  du,  dv,  dw.  d-u,  .  .  .,  d"  u .  d"v, 
d"w.  et  les  termes  qui  contiennent  d"u,  d"v.  cl" w  soui  égaux  à 


Si  dans  d" ii)  on  remplace  u,  v,  iv,  du.  dv,  dw,  ...  par  leurs 
expressions  au  moyen  des  variables  indépendantes,  d"(ii  devient 
un  polynôme  entier  en  dx,  dy,  dz,  dont  les  coefficients  sont 
égaux  {voir  la  remarque  du  n"  25)  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n 


ôio   (Ui 

Ooj 

fho  <Ui 

<)a  <fx^ 

'^ 

~  ou  (iy 
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de  10,  niulliijliées  par  certains  facteurs  numériques.  On  a  ainsi  du 
même  coup  toutes  les  dérivées  partielles  d'ordre  /;. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  calculer  les  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  la  fonction  com- 
posée tjj  ^y(w),  où  a  est  une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes, «<  =:  ts(ar,  y).  Si  l'on  calcule  ces  dérivées  séparénieul,  on  a 
d'abord  les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(20)  \ 

et,  en  prenant  les  dérivées  de  ces  deux  équations  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  y,  on  a  trois  relations  distinctes  seulement  qui 
donnent  les  dérivées  du  second  ordre  : 


(21) 


la  seconde  des  relations  (21)  s'obtient  en  différentiant  par  rapport 
à  j'  la  première  des  équations  (20),  ou  la  seconde  par  rapport  à  x. 
Avec  les  différentielles  totales,  ces  cinq  relations  (20)  et  (21) 
peuvent  être  remplacées  par  deux  seulement  : 

l   dh>    =  . —  du , 
,      .  \  ou       ' 

1     ,  0-u>    ,    ^        (Jai    , 

d^M  = du'-  -^ d-^u: 

'  Ou-  Ou 

si  Ion   reniiilace  dans  ces  deux  formules  du    par — dx -\ rfy, 

d-  u  par  — -  dx-  +  2- dx  dy  -\ dv-,  les  coefficients  de  dx 

'        ox^-  OxOy  -  oy^     -^    ' 

et   dy    dans    la    première    donneront    les    dérivées    partielles    du 

premier  ordre  de  w,  et  les  coefficients  de  dx-,  idxdy,  dy-  dans 

la  deuxième  donneront  de  même  les  dérivées  partielles  du  second 

ordre  de  to. 

27.    Différentielles  d'un  produit.  — ■    La    formule    qui    donne  la 
différenlielle  totale  d'ordre   n   d'une  (onction    composée   se   sim- 


r)2 10 
ox- 

à'dl  1  Ou  \-  (Jeu  ()'-  u 
Ou-   \0x J      '    ou   O.r- 

0-  to 
dx  ôy 

à'-io  du  Ou  Oia  0- u 
Ou^   lix  Oy        Ou  O.v  dy 

à- (Il  /  du\-  àw  à-  u 
Ou'^  \  Oy  l'         Ou    dy-  ' 
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plifie  dans  cerlains  cas  d'LiMi»  applicalion  fréquente  dans  la  pra- 
lifjue.  Ainsi,  soil  à  calculer  la  diflerentielle  totale  d'ordre  n  d'un 
produit  de  deux  facteurs  o)  =i  «v.  On  a,  pour  les  premières 
valeurs  de  n , 

ciw  =  r  du  -i-  Il  ch\  d-  tu  =  r  d-  u  -^  i  du  dv  -+-  u  d-  c,  .... 

et,  d'une  manière  générale,  il  est  visible,  d'après  la  loi  de  forma- 
lion  de  ces  difTérentielles,  qu'on  a 

d"uj  =  V  d"  u  -^  Cl  dv  rf"--i  u  +  C^d^vd"--u  -(-...-(-(/  d"v, 

C|,  Co,  ..■  étant  des  nombres  entiers  positifs.  On  pourrait  démon- 
trer de  [jroclie  en  proclic  que  ces  coefficients  sont  identiques  à 
ceux  du  développement  de  (//.+  h)",  mais  on  y  arrive  d'une  façon 
plus  élégante  au  mojeu  de  l'artifice  suivant  qui  s'applique  à  une 
foule  de  questions  du  même  genre.  Observons  que  C(,  Co,  .  .  ., 
Cp,  ...  ne  dépendent  pas  de  la  nature  des  fonctions  u  et  c  ;  il 
suffit  donc  de  les  déterminer  pour  des  fonctions  particulières. 
Prenons  pour  cela  «  =  e-^,  ('  =  (>.',  .zelj'  étant  deux  variables  in- 
dépendante?  ;  on  a 

O)  =  e-'^-'-} .  dw  =  e  '+-'  (  d.T  -^  dy  \.  .  . .,         d"  w  =  e'^-^i  {do-  -t-  dy)", 

du  =  e''  dx,         d-  u  =  c^  dx-,  .... 

dv  =eydj-,  d'-v  =  eX  dy-,  ..., 

et  la  formule  générale  devient,  après  avoir  divisé  par  e-'+'', 

(dx-^  dy)"=  (/x"-^  Cl  dy  dx"-'-T-  C,  dy' dx"-- -^ .  .  .  —  </y". 

Comme  d.r  et  dv  sont  arbitraires,  il  s'ensuit  tpi'on  doit  avoir 


C„  = 


n(  n  —  !).,.(«  — p 


et  la  formule  générale  est  par  conséquent 

(23)    d"(uv)  =  vd"u  —  "dvd"-'u  -h        "~'    d'U'  d"-'-u -^ .  .  .^  ud"v. 
I  \  .1 

Celte  formule  s'applique  quel  que  -oit  le  nombre  des  variables 
indépendantes;  si,  eu  particulier,  u  et  v  sont  fonctions  d'une  seule 
variable  x,  on  aura,  en  divisant  par  f/x",  l'expression  de  la  dé- 
rivée n''''"''  d'un  produit  de  deux  facteurs.  11  existe  des   formules 
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analogues  à  la  formule  (28)  pour  le  produit  d'un  nombre  quel- 
conque de  facteurs.  On  les  démontre  de  la  même  manière. 

La  formule  qui  donne  d" u)  se  simplifie  également  loi'sque  les 
fonctions  intermédiaires  u.  v.  iv  sont  des  fonctions  entières  et 
linéaires  des  variables  indéoendanles  .t,  y,  z, 

u  =  ax  -^  by  -i-  cz  -^  f. 

V   =  «'.r  ^  b' y  -^  c  z  -H y". 
H'  =  a  .T  —  b"y  -^  cz  -h/", 

les  coefficients  a,  a' ,  a" ,  b,  b' .  ...  étant  des  constantes.  On  a 

du  =  a  dx  -I-  b  dy  -^  c  dz. 

dv   =  a'  dx  -\-  b'  dy  -\-  c'  dz. 
da>  =  a   dx  -+-  b'  dy  -h  c*  dz, 

et  toutes  les  différentielles  d"u,  d"v,  d"iv,  où  «  >  i.  sont  nulles. 
La  formule  qui  donne  d"(si  est  donc  la  même  que  si  //,  p,  iv  étaient 
les  variables  indépendantes 

28.  Fonctions  homogènes.  —  Une  fonction  '.:(a:,  y,  z)  est  dite 
homogène  et  de  degré  m,  si  l'on  a  identiquement 

ç(<x,  ty,  lz)=  t"'a(x,y,  z). 

Considérons  pour  un  moment  x,  y,  z  comme  avant  des  valeurs 
déterminées  et  t  comme  la  seule  variable  indépendante;  la  formule 
précédente  peut  s'écrire 

o(a,  c,  w)  ^  t'"  <o{x,  y,  z), 

en  posant  u  =z  tx,  v  =  ty,  »>  =  tz. 

Egalons  les  différentielles  d'ordre  n  des  deux  membres  en  obser- 
vant que  u,  c,  (v  sont  des  fonctions  linéaires  de  t  et  qu'on  a 

du  =  X  dt,         dv  =  y  dt,         div  ^  z  dt\ 

il  vient,  d'après  la  remarque  de  tout  à  l'heure,  en  supprimant  le 
facteur  commun  dt"^ , 

I    do  da  do  '    ••'' 

V'àii^^^-^^U^)     ='n('»-i)...im~n-^^)t"-'-o(x,y,z). 


r/F    , 

oF    , 

()F 

—  du  H 

de  - 

^ dw 

Oiv        / 

Ou 

Ov 
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Si  iiiainlenaiil  on  fait  t  ^  \  .  it ,  c,  iv  se  rétiuiseni  à  x.  v.  z  cl  un 
lernie  quelc(.iii(|ue  du  premier  iiienibre  supposé  développi'-. 

A  ,„,, '■ — '- XI'  1-7  z'-. 

'  '    ouf  (JVI  (jw'- 

se  l'cduil  à 

A,,,,,. '- — ^^ XI'  y'i  ;'■  : 

'  '   iixi'  (Jyi  (lz'^       •' 

on  est  donc  conduit  à  l'égailt»';  symbolique 

[r^-r-y-^— z-^        =  »f  (  /H  —  I  )...'//(  —  «-;-  1 1 'i  (.r.  r.  z  ), 
V     00-       •    ,ly  clzj  ,         ./  .       . 

qui  se  réduit  pour  n  =  i  à  la  foruinle  bien  connue 

wo  t)'j  ,!■:. 

ni  '^(x,  y.  z)  ^  X  — — ■-  y  — — ■-  z  ^  ■ 

■         '-^  r)X         ■     ,>y  ,)z 

Notations  diverses. —  En  définitive,  nous  avons  trois  notations 
pour  représenter  les  dérivées  parlielles  des  dillérenls  ordres  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables,  celle  de  Leibniz,  celle  de  Lagrange 
et  celle  de  Cauchj.  Ces  différentes  notations  ayant  l'inconvénient 
d'être  un  peu  surchargées,  on  a  imaginé  diverses  notations  plus 
abrégées.  Une  des  plus  employées  est  celle  cpi'on  doit  à  Monge 
pour  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  d'une 
fonction  de  deux  variables;  si  :;  est  une  fonction  des  deux  va- 
riables X  et  j',  on  pose 

dz  iJz  ij'-z  ii'z  ()-z 

^  ~  dx'  ^  ^  ((>•'  '    ~  c)x-'  *  ~  finir'  "  or-' 

elles  dilléientielles  totales  dz  et  d-z  ont  pour  ex|)ressions 

dz  ^  p  dx  ■+-  q  dy^ 
d-  z  =  r  dx-  ^  -2  5  dx  dr  -i-  t  dy- . 

29.  Formule  de  Taylor  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables. 
—  Soit,  pour  fixer  les  idées,  w  =  f{x,y,  z)  une  fonction  de  trois 
variables;  on  peut  obtenir,  pour  l'accroissement  de  cette  fonction 
correspondant  à  des  accroissements  h,  k,  l  des  variables,  un 
développement  analogue  à  la  formule  (6)  (n°  18).  Il  suffit  d'em- 
ployer l'artifice  suivant,  dû  à  Cauchy.  Considérons  x.y.  z,  //,  />•,  / 
comme  ayant  des  valeurs  déterminées,  et  posons 

^{t)=f{x^ht,y  +  kt,  z~lt), 
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t  désignanl  une  variable  auxiliaire.  La  fonction  o{t)ne  dépend 
que  d'une  variable  indépendante  t;  si  nous  lui  appliquons  la  for- 
mule générale  (6),  il  vient 

\     -t/  ,  V     .  .V  I    •    ^      '  1.2' 

H 'i  "'(o)  H co'"-^"(6/), 

I  .■>...«    •  I  .  J  .  .  .  I  «    —  1  )    ' 

cs(o),  «'(o),  ...,  a'"  (o)  étant  les  valeurs  de  la  fonction  'f{t)  et 
de  ses  dérivées  pour  /  =  o,  et  »'"+"( 6 <)  étant  la  valeur  de  la  dé- 
rivée (n -+-  i)''^""  pour  la  valeur  9 i,  9  étant  compris  entre  zéro  el  un. 
Or  on  peut  considérer  'o(t)  comme  une  fonction  composée  de  t, 
o[t.)  =  f{u ,  r,  (v),  les  fonctions  intermédiaires 

u  —  X  -\-  ht,        f  =  _y  -t-  /i7,        (i>  =  s  +  It 

étant  des  fonctions  linéaires  de  t.  D'après  ce  qu'on  a  remarqué 
antérieurement  l'expression  de  la  différentielle  d'ordre  m,  d'^o, 
est  la  même  que  si  m,  c,  w  étaient  des  variables  indépendantes;  on 
a  donc  l'égalité  symbolique 


^       \àu 


—  du  -+-  —  ch  -4-  -r-  '/"'         =  dt"'  [  ^  h  ^  —  k  ^. —  l] 

ùv  ihv        I  \du  (Ji'  (Jw    j 


qui  peut  encore  s'écrire,  en  dnisantpar  dl"\ 

'        \0u  de  (lti>    j 

Pour  <  =  o,  M,  r,  w  se  réduisent  respectivement  à  x.  y,  z.  et  l'éga- 
lité précédente  devient,  en  employant  loujours  la  même  notation 
symbolique, 

\0x  dy  ,tz    j 

On  a  de  même 

^  '        \()x  ôy  rjz    J 

x,y,  z  devant  être  remplacés,  après  le  dévelo|)pement,  par 

respectivement.  En  faisant  maintenant  i=  1  dans  la  formule  (24), 
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il  vient 

1  .  2 ...  «  \,  (>JC  (iy  (/z    j 

le  lerme  com|ilénientaire  ajaiU  pour  expres.sion 

n—  \V.  \  (Ix  (Iy  (}z    I 

X,  y.  z  devant  être  remplacés  par  x  +  Hli,  y  -^  0  /■ ,  ;  —  0/,  après 
le  développement,  dans  les  dérivées  partielles. 

Si  l'on  néglige  le  reste  R„,  on  a  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (ao)  un  polvnome  de  degré  n  en  II,  k,  (,  Pn{/i.  k.  l):  lorsque 
les  dérivées  partielles  d'ordre  («  +  1)  de  la  fonction /(ar,  y,  5) 
sont  bornées,  la  différence  entre  la  fonction  /{x  -h  h,  y  -\-  fc.  :-\-  l) 
et  ce  polynôme  P„  est  un  polynôme  homogène  d'ordre  («  +  i) 
en  A,  A',  /.  dont  les  coefficients  dépendent  eux-mêmes  de  A,  A",  /, 
mais  sont  bornés. 

Cette  formule  (20  ),  dont  on  verra  d'autres  applications  au  Cha- 
pitre III,  est  utile  dans  la  recherche  des  valeurs  limites  des  fonc- 
tions qui  se  présentent  sous  forme  indéterminée.  So\enl  f(x.  y), 
■^1 X,  y)  deux  fonctions  qui  s'annulent  à  la  fols  pour  ,r  =  «,  y  =r.  h. 
mais  qui  restent  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  jus- 
que un  certain  ordre,  dans  le  voisinage  du  point  .i=a.  y  z=  li  : 
proposons-nous  de  trou\er  la  limite  vers  hi(]iielle  tend  le  quotient 

fi  ^,  y  ) 

a[x,y) 

lorsque  x  et  r  temlenl  respectivement  vers  a  et  b.  ^^ous  supposerons 

!•   1        1  1  1  .   •     .         1  -  .       of     tif    &j     (la 

d  abord   riiie  les  quatre  dérivées  du  premier  ordre  ^-, -=7-,  -f- ,  -j- 

1  '  r  ,/(j     06     âa     ob 

ne  sont  pas  nulles  à  la  (ois;  nous  pouvons  écrire 


\(>a  I  \(ib  '/ 

£,   î',   £,,   i\    tendant  vers  zéro  lorsque  /;  et  k  tendent  vers  zéro. 

Lorsque  le  point  (X,  y)  tend  vers  (rt,  b),  h  el  A"  tendent  vers  zéro; 

G..  I.  5 
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nous  supposerons  que  le  rapport  y  tend  vers  une  luiiite  a,  c'est- 
à-dire  que  le  point  i^x^y)  décrit  une  courbe  ayant  une  tangenle  au 
point  (a,  6).  Divisons  les  deux  termes  du  rapport  précédent  par  h  ; 

nous  voyons  nue  la  fraction  — — -^-= —  a  pour  limite 
Oa  cib 


Oa  '^     ()b 

celle  limite  dépend  en  général  de  a,  c'esl-ù-dire  de  la  façon  dont 
les  variables  x  et  y  tendent  respectivement  vers  leurs  limites  a 
et  b.  Pour  que  cette  limite  fût  indépendante  de  a,  il  fainirall  qu'on 
eût 

(If    Ô'Z.  l)f    ll'i 

-, s-  — ^  =  Ul 

f)a  ob        (tb  ôa 

ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général.  Si  les  quatre  dérivées  ~>  -V'  -r-;  -if 
11  °  1  ôa    ob    da     (Jb 

sont  nidles,  on  poussera  le  développement  jusqu'aux  termes  du 

secontl  deffré  en  h  et  k,  et  ainsi  de  suite. 
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30.  Moyen  de  définir  de  nouvelles  fonctions.  —  Les  fonctions 
étudiées  dans  les  éléments  sont  les  fonctions  rationnelles  et 
irrationnelles,  l'exponentielle  et  le  logarithme,  les  (onctions 
circulaires  cl  les  fonctions  inverses,  et  celles  que  l'on  obtient  par 
leurs  combinaisons.  Toutes  ces  fonctions  admettent  des  dérivées 
en  nombre  illimité,  que  l'on  sait  calculer  au  mojen  des  règles 
établies  en  Algèbre.  On  peut  définir  une  infinité  de  fonctions 
nouvelles  par  un  passage  à  la  limite. 

Soh  f{x,  n)  une  fonction  de  la  variable  x,  définie  dans  un 
intervalle  [a,  b),  et  dépendant  en  outre  d'un  nombre  entier  n. 
Attribuons  à  x  une  valeur  déterminée,  d'ailleurs  quelconque,  dans 
l'intervalle  («,  b)  ;  si  la  valeur  correspondante  de  /{x,  n)  tend 
vers  une  limite  lorsque  le  nombre  n  augmente  indéfiniment, 
celle  valeur  limite,  en  général  variable  avec  la  valeur  attribuée 
à  X,  est  elle-même  une   fonction   de  x,  que  nous   représenterons 
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|)ai'  F(.r),  el  nous  écrirons 

F(a^)  —  lim  y(:r,  ii), 

OU,  |iIms  slmpleriHMit,  F(j;)  =  lini  f{x,  n). 

Ij'après  une  remari|ue  générale  (n"  o),  celle  fonclion  F(x)  peut 
aussi  être  définie  comme  la  somme  de  la  série  convergente 

/(.r,  !)-!-[/(>,  2)— /(a-,  i)]  ^.  .  .^  [f(.r,  n)  ~f(x,  n  —  i)]  -^.  . . , 

car  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série  est  évidemment 
égale  kf{x,  n).  Inversement,  étant  donnée  une  série 

u„{x)  ^  Ui(x)  ^ .  .  .^  U,t(x}  -i-.  .  . 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  .r,  et  qui  est  convergente 
pour  toute  valeur  de  x  dans  un  intervalle  (n,  h),  la  somme  S(j;) 
de  cette  série  e~t  la  limite  de  la  somme  S[x,  n)  des  n  premiers 
termes  lorsque  n  augmente  iiidéliriimenl.  Il  revient  donc  au  même 
de  définir  une  fonclion  comme  somme  d'une  série  convergente  ou 
comme  la  limite  pour  n  infini  d'une  fonction  /'(jt-,  n). 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  la  fonclion  /(x,  n)  peut  être 
une  fonclion  continue  de  x,  quel  que  soit  n,  sans  que  la  limite 
F{x)  soit  continue.  Prenons,  par  exemple,  f{x,n)=^x",  et 
supposons  o;^.r£i.  Celte  fonclion  est  continue  dans  l'inter- 
valle (o,  i),  quel  que  soit  «  ;  si  ii  croît  indéfiniment,  on  a  limx"=  o, 
si  a:  <  1 ,  el  lim.r"  ^=  i ,  pour  x  ^  i.  On  en  conclut  que  la  somme 
de  la  série 
( 26 )  X  ^  x(x  —  \)  ■^. .  .^  x"{x  —  I )  -i- . .  . , 

qui  est  convergente  dans  l'intervalle  (o,i),  est  discoulinue  pour  la 
valeur  x  =  i.  Prenons  encore 

f{x,n)  = 


X" 


la  limite  F  {x)  est  égale  à  +  i  si  j;  <  i ,  à  —  i  si  x  >  i,  et  à  zéro 
pour  .r  =  ! .  La  somme  de  la  série  convergente 

„              r  —  ./■        /  {  —  X-         I — .r  ,                  /i  —  X"         I  —  x"-^\ 
(27)      Fx)  = 1-  ( j -H...+ ^-^     +•■• 

est  donc  une  fonclion  discontinue  pour  x=i,  el  Ton  a 

F(i-f-o)=  —  i,         F(i  —  o)  =  i,         F(i)  =  o. 
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En  parlant   de  l'expression ,  on  formerait   de  même  une 

série  convergente 

(28)  F(.r)=  — ^-^...H — r... 


dont  la  somme  est  discontinue  pour  ,r  =^  o.  De  ces  exemples, 
qu'il  serait  facile  de  multiplier,  on  déduit  que  la  somme  d'une 
série  convergente,  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  con- 
tinues, n'est  pas  nécessaiiemenl  une  fonction  continue. 

31.  Convergence  uniforme.  —  Soity(j",  n)  une  fonction  qui, 
dans  un  intervalle  [a,  b),  tentl  vers  une  limite  F(.r)  lorsque  n 
augmente  indéfiniment.  Nous  dirons  que  f(x,  n)  tend  uniformé- 
ment ou  converge  uniformément  vers  F(x)  si  à  tout  nomi)re 
positifs  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  entier  N  tel  que, 
pour  toute  valeur  de  n  égale  ou  supérieure  à  N,  on  ait 

\¥{x)-f{x,n)\<E, 

l'inégalité  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dans 
l'intervalle  (a,  h). 

Pour  étendre  celte  définition  aux  séries  convergentes,  soient 
F  (a;)  la  somme  de  la  série 

(29)  F(3-  )  =  «0'  -ï")  -H  (/i(.-r)  -1-.  .  .-f-  H„(  .r)  ^.  .  ., 


convergente  dans  un  intervalle  (rt,  ^),  et  *n(.r)  la  somme  des  /)  +  1 
premiers  termes.  La  différence  F(ar)  —  Sni^x^  n'est  autre  chose 
que  le  reste 

R„(X)  =  «„^l(>)  +  K„+.(X) 

Ou  diia  donc  que  la  série  (29)  est  uniformément  convergente 
dans  l'intervalle  («,  h)  si  à  tout  nombre  positif  son  peut  faire  cor- 
respondre un  nombre  entier  N  tel  que  l'inégalité  n^N  entraîne 
l'inégalité  |Rn(:î;)|  <  s,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans 
l'intervalle  («,  b).  La  condition  que  le  nombre  N,  qui  correspond  à 
une  valeur  donnée  de  s,  soit  le  même,  pour  loules  les  valeurs  de  x  de 
l'intervalle  (a,  6),  est  essentielle  dans  celle  définition.  Pour  chaque 
valeur  de  x  appartenant  à  cet  intervalle,  il  est  certain  qu'il  existe 
un  nombre  entier  N  tel  que  |  R„(2:)|  est  inférieur  àî,  pourvu  que  n 
soil  égal  ou    supérieur  à  N;  mais  rien  ne  prouve  a  priori  qu'un 
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même  nombre  X,  aussi  grand  qu'on  le  suppose,  peut  satisfaire  à 
celte  condilion  pour  toutes  les  valeurs  de  x  considérées.  Pour 
voir  quil  n'en  est  pas  toujours  ainsi,  il  suffit  de  reprendre  une  des 
séries  écrites  plus  liant,  par  exemple  la  série  (26),  en  supposant 
o£a;<;  I.  Le  reste  Rn(x)  est  égal  en  valeur  absolue  à  x" .  Pour 
que  cette  série  fût  uniformément  convergente,  il  faudrait  qu'il 
existât  un  nombre  entier  N  tel  que  l'inégalité  x"<C.t  fût  vérifiée 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  n  satisfaisant  aux  condilions 


On  devrait  avoir  en  particulier  :c^  <  î,  et  par  suite  j;  <<  e^  ;  or, 

quelque  grand  que  soit  N,  si  l'on  suppose  £  <<  i ,  il  existe  toujours 

1 
des  nombres  compris  entre  î^  et  l'unilé. 

On  verrait  de  même  que  la  série  (2-)  n'est  pas  uniformément 
convergente  dans  Tinlervalle  (o2ar<;i),  ni  la  série  (28)  dans 
l'intervalle  \o  <^x'S\).  Considérons  encore  l'expression 

J\r,  n)  —  nr  e~"'' 

dont  la  liinile  est  F(x)^o,  pour  n  infini.  Celte  expression 
f{x,  n)  ne  tend  pas  uniformément  vers  sa  limite  dans  tout  inter- 
valle (a,  b)  comprenant  la  valeur  .r  =:  o,   par  exemple  dans  l'in- 

I 

tervalle  (o,  i).  En  effet  l'expression  f{x,  n)  se  réduit  à  <?  " 
[lour  j,  ;=  -  ;  elle  ne  peut  donc  èlre  inférieure  à  t,  si  l'on  suppose 

î  inférieur  à  e~' . 

L'importance  des  séries  uniformément  convergentes  provient 
de  la  propriété  suivante  : 

La  somme  d'une  série  uniformément  convergente  dans  un 
intervalle  {a,  b),  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues 
de  la  variable  x  dans  cet  intervalle,  est  elle-même  une  fonc- 
tion continue  de  cette  variable  (  '  ). 

Soient  j?o  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b.  et  .r„-f-  h  une 


(')  La  condition  énoncée  est  seulement  une  condilion  suffisante.  On  doit  à 
M.  Arzela  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  série  à  termes  con- 
tinus dans  un  intervalle  (a.b)  représente  une  fonction  continue  dans  cet  inter- 
valle. (  Voir  E.  BoREL,  Leçons  sur  les  /onctions  de  variables  réelles,  p.  ^2.) 


yo  CHAPITRE    II.    —    DÉRIVÉES    ET   DIFFÉHEXTIELLES. 

valeur  voisine,  comprise  aussi  entrertet^.  Choisissons  un  nombre 
n  nssez  grand  pour  que  le  reste  ^„{x) 

R„(a-)  =  u„+i{x)  -+-  u„_H2(a?)  -H.  . . 

soit  moindre  c|ue  ;r  en  valeur  absolue  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

de  l'intervalle  (a,  b),  ê  désignant  un  nombre  positif  donné  à 
l'avance,  aussi  petit  qu'on  le  voudra.  Soit  f{x)  la  somme  de  la 
série  conveigenle  considérée  ;  on  peut  écrire 

f(x)  =  o(x)-^Kn(3:), 

en  désignant  par  o(-i")  la  somme  des  n  -\-  i  premiers  termes 

tp(x)  =  U„(x)  ■+-  Ui{x)  -^.  .  .+  Un(x). 

Des  égalités 

fixçi)  =  o(a7o)-l-  B„(a-o), 
J\x„—  h)  =  ç(a-„-!- A)^R„(.ro-i-/i), 

on  tire,  en  les  retranchant  membre,  à  membre, 

fixo^h)  — /(a-o)  =  [9( xoH-  h)  —  ■■i(x^)]  ~  R„(3-o^  /î)  —  R„(aro); 
le  nombre  n  ayant  été  choisi  de  cette  façon,  on  a  déjà 
lR«(ar„);<|,  R„(^„+A)|<I. 

D'autre  part,  puisque  les  diOérents  termes  de  la  série  sont  des 
fonctions  continues  de  x,  <i{x)  est  aussi  une  fonction  continue,  et 
l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  y^  tel  que  l'on  ait 

|ç(a:(,+  /0  — <f(To)[  <  y 

pourvu  que  |  h  \  soit  <<  r,.  On  aura  donc,  a  fortiori, 

i/(x„+A)-/(x„)i<3j 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  moindres  que  r,  en  valeur  absolue,  ce 
qui  montre  bien  que  la  fonction /"(j")  est  continue  pour  .r  =  jJq- 

Remarque  I.    —   1!    paraît  au   premier  abord   très  difficile  de 
reconnaître  si    une  série  est  uniformément  converçrenle  dans  un 
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inlerxalle.    La   |)io|)05ition   suivante    perinel,    dans   bien   des    cas, 
d'aflirmer  qu'il  en  ol  ainsi.  Soit 

(  jo)  "u(  -ï"  I  -—  "i  (.'")  —  •  •  .^-  u„(x)  -)-. . . 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fondions  continues  de  ./■   dans 
un  intervalle  (a.  b)  \  soit,  d'autre  part. 


une  antre  série  convergente  dont  les  termes  sont  des  nombres  po- 
sitifs constants.  Si,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  de  l'intervalle 
[a,  b),  on  a,  que!  que  soit  n,  |  ?<„  |  -<  c,,,  la  première  série  (3o) 
est  uniformément  convergente  dans  cet  inler\'alle.  Il  est  clair, 
en  effet,  qu  on  a,  pour  toute  valeur  de  r  comprise  entre  a  et  b. 

!;„^|ti-|  —  .  .  .—  ll„  +  i,(x)  ^..  .       <  C,,^,^  l-„^2— •  •  ■• 

et  il  sullira  de  prendre  un  nombre  IN  assez  grand  |)0ur  que  le  reste 
i„_,_,  +  ('„^o -r  ...  tie  la  seconde  série  soit  moindre  que  e  lorsque  n 
est  ^  N  pour  (|ne  l'on  ait  aussi,  jjour  toutes  ces  valeurs  de  n, 
quel  que  soit  x  dans  l'intervalle  considéré,  |  R„(.r)  |  <  :. 

Par  exemple,  i,,-  *!•  'lm  ■••>  ayant  toujours  la  même  significa- 
tion, la  série 

r,,  -T-  l'isin.r  -(-.  .  .^-  i'„sin/(,?-  -i-.  .  . , 

est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle. 

Remarque  II.  —  La  définition  donnée  plus  haut  d'une  série 
uniformément  convergente  est  équivalente  à  celle-ci  :  une  série 
est  uniformément  convergente  dans  un  intervalle  (rt,  b)  si  à  tout 
nombre  s  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  iN  tel  que  la 
somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  à  partir  de  u^^  soit 
mlérieiire  à  î  en  valeur  absolue, 

(32)  2-     ~      «N+l-F  ;'X*2-i-.  •■—">■+;)'<  ^, 

quel  que  soit  x  dans  l'intervalle  (rt,  b). 

Supposons,  en  eifet,  qu'une  série  soit  uniformément  conver- 
gente en  adoptant  la  première  définition.  Nous  pouvons  détermi- 
ner un  nombre  N  tel  ipie  les  valeurs  absolues  de  Rr^  et  de  H\+,, 
soient   inférieures  à    ' ,   (juel    que   soit  p  ;    on    aura,   a   fo/liori, 
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I  R.^._^^, —  R.,,|<;e:  la  condition  (3?.)  est  donc  vérifiée.  Inverse- 
ment, si  une  série  satisfait  à  la  nouvelle  délinition,  prenons  un 
noniljre  N  tel  fine  la  valenr  absolue  de  7  soit  inférieure  à  ', 
quel  que  soil/j.  On  aura  aussi,  quels  que  soient/?  et  cj. 

>  —y.        =;  "Ji+;.+  l +  •■■-+-  ".\-  +  /.  +  îl  <' 

et,  par  suite,  |  Rx  +  „  |  <  s,  quel  que  soit  p. 

Remarque  III.  —  Le  théorème  démontré  plus  liant  sur  les 
séries  uniformément  converf^enles  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

Si  une  fonction  continue  f{x,  n)  tend  uniformément  vers 
une  (imite  F(;r)  dans  un  inter^'alle  (a,  b),  cette  limite  F[x) 
est  une  fonction  continue  dans  le  même  inten-n/le. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  F(.r)  peut  être  représentée  par  une 
série  uniformément  convergente  dont  le  terme  général  est  une 
fonction  continue. 

32.  Dérivée  d'une  fonction  représentée  par  une  série.  —  Etant 
donnée  une  série  convergente  à  termes  continus  et  admettant  des 
dérivées,  la  série  formée  par  les  dérivées  ne^t  pas  nécessairement 
convergente.  Par  exemple,  la  série  ^  — sin(«-,r)  est  unilbrmé- 

ment  convergente  dans  tout  intervalle,  et  la  série  formée  par  les 
dérivées  est  divergente,  car  le  terme  général  ne  tend  pas  vers  zéro. 
Mais  si  une  série  à  termes  continus  est  convergente  dans  un 
intervalle  {a,  h),  et  si' la  série  formée  par  les  dérivées  de  ses 
termes  est  elle-même  uniformément  convergente  dans  cet 
intervalle,  la  somme  de  la  seconde  série  représente  la  dérivée 
de  la  somme  de  la  première  série. 
Soit 

(33  )  F(  j- 1  =  ((„(a-)  -i-  «[(a:)  -i-. .  .-(-  (<„(.r)  -I-  . .  . 

une  série  convergente  dans  l'intervalle  («,  b),  dont  chaque  terme 
est  une  l'onction  continue  admettant  une  dérivée  dans  cet  inter- 
valle. Nous  supposons  de  plus  cpie  la  série  formée  par  les  dérivées 

(34)  '^(x)  —  u'„(x)  -^  u\{x)  + .  .  .^  ii'ii{.v }  -^  .  .  . 
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esl  uniformément  convergente  dans  cet  intervalle.    Lénoncé    pré- 
cédent sit;nifie  que  l'on  a  F'(a')  =  'î'(.r),  ou  que  la  différence 

0  =  ^ <lMr) 

tend  vers  zéro  avec  //. 
Posons 

S„{t)=  lloi-T)         ~...-^U„(.T),  X„(3")=  «5  (X)        —...-^U'„{x), 

'^n.p{r)  =  u„~t(r)^...^ii„+p(.c),       '^„. , ,(.ï-)  =  «tU,(r  )-:-... -h  w'„+,,(ar); 
on  a,  quels  que  soient  les  nombres  /;  et/», 

S„+f,(a-)  =  S„(x  )^^V„,,,(x),        s„+,,(x)  =  s„(x) -i-il„.,,(a;). 
S„(r)  =  Sn(.T  ),  W„  j,(x)  =  à,i.,ji  ^ )■ 

La  série  (34)  étant  uniformément  convergente,  prenons  un 
nombre  n  assez  grand  pour  que  la  valeur  absolue  de  •!„  (.r)  soit 
inférieure  à  ^,  quel  que  soit  le  nombre  entier^,  et  quelle  que  soit 
la  valeur  de  ,r  dans  Finlervalle  (a,  b);  cela  est  possible  d'après  la 
remarque  II  (n"  31  ). 

Des  deux  égalités 

Sn+pix  -^  h)  =  S„(a--^ /;)-(-  ^Vi,.p(  x  -^  h), 
S„^p(x)  =  S„(x)  -^  W„^i,{x), 

on  tire,  en  les  retranchant  membre  à  membre,  et  en  appliquant  le 
théorème  de  la  moyenne  à  la  différence  ^V„.p(j^  -r-  h)  —  W„.^(j). 

S„^y,(3--f-  h)  —  Su^piX)  =  S„U-  -r-  /i  )  —  S„(.r)  ^  /(  i„,p(j:  -f-  0/i). 

Le  nombre  n  restant  fixe,  si  Ton  fait  croître  le  nombre  p  indé- 
finiment, le  premier  membre  a  pour  limite  F (x -i- h)  —  F(x); 
comme  la  valeur  absolue  de  ■l,i_p(x  -{- Hh)  est  toujours  inférieure 
à  -  >  la  limite  de  cette  fonction  est  elle-même  inférieure  à  ^  en  va- 

0  i 

leur  absolue,  et  nous  pouvons  écrire 

Fi.r  — A  :-  Fi.rj        Sn(x-i-h)  —  S„ix)        z     .       ,, 
1. =  h --3'^'"-''>' 

}\x,  h)  désignant  une  fonction   dont  la   valeur  absolue   est  infé- 
rieure ;i   I.  Cette  égalité  sécrit  encore,  d'après  la  valeur  de  o, 
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D'après   la   façon    dont    on    a   choisi   le    nombre    n,    la    valeur 

absolue  de  la  dillérence  Sn{.i')  —  <I>(.r)  est  aussi  inférieure  à  -  • 

D'autre  part,  Sn(x)  étant  la  dérivée  de  S„(.r),  on  peut  trouver  un 

nombre  positif  ï)  tel  que  la  condition  |  /«  |  <  fi  entraine  l'inégalité 

|S„(>  +  /0- S„(.r)  ,1        i 
s„(  .r  )     <  :;  • 

On   aura   donc  aussi  |  o  |  ■<  s,    |)Oui'vu  que  |  //  |  soil  inférieur  à  yi- 

On  remarquera   que   la   démonstration  ne   suppose   pas   que  la 

série  (33)  soit  uniformément   convergente,    ni    c|ue   les    dérivées 

«'^(.r),  u\[x),  ...    soient  des  fonctions  continues,    (^e    théorème 

peut  encore  s  énoncer  comme  il  suit  : 

Si  une  fonction  f[x,  n),  continue  et  admettant  une  dérivée 
f'{x,  n)  dans  un  intervalle  (a,  b),  tend  vers  une  limite  F(:r), 
et  si  la  dérivée  f'[x^  n)  tend  uniformément  vers  une  limite 
$(x)  dans  le  même  intervalle,  on  a  F'(a;)  =  <^[x).  H  est  clair, 
en  effet,  que  l'on  peut  représenter  F(:r)  et  ^[x)  par  deux  séries 
convergentes,  dont  la  seconde  est  uniformément  convergente  et 
formée  par  les  dérivées  des  termes  de  la  première. 

Les  définitions  et  les  résultats  précédents  s'étendent  sans  diffi- 
culté aux  séries  dont  les  termes  sont  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes. 

33.  Fonction  continue  sans  dérivée.  —  Nous  terminerons  ce  Chapitre 
en  donnant  un  exemple,  du  à  Weierstrass,  de  fonction  continue  qui  n'ad- 
met de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  Soient  b  une  constante 
positive  inférieure  à  l'unité  et  a  un  nombre  entier  impair;  la  fonction 
F(a7),  qui  est  égaie  à  la  somme  de  la  série  convergente 

(35)  F(.r )  =  yb"  cos(ff"-.g), 

est  continue  pour  toute  valeur  de  r,  car  la  série  est  uniformément  con- 
vergente dans  tout  intervalle.  Si  le  produit  ab  est  inférieur  à  un,  il  en  est 
de  même  de  la  série  formée  par  les  dérivées;  la  fonction  F(.r)  admet  donc 
une  dérivée,  qui  est  elle-même  une  fonction  continue.  Nous  allons  démon- 
trer qu'il  en  est  tout  autrement  si  le  produit  ab  est  supérieur  à  une  cer- 
taine limite. 

Nous  pouvons  écrire,  en  désignant  par  m  un  nombre  entier  quelconque, 

(36) 
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en  portant 

S„,  =  -j-  ^    6"  [  cos[a"T:(a'  -+-  Il  )]  —  cos(rt"-.r)  (, 


R„i  =  y  ^   b"  )  cos[«''t:(x  -+-  h)]  —  co>(  «''-x)  |. 

La  formule  des  accroissements  finis  appliquée  à  la  fonction  c»i( a"T:x) 
montre  que  la  dificrence  cos[a"7:(,r  -7-  /(  )]  — cos(a"T:x)  est  inférieure  en 
valeur  absolue  à  T.a"    h  1.  La   valeur  absolue  de  S„,   est   donc  inférieure  a 


,.       .      .     .         tab\"'        .    ,,  ,  X-  1        1 

et,   a    tortioit.    a    - — -, >    si    Ion    suppose   aOy.i.    Nous   cherclierons 

■'  ab  —  I  '  '^ 

maintenant  une  limite  inférieure  de  la  valeur  absolue  de  R/,„  en  donnant  à 

laccroissement  h  une  valeur  particulière.  On  a  toujours 

2,,,  étant  un   nombre  entier  et  c,„  étant   compris   entre et  ^ .Nous 

poserons 


e„,  étant  égal  à  =1 1  :  il  est  clair  que  /(  est  du  même  signe  que  c,,,,  et  infé- 
rieur en  valeur  absolue  à Le  nombre  /(  étant  choisi   de  cette   façon, 

xa'"- 
on  a 

a"T.{x  —  h)  ^  a"-"'a"'T:(x  -r-  Aj  =  a"-"'-( ocm-;-  e,,;); 

a  étant  impair  et  c,,,  ==  i,  le  produit  (i"-"'(a,„-4-  e„,  )  est  de  même  parité 
que  2,,,-i-i  et,  par  suite, 

cos[a"-(  JT  -I-  /(  j]  =  (—  r)»'»-^'. 
On  a  aussi 

cos(a"7:x)  =  co^i  a"-"'a"'-a;)  =  cos[n"-"'Tr(a„, -1-  ;,„)] 
=  cos(  a"-"'2,„-)  cos(a''""' ;„,-); 

a"-'"  7.,,,  est  de  même  parité  que  a,„  et  l'on  a  encore 

cos(a''-.r)  =  (—  i)»"!  cos(rt"-"'ç,„-). 

Nous  pouvons  donc  écrire 

R,„=  '~''''"'"  y  ^,"[i^cos(a"-"'^„-)]-, 
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tous  les  termes  de  la  série  étant  positifs,  la  somme  de  cette  séiie  est  supé- 
lieiue   à   son    premier  terme   et,    par   suite,  à  h'"  puisque   ;,„  est  compris 

entre et  H rar  suite,  nous  avons 

■2  i 

ou  encore,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  h. 

\^,n\>\{ab\"'. 

Supposons  que  l'on  ail 

2  ,    1  s,,,-^    -(ab}'" 
-{aby-> 


ab  — 

il  suffira  pour  cela  qu'on  ait 
(37,1  ab>i^—, 


et  la  relation  i  36)  prouve  que  l'on  aura  alors 

I  F(.r^/(  i— F(.t) 


ab  —  I ^ 

>  I  Rm  I  -  I  S„,  \>l{ab  !"• 1 . 

'3  ab  —  I 


Lorsque  le  nombre  entier  m  augmente   indéfiniment,  il  en  est  de  même 

de  cette  expression,  tandis  que  la  valeur  absolue  de  h  tend  vers  zéro.  Il  est 

donc  possible,  quelque  petit  que  soit  un  nombre  t.  de  trouver  un  accrois- 

,.,.,..  ,  ,      ,  ,  Fi,r  +  /()  —  F(.r  ) 

sèment  /i    intérieur  a  £    en    valeur   absolue    et  tel  que  ; 

'  h 

soit  supérieur  en  valeur  absolue  à  tout  nombre  donné  à  l'avance.  La  fonc- 
tion F'(a-)  n'a  donc  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  x,  pourvu  que  la  re- 
lation (Sj)  soit  vérifiée. 


EXERCICES. 

1.  Soit  p  =_/"i  ti> )  l'équation  en  coordonnées  polaires  d'une  courbe  plane. 
Par  le  pôle  O  on  mène  une  droite  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  O.'M. 
dont  on  prend  l'intersection  avec  la  tangente  .MT  et  la  normale  -AIN  (yî,.?.  4  )■ 
On  demande  d'exprimer  les  diverses  lignes  OT,  ON,  .MN.  .'VIT  en  fonction 
de/(co)  et  de/'(  lu  i. 

Quelles  sont  les  courbes  pour  lesquelles  l'une  de  ces  lignes  est  con- 
stante? 

2.  Soient  j- =  _/(j"i.  ;  =  cj(.r)  les   équations    d'une    courbe    gauche    F; 


soit  .\  le  point  où  h:  plan  normal  en  un  point  M,  c'est-à-dire  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  rencontre  l'axe  des  ;,  et  soit  P  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  O;.  Quelles  sont  les  courbes  T 
pour  lesquelles  une  des  lignes  PN  ou  MN  est  constante? 


R.  Ces  courbes  sont  situées  sur  des  parabolnïdes  de  révolution  ou  des 
sphères. 

3.  Déterminer  un  polynôme  entier  en  x  et  du  septième  degvé / (x ),  sa- 
chant que  f(T)-^i  est  divisible  par  (jr  —  i)»  ei  f{x) — i  par(x  +  [)*. 
Généraliser  la  question. 

4.  Soient  P  et  (^  deux  polynômes  entiers  en  x  tels  que  l'on  ait 


\/i—  P-^=  Q/i  — .r-^; 
on  a,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier. 


,l\> 


Il  d.r 


V  1  —  I  -          V  '  —  -*"'' 
R.   De  la  relation 

(ni  I— P2=  Q2(i  — ar'-), 

on  tire,  en  difl'érentiant, 

{b)  —  l\'?'=  0[2Q'(l  — a72)_2Q.r]; 

la  relation  {a)  montre   que   O   est   premier   avec    P,   et  la   seconde  que  Q 
divise  P'. 

5''.  Soient  R(.r  i  un  polynôme  du  quatrième  degré  n'ayant  que  des  racines 
simples,  et  ^  =  —  une  l'onction  rationnelle  de  t  telle  que  l'on  ait 

V'l<<-ï')=  Q^vf^i'O, 

P 

Ri(ï)  étant   un   polynôme   du    quatrième  degré,  et -:-  une  fonction  ration- 
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u      .     . 

iielle.  Démontrer  que  cette  fûiiction  —  «îilisfuit  à  une  relation  de  la  forme 
dx  A  dt 


s/')\(x)      /ÏMô 

[Jacobl] 
k  étant  une  constante. 

R.  On  remarque  que  toute?  les   racine^;    de   l'équation    R(  —  I  =  o,    qui 

dr 
n'annulent  pas  Ri(/I,  doivent  annuler  UV" —  \  U'  et  ]iar  suite  —j-- 

(j*.   La  dé[ivée  /!"'""  d'une  fonction  de  fonction  _;)'  =  «/(«),  où  u  est  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante  x,  a  pour  expression 

d"y        .      ,  A.,     „  A„         ,   ,, 

(  a  )  -j^  =  A 1  o  (  /(  -,  H (5  {u)-i-,.,^ o<"}  (  „  )^ 


(b) 


d"i,'-        k     d"uk-i        kCk—n       d"ui'-i 

A/,  =  — T— u  — -— 1 u-  — ; 

dr"  1  dx"  [ .  1.  d.r" 

-f-  (—  I  )''■-'  z;-!/''-!  -;— ^  (  /r  =  1 .  2,  .  .  . ,  Il  ). 


On  remarque  d'abord  que  l'expression  de  la  dérivée  d'ordre  n  est  de  la 
forme  (a),  les  coefficients  A,,  Aj,  ...,  A„  ne  dépendant  pas  de  la  forme 
de  la  fonction  <f{u).  Pour  obtenir  ces  coefficients,  il  suffit  de  faire  succes- 
sivement o(  u)  =  u,  (»((/)=  M-,  . . . ,  o(  «)  =  u".  et  de  résoudre  les  équa- 
tions obtenues  par  rapport  aux  coefficients  Ai.  A.,,  ...,A„;  ce  qui  donne 
les  valeurs  (b ). 

7*.   La  dérivée  n"'""  de  a(x-)  a  pour  expression 
d"a(x^) 


dx" 


—  (o3-)"(s'"'(3-M  -+-«("  —  I)  (2.r  )"-2ol''-i)(a-=)  -H.  .  . 

n(  n  —  \).  .  A  n  —  ■>  p  -i-  \) 

—  {'IX  )"--!' cf"-P>(x-)  - 


I  .■>...  /) 

le  nombre^  variant  depuis  zéro  jusqu'au  plus  grand  nombre    entier   con- 
tenu dans  —,  et  ^'■'■(x^)  désignant  la  dérivée  d'ordre  i  par  rapport  à  x-. 

Application  aux  fonctions  e~'',  arc  sina^,  arc  tang.r. 

8* .  Si  l'on  pose  x  =  cos  u,  on  a 


r/'"-'  II  —  .r'  )         '- 

:7z;;rr, =(.-■)" 
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EXEIICICES. 

9.   Le  polynôme  de  Legentlre 


satisfait  à  l'équation  diiréientielle 

en  déduire  les  coefficients  de  ce  polynôme. 

10.  Les  quatre  fonctions 

l'i  =  sin  I  n  arc  sina-).         JKj  =  sin(rt  arc  C05.r). 
r»  =  cos(«  arc  sina-),         y^  =  cos(  n  arc  cosjr) 

satisfont  à  l'équation  différentielle 

(  1  —  r-  ]  y  —  3-y' -^  n-y  =  o. 

En  déduire  les  développements  de  ces  fonctions  lorsqu'elles  se  réduisent 
à  des  polynômes. 

11.  Démontrer  la  formule 

[Halphen.] 

12.  Toute  fonction  z  =  ra  (  --  )  -^  'i  (  •=-  1  satisfait,  quelles  que  soient 
les  fonctions  ç  et  il/,  à  la  relation 

rx'-^r-  isxy  ^-  ty'-  =  o. 

13.  La    fonction   z  =  X'^{x  -^ y)  -^ yb{x  +  y )    satisfait,     quelles    que 
soient  les  fonctions  c  et  'i,  à  la  relation  /•  —  is  —  l  ^  o. 

14.  La  fonction  z  ^  f[x  -r-  ■■^(y  )]  satisfait  à  la  relation  ps  =  qr.  quelles 
que  soient  les  fonclionsy  et  o. 

lo.  La  fonction  ^  =  j^'' 9  ( -^  i  -^^""<1'(       )  satisfait,  quelles  que  soient 
les  fonctions  a  et  'i,  à  la  relation 

rx-^-  isry  —  t y-  —  p  x  -^  ij y  =  n- z. 

16.  La  fonction 

j  =  I  X  —  a,  I  o,  (x)  -.-  1  X  —  a,  \-^i(x)-\-...-^\x  —  a„  |  o„(ar), 
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OÙ  (fi  (a:),  Ç2(.r),  ....a„(T)  sont  des  fondions  continues,  ainsi  que  les 
dérivées  tp'i  (x),  ...,  o'„{x),  admet  une  dérivée  discontinue  pour  les  va- 
leurs aj,  a»,  .  .  .,  Un. 

17.  Trouver  une  relation  entre  les  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre  de  la  fonction  -  =y(.ri,  u),  où  m  =  9(2:2,  x^),  Xi,  x^,  X3  étant  trois 
variables  indépendantes,  _/(  a-],  u),  o(x2,  X3)  deux  fonctions  arbitraires. 

18.  Soient /(.r)  une  fonction  quelconque  dexetf'{x)  sa  dérivée.  Si  l'on 

pose  u  =  [/' { X )]    -  ,  V  =  f(x)[f'(x}]    -  ,  on  a 

I   dP-u,  _  I   d-v 
u  dx-        V  dx^ 

19*.  La  dérivée /i'"'"  d"une  fonction  de  fonction  u  =  '■f( y  >.  où  y  =  ^'{x), 
a  pour  expression 

^di\j\...k\     ■'  '  V  I  /   V  1 .  •-!  /    \  I  •  '• .  3  /  >„  1 . 2 . . .  // 

le  signe  i  étant  étendu  à  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs de  l'équation  £ -r- yy -H  3/; -i-,  .  .  + /A- =  «,  et  />  étant  égal  à 
t'+y-i-...-f-/.-. 

[Faa  de  Brino,  Quarterly  Journal  of  Mathematirs.  t.  I,  p.  Sig.] 

20.  Soit  F(.r)  un  déterminant  d'ordre  n  dont  tous  les  éléments  sont  des 
fonctions  de  x\  la  dérivée  F'(r)  est  la  somme  de  n  déterminants  qui  s'ob- 
tiennent en  remplaçant  successivement  tous  les  éléments  d'une  ligne  par 
leurs  dérivées. 

Que  devient  cet  énoncé  pour  les  dérivées  d'ordre  supérieur? 

21.  Démontrer  la  formule 

-; —  la-"  (logo-)"  1  =  I-+-  Si  log.r-^ — ^^^(  loujr  )--r-.  .  . 

1 . 2 ...  «  dx"  ■-  -j        j  -  I .  i       " 

+  ^^^(log2-)". 


S,,  désignant  la  somme  des  produits/)  à  p  des  11  premiers  nombres. 

[Ml  RI'HV. 

[On  part  de  la  formule 


^/i+a  =  ^n 


■x^{\o%xr-                  ï"(log.r)" 
I  -^  se  loga"  H ^-^ \- . .  .- — — 


que  l'on  différentie  11  fuis  de  suite  par  rapport  à  x. 


CHAPITRE  HI. 


i-ONCTioxs  iMinjc.ni-?;.  —  maxima  et  mixima. 

CHAXGIÎMEXTS  DE  VAIUABLES. 


I.  —  FONCTIONS  IMPLICITES. 

3i.  Étude  d'un  cas  particulier.  —  Il  iirnvc  sou\enl  c|u'on  a  à 
éludier  des  fonctious  dont  on  ne  possède  pas  l'expression  explicite, 
mais  qui  sont  définies  par  des  équations  non  résolues.  Nous  allons 
tout  d'ahord  considérer  un  cas  particulier  (  '). 

Soit /[X,  y,  :■)  une  foiiclion  conlinue.  et  admettant  une  dé- 
rivée  continue  f.{.c,  r,  :)dans  le  voisinage  d'un  système  de 
valeurs  (x,,,  j'o-  ^o)-  Si  cette  fonction  f(x,  y,  z)  et  la  dérivée  f 
sont  nulles  pour  ce  système  de  valeurs,  l'équation 

(I)  Z  =  Z,^/(.V,J',Z) 

admet  une  racine  et  une  seule  s  =  !p(x,  7),  qui  tend  vers  Zg 
lorsque  x  et  y  tendent  respectivement  vers  les  valeurs  x„  et  y„; 
cette  racine  est  une  fonction  continue  des  variables  x  et  y  dans 
le  voisinage  de  ce  système  de  valeurs. 

Les  deux  fondions  f{x,  j',  z)  et  f'.{x,  y,  z)  étant  nidles  pour 
x=Xf,,  yz=.y^^  z  =  Za,  el  continues  dans  le  voisinage  de  ce  sys- 
tème de  valeurs,  désignons  par  a,  h.  c  trois  nombres  positifs  tels 
qiiey(j7,  y,  z)  elf^{x,y,  z)  soient  continues  dans  le  domaine  D 
défini  par  les  conditions 


(')  J'ai  suivi,  pour  l'exposition,  la  méLliude  cleveloppce  clans  mon   article  Sur 

la  t/tcorie  des  fonctions  implicites  {Bulletin   de   la   Société  mathématique, 
t.  XXXI,  190:5). 

G.,  I.  6 
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ol  qu'on  :iit,  en  ouLre,  dans  ce  domaine, 

(2)  \A{-r,y,=)\<K, 

K  étanl  UD  nombre  positif  inférieur  à  l'iinilé.  Il  est  toujours  pos- 
sible de  satisfaire  à  cette  dernière  condition  par  un  clioix  convenable 
des  nombres  a,  b,  c,  puisque  la  foni  tion  continue  fi  est  nulle 
pour  a:=Xo,y=ro,  z  =  z„. 

Nous  emploierons,  jiour  résoudre  Téqualion  (i),  une  niélliode 
d'approximation  analogue  ù  celle  qu'on  emploie  en  Algèbre  pour 
calculer  une  racine  d'une  équation  du  second  degré,  quand  elle  est 
très  petite  en  valeur  absolue.  Posons  successivement 

-1= -u -4-/(2-,  JS^o),         z,  =  Zo  +  f(x,y,z,), 

et  d'une  façon  générale 

(3)  ^„  =  ;o-t- /(.r,  jK,  =«-i),         («=!,■) y.}. 

Je\ais  d'abord  montrer  que  toutes  les  difiéreiices  :■„ — s^  restent 
|)lus  petites  que  c  en  valeur  absolue,  pouivu  que  les  diflerences 
or  —  :i-fi  cl  y  —  j'fi  soient  elles-mêmes  assez  petites,  et  par  consé- 
quent celte  suite  d'o])cralions  peut  être  prolongée  indéfiniment. 
Soit  z-  nn  nombre  cou>[)iis  entre  s,, —  c  et  ^q  +  c;  nous  |)onvons 
écrire 

/(  ^,  y,")=  /(  ^,  y-  -0  )  +  /(  ^,  y,  z)  —  f(.r,  y,Zo), 

et,  par  suite,  en  applitpjant  la  fnrmiile  de  la  moyenne  et  tenant 
compte  de  la  condition  (2), 

(4)  \/(-r,  y,z)\  <  |/(.r,  y,  z,)  \-^K\z-z,\. 

Prenons  maintenant  un  nombre  positif  A,  au  plus  égal  au  plus 
petit  des  deux  nombres  a  et  A,  et  tel  que,  le  point  [x,y)  restant 
dans  le  domaine  D'  déiini  par  les  conditions 

Xa  —  A  --.•?•-  2"o -f-  /( ,      j'o  —  i>  à  y  =  yu-^  1'^ 

la  valeur  absolue  de  /'(.r,  j',  z^)  soit  plus  petite  ipie  (i  —  K)c. 
L'inégalité  (4)  montre  (pi'on  aura  aussi 

I/m-,  7,  -)  I  <  (I  — K)c  +  Kc  =  c. 

D'après  cela,  si  le  point  (.r,  y)  est  un  point  du  domaine  D',  ou  voit 
de  procbe  eu  proclie  que  toutes  les  difTérences  :;,  —  ;„,  z-,  —  ;„,  .  .  ., 
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-■n —  "a-  •■•  sont  plus  petites  que  c  en  valeur  absolue.  On  obtient 
donc  une  suite  indéfinie  de  fonctions  définies  par  la  loi  de 
récurrence  (3),  qui  sont  tontes  continues  dans  le  domaine  D',  et 
restent  comprises  entre  ;„  —  c  et  :;o  -+■  c. 

La  fonction  ^«(.r,  y)  tend  vers  une  limite  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment.  On  tire  en  elFet  des  relations 

z,^=z,-r-f{x,y.  :„-i),         Zn-,=  Zo-h/i X.  y,  z„-,), 

en  tenant  compte  de  la  condition  (2), 

I..,-^„_,|<  Kl -„_,--„_,!, 
et,  par  suite, 

1  -„ -  ;•,-,  I  <  K"->  I  ^,  -  ;:o  I  <  K«-'  (■  -  K )c. 

La  série 

:  j)  z^-^iSi  —  z„)^(z,-  zt)^...~{z„—z„-tt^... 

est  donc  iimloiinéuient  convergente  dans  le  domaine  D',  et  a  pour 
somme  une  tonclion  Z(  x,  y)  continue  dans  ce  domaine.  Cette 
fonction  Z  satisfait  à  l'équation  (i),  car,  si  le  nombre  n  augmente 
indéfiniment,  léqualion  (3)  devient  à  la  limite 

,»;)  l=z.,-i-f{x,y,Z). 

Dailleurs,  pour  .r  ^  ./■„,  1  =  _^oi  toutes  les  fonctions  ;,,  ^2,  ..  .  se 
réduisent  à  ;„.  On  a  donc  aussi  Z(xo,  yo)  ^=  ^o»  et  '^  fonction 
Z{x,y)  satisfait  à  toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 

C'est  la  seule  racine  satisfaisant  à  ces  conditions.  D'une 
façon  plus  précise,  lorsque  le  point  {x,  y)  est  dans  le  domaine  D', 
l'équation  (i)  nadmet  pas  d'autre  racine  que  Z  qui  soit  comprise 
entre  Zg —  c  et  ^o  +  c.  Soit  en  effet  Z,  une  telle  raciue;  des  deux 
relations 

Z,  =  z.,-f  X,  y,  Z,),         z„=  z^-^f(x,  y,  ;„-,), 

on  tire 

Z.  -  --.=/( -r,  y.  z.  )  -/(^,  y,  -«-I  ) 

et,  par  suite, 

|Z,-;:„|<K|Z,-^„-,l. 

On  aura  donc  aussi  |Z,  —  ^„  |  <  K""' [  Z,  — -,  |.  La  différence 
'Li-—z„  tend   donc  vers  zéro  lorsque  n  augmente   indéfiniment, 
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el  Z|  esl  identique  à  Z.  Celle  démonstralion  prouve  non  seulement 
l'exislenco  de  la  racine  Z(:r,  )).  mais  fournit  un  moven  de  la 
calculer.  La  valeur  absolue  de  c,  —  :■„  étant  inférieure  à  (i  —  K.)r, 
la  valeur  absolue  de  z,, —  :,i~{  est  inférieure  à  (i  —  K.)fK"^'.  On 
en  conclut  que  l'erreur  commise,  en  limitant  la  sinie  (5)  au 
terme  (:;„  —  ^«-Oi  "*'■  inférieure  eu  valeur  absolue  à  r;K". 

3o.  Théorème  général.  —  Il  esl  facile  de  passer  du  cas  parti- 
culier précédent  à  un  tlu'orrme  général  d'existence. 

Soit  F(x,  y,  z)  une  /onction  des  variables  .r.  j\  z  satisfai- 
sant aux  conditions  suivantes  :  i"  elle  est  continue  et  admet 
une  dérivée  partielle  ¥'_  continue,  dans  le  voisinap^e  d'un  sys- 
tème de  valeurs  t„,  y,,-  ^oj  2"  F{xg,  y^,  Zq)  est  nul,  tandis  que 
F.  (xo,  yo,  Zfi)  est  différent  de  zéro.  Dans  ces  conditions,  r  équa- 
tion 

(-}  ¥(.T,y,z)  =  o 

admet  une  racine  et  une  seule  qui  tend  vers  z„  lorsque  .r  et  y 
tendent  respectivement  vers  .r„,  }'„,  et  celte  racine  est  une  fonc- 
tion continue  des  variables  x  et  y  dans  le  voisinage  du  point 
(^0;  y  a). 

Soil  m  ^¥_ixt,.  Vu,  z„)\  m  n'est  pas  nul,  par  hypothèse,  et 
l'équation  (7)   esl  érpiivalente  à  l'équalion 

qui  esl  une  O(jualiou  de  la  lonne  (1),  où  l'on  aurait  posé 
f{x,y,z)  =  z  —  zo F(,r,  )•,  z). 

Le  théorème  énoncé  est  donc  établi,  el  il  est  clair  que  le  raisonne- 
ment est  indépendant  du  nombre  des  variables. 

La  racine  Z(.r,  y)  de  l'équation  (-)  dont  nous  venons  de  dé- 
montrer l'existence  esl  continue  à  l'intérieur  du  carré  R  ayant  pour 
centre  le  point  M(,(j?„,jKo)  elses  côtés  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données, la  longueur  de  chaque  côté  étant  éi^ale  à  2/1.  A  l'intérieur 
de  ce  carré,  il  résulte  de  la  démonstration  que  \/'.  {x,_y,  Z)  |  esl 
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loujoiiis  iûlérieur  à  un   nombre  K.  <C  ^  ■  el,  jiar  siille.  F'.i.r.  y.  /.  i 
ne  peut  s'aiiiiiiler  en  aucun  point  de  celte  aire. 

Celle  racine  n  étant  cltHiiiie  qu'à  l'mlérieur  du  linnniine  l\.  nous 
n'avons  ainsi  qu'au  élément  de  fonction  im|)licile.  l'oui-  dclinir 
cette  l'onclion  en  cleliors  du  domaine  11.  on  proi'ède  de  proclie  eu 
ijroclie  de  la  façon  suivante.  Soit  L  un  chemin  continu  parlant  du 
|>oinl  (./■„,  )■(,)  el  aboutissant  à  un  point  (X,  \  )  situé  en  deliors  du 
domaine  R.  Imaginons  que  les  varialjles  .r  et  r  varient  simullaiu;- 
menl  de  telle  façon  que  le  point  de  coordonnées  {.r.  y)  décrive  le 
chemin  L.  Si  l'on  pari  du  point  (j"„,  Vo)  avec  la  valeur  z-g  pour  r. 


on  a  une  valeur  bien  déterminée  pour  celte  racine,  tant  (pi  ou  n'est 
pas  sorti  du  domaine  R.  Soient  M,  (.r, .  j-,)  un  point  <le  ce  chemin 
intérieur  à  R,  el  .;,  la  valeur  corres|)ondanle  de  :;  les  conditions 
du  théorème  général  se  trouvant  encore  vérifiées  pour  ,/;=./,. 
r=:  ri,  z  ^  :■,.  il  existe  un  autre  domaine  R|,  avant  pour  centre 
le  point  M,,  à  l'intérieur  duquel  la  racine  qui  se  réduit  à  z,  pour 
j-:=X|.  >'^  Vi,  est  définie.  Ce  nouveau  domaine  R,  aura  en  gé- 
néral des  points  extérieurs  à  R;  en  prenant  de  nouveau  sur  le  che- 
min L  un  autre  point  Mo,  extérieur  à  R  el  intérieur  à  R  , ,  on  pourra 
recommencer  la  luéme  construction  pour  obtenir  un  nouveau  do- 
maine Ro,  à  l'intérieur  duquel  la  racine  de  l'équation  (^j)  sera  bien 
déterminée,  et  ainsi  de  suite.  On  pourra  continuer  l'opération  tant 
qu'on  n'arrivera  pas  à  un  système  de  valeurs  pour  x,y,  z,  pour 
lequel  F.^o.  Je  me  contenterai  ici  de  ces  indications;  nous  aurons 
à  traiter  en  détail  dans  d'autres  Chapitres  des  questions  analogues. 


36.   Dérivées  des  fonctions  implicites.  —  La  démonstration  du 
théorème  ne  suppose  pas  l'existence  des  dérivées  partielles  F'^,  l'y. 
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On  peul  se  rendre  eoniple  aisément  que  I  existence  de  ces  déri- 
vées n'est  nullemenL  nécessaire.  Soil  par  exemple  csi  jt)  une  fonc- 
tion continue  sans  dérivée  prenant  une  valeur  ]M)siti\e  h  |)Oiirj"  =  a. 
L  équation  1''=  ~{.r)  admet  deux  racines  qui  tendent  res|ieclive- 
ment  vers  ±  \/b  lorsque  x  tend  vers  «,  et  qui  sont  aussi  des 
fonctions  continues.  JNIais,  si  la  fonction  ¥{x.  y,  z)  admet  des 
dérivées  partielles  continues  F^.,  F  ,  la  fonction  implicite  que  nous 
venons  de  définir  admet  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  En 
effet,  laissons  y  constant  et  attribuons  à  x  un  accroissement  \x, 
auquel  correspond  pour  z  un  accroissement  A;;  nous  avons 

F  (a-  —  \.r.y,  z  -A-  A;  )  —  'F{x,)\  z) 

=  Xx'P'j.ix  ~  0  \x,y,  3  +  A;)^  A;  V'-ix.  y.  z  —  h  A3  )  =  o. 

On  en  tire 

As  Fi(3-  -f-  0  A.r,  y.  c  —  A; 


F.(2-,j-,  z  -,-  ')  A; 


lorsque  Ix  tend  vers  zéro,  il  en  e>t  de  même  de  A;.  pui5(|ue  z  est 
une  fonction  coiilmue  de  x.  Le  second  membre  tend  donc  \ers  une 
limite,  et  z  admel  une  dérivée  partielle  par  rappi>ri  ;i  x, 

àz  ^_Fi. 
ôx  Fi  ' 

on  démontrerait  rie  même  la  formule 

,iz  _     f;. 

Remarque.  —  Si  l'éipialion  F  =  o  est  de  degré  m  par  rappori 
à  s,  elle  délinil  m  fonctions  des  variables  x  et  i',  en  su|)posaril 
les  m   racines    réelle-^.    Les    dérivées    partielles  — t—  admettent 

'  (JX      fl  V 

elles-mêmes  m  \aleiirs  |i(irrr  chaque  svsiéine  de  valeurs  tics 
variables  x  el y.  les  foi-mnles  |irécédenles  donnent  sans  ambiguïté 
ces  dérivées  partielles,  pourvu  qiron  remplace  ;  dans  les  seconds 
membres  par  la  valeur  de  la  fonction  dont  on  cherche  la  déri\ée. 
Par  exem|ile.  l'équation 


X--T- 


définit  deux   fonctions  +  \U  —  x-  —  J-  et  —  yi — .x- —  )'-,  qui 
sont  continues  tant  qu'on  a  x--\-y'-<:i  i.  Les  dérivées  partielles  de 
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la  [H'emière  sonl 

-^  —y 

\/\  —  x-^  —  y^-       V  '  1  —  .c-  —  y- 

el  les  dérivées  parlielles  de  la  seconde  s'ohliendroiii  en  cliangcanl 
les  signes.  On  oluieiidiait  les  mêmes  valeurs  en  parlant  des  for- 
mules 

itZ    _         X  i)z    _  Y 

(Jx"       7'  ÔJ^~        z' 

et  y  remplaçani  ;  successivement  par  ses  deux  déterminations. 

37.  Application  aux  surfaces.  —  Si  l'on  regarde  x.  y.  :■  comme 
les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  dans  l'espace,  toute 
équation 

(9)  F(x,  y,z)  —  o 

représente  une  surface  S.  Soient  (x'j,  l'o,  :-a)  les  coordonnées  d'un 
point  A  de  cette  surface;  si  la  fonction  F  est  continue,  ainsi  que 
ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dans  le  voisinage  des 
valeurs  Xq,  )  „,  ^o-  sans  que  ces  trois  dérivées  soient  nulles  simul- 
tanément au  point  A,  la  surface  S  admet  un  plan  tangent  en  A. 
Supposons,  par  e.xemple,  que  la  déiiv('e  partielle  FI  ne  soit  pas 
nulle  |)0ur  x  =-r„,  v=  Tq,  ^  =  ^o-  t)  après  le  théorème  général, 
l'équation  de  la  surface  peut  aussi  s'écrire,  dans  le  voisinage  du 
point  A,  en  la  supposant  résolue  par  rapport  à  .:, 

z  =  a(x,y), 

■f(x,y)é[iLnl  une  fonction  conliniie,  et  l'éipialion  du  plan  tangent 
en  A  est 

/<^-\    ,,-  ,        /àz 


^-^«=(£)„(^--°^  +  (j^),/^-^'" 


remplaçons  —  et  —   par  leurs   valeurs   tirées  des  formules  précé- 
^       '  ()x        (ly    ^ 

dentés  :  l'écpiation  tlu  plan  tangent  devient 

<-  (£j.'--)-(a'^--'-(S).--— 

Si  l'on  avait   (^j    =  o  et  (j-)    7^0,  on  consiilérerait  j  et  3 
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comme  les  variables  indépendantes  cl  :r  comme  une  fonction  de 
ces  variables;  on  arriverait  encore  à  la  même  équation  (lo)  pour 
le  plan  tangenl,  ce  qui  est  évident  a  pHori  d'après  la  symétrie  du 
premier  membre.  On  verrait  de  même  que  la  tangente  en  un 
point  (.ro,  l'o)  d'une  courbe  j)hine  représentée  par  F(j;-,  r)=:  o  a 
pour  équallon 


^^--K£)„-'^-^")(f)o=- 


Si  l'on  a  à  la  fois 

le  point  A  est  un  //oint  singulier;  les  tangentes  aux  diverses 
courbes  situées  sur  la  surface  et  passant  par  A  forment  en  général 
un  cône  et  non  un  plan.  Ce  cas  sera  étudié  plus  loin. 

Dans  la  démonstration  du  théorème  général  sur  les  fonctions 
implicites,  nous  avons  supposé  que  la  dérivée  Fl^  n'était  pas  nulle. 
L'intuition  géométrique  fait  bien  comprendre  pourquoi  celte  con- 
dition est  essentielle.  Si,  en  eli'et,  on  a  (^  )    =  o  et  f  —  )    :;z^  o, 

\  "^  /  {j  ' ,  <^.'r  /  0 

le  plan  tangent  à  la  surface  S  est  parallèle  à  l'axe  des  ;; mie  paral- 
lèle à  l'axe  des  ;;  voisine  de  la  droite  x  ^  x„,  y  =  Vq  rencontre 
généralement  la  surface  en  deux  points  voisins  du  point  de  con- 
tact. L'équation  (9)  admet  donc  deux  racines  tendant  vers  :■„ 
lorsque  x  et  i'  tendent  vers  Xq  et  Vg  respectivenieni . 

Par  exemple,  si  Ton  coupe  la  sphère  ^--1-  T--r-  ;- —  1  =  o  iiar 
la  droite  y  =^  o,  j-  =  i  -|-  e,  il  y  a  deux  valeurs  de  :■  tendant  vers 
zéro  en  même  lemps  que  e,  réelles  si  s  est  négallf  et  imaginaiies 
si  £  est  [losilif. 

38.  Dérivées  successives.  —  Dans  les  formules  qui  donnent  les 
dérivées  du  premier  ordre 

on  peut  considérer  les  seconds  membres  comme  des  fonctions  com- 
posées, z  élanl  une  fonction  intermédiaire.  On  pourrait  donc  cal- 
culer les  dérivées  successives  de  proche  en  proche  en  applicjuant 
la  règle  de  difl'érentiation  des  fonctions  composées.  L'existence  de 
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ces  dérivées  successives  est  (I  ailleurs  subordonnée  ;i  rexislence  des 
dérivées  partielles  des  difléreuts  ordres  de  la  fonction  Fi.r.  ;■,  :■). 

On  ohlient  ces  dérivées  (Tune  façon  plus  simple  en  appli(|unnt 
la  proposition  suivante  :  Lorsque  jiltisieurs  fonctions  d'une 
variable  indépendante  vérifient  une  relation  F  =  o,  leurs 
dérivées  vérifient  la  relation  obtenue  en  égalant  à  zéro  la 
dérivée  du  premier  membre,  prise  par  la  règle  de  difj'éren- 
tiation  des  fonctions  composées.  11  est  clair,  en  edel.  cpie,  si  la 
fonction  F  se  réduit  identiquement  à  zéro  quand  on  y  a  remplacé 
les  variables  dont  elle  dé|)en<l  par  des  fonctions  de  la  variable 
indépendante,  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée.  Le  théorème  sub- 
siste encore  si  les  fonctions  liées  par  la  relation  F=  o  dépendent 
de  plusieurs  variables  indépendanles. 

Cela  posé,  supposons  daboid  quOii  \euille  calculer  les  dérivées 
successives  de  la  fonction  implicite  vde  la  seule  variable  x  définie 
par  la  relation 

F(,.i-,  j')  =  o: 

on  en  déduit  successivement 

dF        c'F     , 

-r-^  —  y  =  "î 

Ox        oy 
ÔJ^  ^       ç/-  F       ,_^  d2V_     ,„^  <)F     „  _ 
0.1-  Ox  ri  y  ■  Oj--  ■         '    uy  ■^  ' 

O'-'F       „    (/^F       .      ..    d^F       .        ..   d'-P      . 


7:  y 


a.r-'  O.r-  oy  ~  Or  Oy-  Ox  Oy  ' 

t'-F     .,       ,<>-F     ,    ,       rfF     „ 

>iy^  ày-     •"       oy' 

et  l'on  calculera  ainsi  de  proche  en  proche  y\  )'",  y"  ^  .... 

Exemple.  —  FtanI  donnée  une  l'onction  ^^^  =/"(a7),  on  peut  inversement 
considérer  j'  comme  la  variable  in  do  pendante  fXx  comme  une  fonction  de  y 
définie  par  l'équation  _)'  =  f[  x  \  <  '  1.  ji  la  do  rivée  /"i  .r  1  n'est  pas  nulli-  pour 

(')  (.'existence  de  la  fonction  inverse  se  démontre  très  simplement  lorsque  la 
fonction  _/■( a;)  va  constamment  en  croissant  ou  en  décroissant  dans  un  intervalle. 
Soit,  par  exemple,  y^f(x)  une  fonction  continue  qui  va  constamment  en 
croissant  de  A  à  B  lorsque  x  croit  de  a  à  b.  A  toute  valeur  de  y  comprise 
entre  A  et  B  correspond  une  valeur  de  x  et  une  seule  comprise  entre  a  et  6 
(n°  8).  Cette  valeur  de  x  est  une  fonction  ■i(y),  qui  est  elle-même  croissante 
dans  l'intervalle  (A,  B).  C'est  une  fonction  continue.  Soient,  en  effet.  (^^,^0) 
un  couple  de  valeurs  correspondantes:  t,  étant  un  nombre  positif  tel  que  x^ — ti 
et  x^-i-  T,  soient  compris  entre  a  et  b,  soient  y„ —  £  et  yis+  »    les  valeurs   corres- 


90  CHAPITRE    m. 

la  valeur  .r,,,  qui  donne  ^Ko  = /(•'^o),  '1  existe,  daprès  le  lliéoième  général, 
une  fonction  et  une  seule  de  y  qui  satisfait  à  la  relation  y  =  f(x)  et  qui 
prend  la  valeur  x^  pour^  =  y^\  c'est  ce  qu'on  appelle  la  fonction  inverse 
de/(^).  Pour  calculer  les  dérivées  successives  .r^,  x\~.^  x"'.  ...  de  cette 
fonction,  il  suffit  de  dill'érentier  plusieurs  fois  de  suite,  en  considérant  y 
comme  la  variable  indépendante,  ce  qui  nous  donne 

()    =  /"  (X)(x'yy-hf'(X)  X'y--, 

O  =/"'(.t)  (x;.)3-(-  'if"(x)x'yX'y:^f'iX)x'yS, 


r(x)        ,,,     ■^f"(x,y~fix}r 


Il  est  à  remarquer  que  ce  système  de  formules  ne  change  pas  quand  on  per- 
mute x'y  etf{x),  x"^.,  et/"{x),  x'",  etf"'(x).  .  .  ..  car  la  relation  entre  les 
deux  fonctions j' = /(a:)  eta;=tf(>')  est  évidemment  réciproque. 

Pour  donner  une  application  de  ces   formules,  supposons  qu'on  veuille 
obtenir  toutes  les  fonctions  _>•-  =  _/"(:!:)  qui  satisfont  à  la  relation 

„>">■  —  ^y''=  o; 

quand  on  prend  y  comme  la  variable  indépendante,  et  x  comme  la  fonc- 
tion, cette  équation  devient  xi'i  =  o.  Or,  les  seules  fonctions  dont  la 
dérivée  troisième  soit  nulle  sont  des  polynômes,  du  second  degré  au  plus. 
On  aura  donc,  pour  x,  une  expression  de  la  forme 

X  =  C,y'^  Cîj-i-Cj, 

C|,  Co,  C3  étant  trois  constantes  quelconques;  en  résolvant  cette  équation 
par  rapport  à  y,  on  en  conclut  que  toutes  les  fonctions  y  =  f{x)  qui  satis- 
font à  la  condition  proposée  sont  comprises  dans  la  formule 


y  =  a±v'Ox-c^ 

a,  l>,  c  étant  trois  constantes  arbitraires.  Cette  équation  représente  une 
parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  des  .r. 

39.   Dérivées  partielles.  —  Consiiiérons  mainleaant  une  ionclion 
implicite  de  deux  variables  délinie  par  léqualioii 
(II)  F(,r,  y,  z)  =  o: 

pondantes  dej';  si  la  valeur  absolue  de  y — y„  est  inférieure  au  plus  petit  des 
deux  nombres  s,  a',  la  valeur  absolue  de  x  —  x„  est  inférieure  à  r,.  Si  la  fonc- 
tion/(.r)  va  constamment  en  croissant  de  — x  à  -)-■>:  ou  inversement,  lorsque 
X  croit  de  —  x  à  ^-  x.  à  toute  valeur  île  T  correspond  une  valeur  de  x  et  une 
seule.  Tel  est  le  cas  pour  lu  fonction  x",  n  étant  un  nombre  positif  impair. 
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les  dérivées  parliclles  du  premier  ordre  sont  données,  comme  nous 
l'avons  déjà  vu  tlireelement,  par  les  relalions 

.(F        ')F  àz  _  d¥        <)F  dz  _ 

O.r        oz    0.r  "     '  Oy        Oz    oy  ~~ 

Pour  avoir  les  dérivées  partielles  du  second  ordre,  il  suffit  de  diflTé- 
renlier  de  nouveau  les  deux  équations  (12)  par  rapport  à  x  et  à  1-, 
ce  C|ui  donne  trois  relalions  distinctes  seulement,  car  la  dérivée  de 
la  première  par  rapport  à  r  est  identique  à  la  dérivée  de  la  seconde 
par  rapport  à  .r. 

()^F  ,    ^   c>-F    d£  c*îF/dG\5       dF  d'-z  _ 

t                                  Ox-         '  Ox  ôz  Ox  Oz-  \ox )          dz  dx-          ' 

}    d^-F           à-^F    <)z_         (>2F    Oz  O^F  Oz  Oz        oF     0^ z     _ 

j  dx  dy        OxOz  oy        ày  dz  Ox  dz-    Ox  oy         oz  dx  ày 

1  îUl  ^  ,   '''^    "-■        (f-F  /àzY_^dF  d-^z  _ 

Oy-         '  Oy  dz  dy         Oz-  \  Oy  )  Oz  dy^  ~   '' 

et  Ion  calculcr;iit  de  uiènie  les  dérivt'cs  du  Iroisiéme  ordre  et 
d'ordre  jjlus  élevé. 

L'emploi  des  dififéientielles  totales  permet  encore  de  déterminer 
eu  même  temps  toutes  les  dérivées  [)arliellos  du  mèine  ordre.  Il 
suffit  pour  cela  de  s'appuver  sur  le  théorème  suivant  :  Lorsque 
plusieurs  fonctions  u,  c,  tv,  ...  d'un  nombre  quelconc/ue  de 
variables  indépendante!;  x,  r,  z,  ...  vérifient  une  relation 
F  ^  o,  les  différentielles  totales  satisfont  à  ta  relation  dF=  o, 
obtenue  en  prenant  la  différentielle  totale  de  F  comme  si  toutes 
les  variables  dont  elle  dépend  étaient  des  variables  indépen- 
dantes. Pour  le  démontrer,  supposons  qu'on  ail  une  relation 
F(«,  f,  n- 1  =  o.  u.  i'.  n'  étant  des  l'onclions  des  variables  indé- 
pendantes X.  y.  ;,  t.  Les  dérivées  partielles  de  u.  r,  ii'  satisfont 
aux  quatre  équations 


àF 
du 

du 
dx 

-h 

dF 
dv 

dv 
dx 

+ 

<;f 

dw 

Ix 

=  0, 

oF 

du 

<^F 

dv 

rjF 

dw 

Jû 

ày 

dv 

'^ 

dw 

''y 

' 

ÙF 
du 

Ou 
dz 

■+- 

dF 
dv 

dv 
ôz 

-+- 

c/F 
dw 

dw 
dz 

=  0, 

ÔF 

du 

àF 

dv 

OF 

dw 

du 

dt 

~^ 

dv 

01 

"^ 

Ow 

~dt 

=  "> 
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iniilliplions-les  respectivement  par  dx,  dy,  dz,  dt  et  ajoiiloiis-les, 


il  vient 

d¥ 


dF  =  o. 


Nous  voyons  encore  ici  l'avantage  de  la  notation  différentielle,  car 
la  relation  précédente  est  indépendante  du  choix  et  du  nombre 
des  variables  indépendantes.  Pour  avoir  une  relation  entre  les 
différentielles  du  second  ordre,  il  suffira  d'a|)plic|uer  le  lliénrème 
général  à  la  relation  û?F  =  o,  considérée  comme  une  étjuation 
entre  u,  r,  iv,  du,  f/c,  t/(v,  et  ainsi  de  suite;  on  remplacera  seu- 
lement par  zéro  toutes  les  différentielles  d'ordre  supérieur  des 
variables  qu'on  a  choisies  pour  variables  indépendantes. 

Appliquons  ceci  au  calcul  des  différentielles  totales  successives 
de  la  fonction  implicite  définie  par  l'équation  (ii),  x  el  y  étant 
les  variables  Indépendantes;  Il  vient 

-)F  OF  ûF 

-  ax  -^  — —  a  y  H ciz  =  o, 


dx 

' 

dy 

-       '     (JZ 

.)F 

■iF 

i)F 

c'F   , 

dr 

r/x 

+ 

^ 

dy  + 

l)Z  ' 

U) 

-^''^^  =  "- 

et  les  deux  premières  de  ces  équations  peuvent  remplacer  les  cinq 
relations  (la)  et  (i3);  de  l'expression  de  d:  on  d/dnit  les  deux 
dérivées  du  premier  ordre,  et  de  l'expression  de  (/- ;  on  déduit  les 
trois   dérivées  du    second    ordre,  elc.    (Considérons    par    extwnpie 

l'équation 

Xx--h  K'y--^  A" z-  =  I, 

qui  donne,  en  différentlant  deux  fois, 

A.r  dx  -h  A' y  dy  ■+-  A"  z  dz  =  o. 
A  dx-  -+-  A'  dy-  ■+-  A"  dz-  -h  A"  :;  d-  ^  =  o  : 

de  la  première  on  lire 

,             A  X  dx  -+-  A  '  )'  dr 
'^^= A".    '      ' 

et,  en  portant  celle  valeur  de  dz-  dans  la  seconde.  Il   vient 

Al  .\.r2+  ,\";'  )  c/.r^  -h  'lAA'xy  dx  dy  -^  A'(  A'  v--^  A" z-  i  dy- 
'"'  = ^^iï- ^ — • 
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On  nui-a  doDc.  eu  eiii|)loy;inl  la  iiolatiDii  do  iMoiige, 

P 
A,  A.r=—  A';=  i 


A  X 

7=- 

AA.?)- 

A"- -3    ' 

t  = 

A' 

(A'.r 

•-- A";M 

A 

"-  ;;■' 

La  mélliode  est  évidemmenl  généralo,  (inel  f|iie  soil  le  nombre 
des  variables  imlépeiiflantes  el  l'ordre  des  dérivées  parlicll<s  ([u'on 
veut  calculer. 

Exemple.  —  Soit  z  =  J\.r,  y)  une  fonction  des  deux  variables  .r  et  ^j'. 
Considérons,  dans  la  relation  précédente,  y  et  z  comme  doux  variables 
indépendantes,  el  x  comme  une  fonction  implicite  de  ces  deux  variables; 
proposons-nous  de  calculer  les  dilïércntiellos  du  premier  et  du  second 
ordre  dx  et  d^x.  On  a  d'abord 

d-  =  iLjr^':!L,/  .■ 

rJx  '  ■'  Oy  '  ■^'  ' 

comme   on   prend  r  et  ;;  pour  variables  indépendantes,  on  doit  supposer 
nulles  d-y  et  d'-z.  et.  en  prenant  de  nouveau  la  différentielle,  il  vient 

o  =  -^-  dx-  ^  2 dx  fly  -T dy-  -. — —  d-x. 

ox-  àx  dy  -^         ijy-    ■'  dx 

Ces  équations  peuvent  s'écrire,  en  employant  la  notation  abrégée  île 
Monge  pour  désigner  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second 
ordre  de  là  fonction /(.r,  r), 

dz  =pdx-^qdy, 
o  =  r  dx-  -^  2 i  dx  dy  -f-  /  dy-  -h  j)  d-x: 

on  tire  de  la  première 

dz  —  q  dy 


dx 

P 

et,  en  portant  cette  valeur  de  dx  dans  la  seconde,  on  a 

/■  -'/;■-  -~- 1(  ps  —  qr  )  dy  dz  -i-  {q-  r  —  2  pqs  ^-  p-t  i  dy- 

■^  -  pi 

Les  dérivée?  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  x.  considérée 
comme  fonction  des  variables  .:  et  y,  ont  donc  les  valeurs  suivantes  : 

àx         I  àx  _        q 

dz  '~  p'        <>y  ~     p' 

d^-x  r  à-x    _qr~ps  à"- x  _  npqs  —  p'-t  ^  q-r 

dz-  p^  dy  àz  />'  dy-  p'^ 
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Proposons-nous,  comme  application  de  ces  formules,  de  trouver  toutes 
les  fonctions  y^ a-,  >•)  satisfaisant  à  l'équation  q-r-^p-t:=  ipqs.  Si,  dans 
la  relation  z  ^=  f(x,  y),  on  considère  x  comme  une  fonction  des  variables 

01.  X 

indépendantes   y  et  .:,   la   condition   précédente   devient   =  o.    Cette 

r  J  <  1  ,jy> 

Ox  ,  .         ,  ,  ,  t).r 

équation  exprime  que  —   ne  dépend  pas   de  y,   on   a  donc    —  =  '^(z), 

o{z)  étant  une   fonction  quelconque  de  z.  Celle  nouvelle  équation  peut 

s'écrire 

—  \x  —  y  ii(  z  i\  =  o, 

et  elle  exprime  que  x  —  y^{z)  ne  dépend  pas  de  jk-  On  a  donc  encore 
x  =  r  o(s)-t-']/(s), 

^{z)  étant  une  autre  fonction  quelconque  de  z,  et  l'on  obtiendra  toutes 
les  fonctions  z  =  f\x.  y)  répondant  à  la  question  en  résohant  l'équation 
précédente  par  rapport  à  z.  Cette  équation  représente  une  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  reste  parallèle  au  plan  des  xy. 

40.  Équations  simultanées.  —  Pour  éliidicr  les  syslùmes  de 
fonctions  implicites,  définies  par  des  équations  siiiuillanées,  nous 
suivrons  la  même  niarclie  qu'au  n°  34.  Soient 

/,(a;,,  ...,.r„;  Ji,  ...,r/<).  •••:  fiAocu---,Xn\yi-,yi,---,yp) 
p  fonctions  des  n -\-  p  variables  x,,  j'a,  continues  el  admettant  des 
dérivées  partielles  —  continues  dans  le  voisinage  d'un  système  de 
valeurs  Xi^=x'j,  y/^z^  yl.  Si  en  outre  les />  fonctions /y,  ainsi  que 
les  p-  dérivées  partielles  -=-^  >  sont  nulles  pour  ce  svstème  de  va- 
leurs, les  p  équations 

(14)         r,  =  .,-?+/,,       r.  =  yî  ■+./,,        ...,       y,,  =  rl^fp 
admettent  un  système  de  solutions  et  un  seul 

^1  =  <?i(J"i,.î^2>  ■••,ar„),  ...,         y,,=  Op(x,,Xi,  ...,x„), 

qui  tendent  vers  les  valeujs  y1,  y?,,. .  .^y^,  lorsque  .r,,  .r^,  ...,  j:„ 
tendent  respectivement  vers  x^,  xl,  ...,  a",  et  qui  sont  des  fonc- 
tions continues  dans  te  voisinage  de  ce  système  de  valeurs. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  un  système  de  deux  équations 
entre  deux  variables  indépendantes  x  et  j',  et  deux  fonctions  «etv', 
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et  supposons  ^0  =  .Vo=  "o^ ''(1=  o.  On  peut  toujours  satisfaire 
à  cette  dernière  condition  en  remplaçant  x,  y,  u,  c  par  Xa+x, 
j'o  +  J>'.  «0-^".  f'o  + ''  respectivpment.  Les  équations  (i4)  sont 
alors  «le  la  forme 

(rji  u  =  fi  .r.y\  u.,ç),         v  =  ■o(.T.y.  u,  i' }, 

1       r  •  r         ''f    ''/'    "'^     '■*'-  .  11 

les  lonctions /, -.s,  ^-.  —,  ^,  -^  étant  nul  les  pour  a?  =>■=«=:  i'  ;=o, 
•''''(/«     dv    Ou    Ov  l  J  ' 

et  continues  dans  le  voisinage.  Soient  t/,  b,  c  trois  nombres  posi- 
tifs tels  que  les  six  fonctions  précédentes  soient  continues  dans  le 
domaine  D  défini  par  les  conditions 

kl-«.       \y\  =  i>-       l«l  =  '-,       IH^c, 

et  de  plus  rpiou  ait  dans  ce  domaine 

(.6,  1^1  <K,  r^|<K,  |-|<K,  1^1  <K, 

R  étant  un  nombre  |)Ositif  inférieur  à  -•  Formons  comme  plus  baut 
deux  suites  de  loiictiiins  en  posant 

"i  =/•  ''i.r;  o,  o),  c,  =:  o(  x,y  ;  o,  a), 

U2=f<.v,r:  i/i,i.'i).         i'2  = -^ ( a;, _;r :  Mi,i',), 

et  d'une  façon  générale 

I17)  u„  =  /(x.r;  tin-i,  i>,i-i),         v„  =  o(x,y;  u„-i,i\,-\). 

Si  les  valeurs  absolues  de  i/,i-i,  ''n-i  sont  inférieures  à  c,  en 
appliquant  la  formule  de  la  moyenne  aux  diflérences  li„ — 11,. 
i'„ — l'i ,  et  en  tenant  compte  des  conditions  { 16).  il  vient 

I  "«  I  <  1/(^1  J-:  o.  o  I  I  -.-  2Kf,         I  c„  I  <  I  ç(.r,7;  o,  o  .  |  ^  2Kc. 

Choisissons  maintenant  un  nombre  positif /i,  au  plus  égal  au  plus 
petit  des  deux  nombres  a  et  b,  et  tel  que  les  valeurs  absolues 
de/(x,  j';  o,  o  )  et  de  '-;(x,  j';  o,  o)  soient  plus  petites  que(i  —  2K)c 
lorsque  les  valeurs  absolues  de  x  el  de  y  ne  dépassent  pas  h. 
Lorsque  le  point  {x,y)  reste  dans  le  domaine  D'  ainsi  défini,  on 
voit  de  proche  en  proche  (|ue  toutes  les  fonctions  iii,  c,-  sont  con- 
tinues et  restent  inférieures  à  c  en  valeur  absolue. 

Les  fonctions  u„  et  v,,  tendent  vers  des  limites  Vj{x,  y)  et 
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y{x,  y)  lorsrjue  n  augmente  indéfiniment.  Consiciérons  en  efïet 
les  deux  séries 


\  "]-^("2— "1) -^.- •  —  (««— ««-1) -:-.. ., 

Des  relations  (i~  )  on  tire 

(/.„—  u„-i  =f{-r,y;  u„^i,  Vn-i)—f{x,y,  u„^,,  f,,-?), 
et,  |)ar  suite,  d'après  les  conditions  (16), 

I  «,!—  H„-i  I  <  K|  u„-, —  u„-i  I  -(-  K|  (■„_,  —  i„^,  I; 

on  a  évidemment  une  inégalitr  toute  jjareille  pour  |  r„ — <'h-i|i 
de  sorte  qu'en  désignant  par  H„  le  plus  grand  des  deux  nombres 
1 11,1  —  «H_i  \  ^'<-  \  *'« —  ^'«-1  |i  <>"  a 

H„<),KH„_,, 

et,  par  conséquent,  H„<;(2  K.)"~*Hi  <;(2K)"~'  (i  —  2R)r. 

Les  deux  séries  (iS)  sont  donc'uniformémenl  convei'genles  dans 
le  domaine  D',  et  représentent  deux  fonctions  U(a',  jk)  el  V(x,  i') 
continues  dans  ce  domaine.  Ces  fonctions  U  et  V  satisfont  aux 
équations  (i5),  car,  si  le  nombre  n  augmente  indéfiniment,  les 
relations  (17)  deviennent  à  la  limite 

U  =f(x.y.  r.  \'  1.         V  =  ■■^(.T,x:  U,  V). 

On  démontrerait  comme  plus  baut  que  ce  sont  les  seules  racines 
des  équations  (i5)  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé. 
Prenons  enfin  un  système  de  la  forme  la  plus  générale 

(19)     F,(37,,.r2, x,r,y,, jp)  =  o,         Fs  =  o,         ....         F,,  =  o, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  fonctions  continues,  et  admet- 
tant des  dérivées  partielles  — '-  continues  dans  le  voisinage  d'un 
système  de  valeurs  .r",  ....  x",  y",  .  . .,  y^,  pour  lequel  on  a 
Fi  =  n,         Fj  =  o.         ....         F,,  =  o. 

Ces  équations  ailmettent  un  système  de  solutions,  et  un  seul. 
de  la  forme 

71=  ?i(^i'  ■  •  o  a-,;),         ....        y,,=  '^i,{xi,x,,  ...,x,il, 
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S,,  ^2,  . .  .,  oA  étant  des  fondions  continues  de  x,,  ....  .x„,  qui 
tendent  respectivement    veis  y",  ...,  y",  lorsque  Ls  variables 

Xi,  ^2,  . . .,  Xn  tendent  elles-mêmes  vers  x",  x^ .r",  pourvu 

que  le  déteriuinant 


()F., 
<>y. 

Oy. 

ne  soit  pas  nul  pour  ce  système  de  valeurs. 

I^e  déterminant  A  s'appelle  le  jacohieu ^  ou  le  iléterminunt 
fonctionnel  des  /)  fonctions  F',,  Fo,  ...,  Vp  par  rapporl  aux  va- 
riables y, ,  i  2,  ....  ip.  On  le  représente  par  la  notation 


D(  F,.  F,. 


l^,.» 


Pour  simplilier,  nous  supposerons  qu'on  a  d'abord  remplacé  Xi 
par  .r"+  xi  et  )-/i  pai".'"  4-.XA,  de  façon  que  toutes  les  valeurs  ini- 
tiales .r°,  yl  soient  nulles.  Soit  «y*  la  valeur  de  la  dérivée  y-î  pour 
ces  valeurs  initiales.  Par  hvpoihèse,  le  déterminant 


est  différent  de  zéro.  Le  système  des  équations  (ly  )  est  évidemment 
équivalent  au  système  suivant  : 


(20) 


«21  J'iH-  «22^2-+-. 


«1/,.}'/)=  «]i  ri  4-. 

«2;;J/.  =  «21..ri-t-. 


■-+-  "i/'J'/'—  Fi  =  ?!' 
. -t- «2/) .?•/)— F2  =  Çî- 


■  ^  "-piiyr       '  /'  —  ?/'  • 
ainsi  ipie  les  dérivées  par 


les  fonctions  cd,,  'J2.  •■■,  f/j  sont  nullt 

lielles  -^  pour  .r,=  o,  J'a^  o.  En  résolvant  ce  système  (20)  par 

rapport  à   v,.  Y2 f/),  ce  qui  est  possible  puisque  A  n'est  pas 

nul,  on  aura  bien  un  système  de  la  forme  (i4)- 

G.,  I.  7 
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41.   Calcul  des  dérivées.  —  Lorsque  les  fondions  F,  ont  des  dé- 
rivées partielles  conlinues  — ^;  les  fonctions  ini|ilicites  définies  par 

les  équations  (19)  admettent  aussi  des  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  par  rappoit  aux  variables  Xj.  Prenons  par  exemple  un 
système  de  deux  équations 

(21)  Fi  (a',_>',  ;,  M.  (')  =  o,         F2(.r,  j', .:,  M,  i')  =  o. 

Laissant  y  et  z  constants,  donnons  à  .r  un  accroissement  A.r,  et 
soient  Aw  et  Ai'  les  accroissements  correspondants  des  fondions  u 
et  V.  Les  équations  (21  )  peuvent  s'écrire 


/dF, 


.     -  ,  -H  Am  (  — h   e'  )  +  Ad 

0.T  I  \  ctU  I 


t»F, 


vers  zéro  lorsque  A, 

.,  t/H  I  \  àv  '  /        \  Ov  j  \  Ou         '  / 


î,  e',  e",  71,  •/■/,  Y)"  tendant  vers  zéro  lorsque  A.r,  A«,  Ar  tendent  vers 
zéro.  On  déduit  de  là 


/dF, 
\u  \  (Ir 


lors(|ue  A.z-  tend  vers  zéro,  il  en  esl  de  même  de  A(/,  Ar  et,  par  suite, 

Ah 

de  £,  î',  s",  •/!,  Yi',  Yi''-  Le  rapport  —  a  donc  une  limite,  c'esl-à-dire 
ri  ^^  I 

que  u  admet  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  x, 


Ou 

ov\ 

~ûx 

OV, 
Ov 

_1^ 
Ov 

Ox 

àx    ' 

liïî 

dFs 

0\\ 

Ov 

dF, 
Ou 

Ou  verrait  de   même   que  le    rapport  —  tend   vers    une    limite 

c    ■    \àv  ■  ,  .  ,.  .  , 

tinie— ,  qui  est  donnée  par  une  lormiile  analogue;   pratiquemeni, 

on  calculera  ces  dérivi'es  partielles  au  moyeu  îles  deux  équations 

(/Fi  t>F|  Ou  (JF|  Ov  _ 

Ox  Ou    dx  dv    Ox          ' 

dFj  dF,  du  dFj  àv  _ 

dx  du    Ox  Ov    Ox  ~~    ' 
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et  loG  obtiendra,  de  la  même  façon,  les  dérivées  partielles  parrari- 
port  aux  variables  y  et  s. 

Les  dérivées  successives  se  calculent  comme  dans  le  cas  d'une 
seule  équation.  Il  faut  encore  observer  que.  lorsfju'd  y  a  plusieurs 
variables  indépendantes,  il  est  avantaj^eux  de  calculer  les  différen- 
tielles totales,  pour  en  déduire  tontes  les  dérivées  partielles  du 
même  ordre.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  deux  fonctions  u 
et  ('  des  trois  variables  x,  y.  z-,  définies  par  les  deux  relations  (2  1); 
les  différentielles  totales  du  premier  ordre  du  et  di'  sont  données 
par  les  deux  équations 

OF,  oF,  ./F,  oF,  r/F,    , 

—  ax av •  dz  -!-  —  liu •  dv  =  o, 

O.r  Oy     '  il:  du  c/r 

«F,   ,         oiF,   ,         oF,    ,         '/F,    ,         c'F.,    , 

ax ay  -^  — ■  dz  —  — ^  au  —  — ■"  rfi-  =  o. 

Ox  ijy    '  Oz  'lu  c/i- 

Un  aura  ensuite  d- u  et  d^y  au  moven  des  équations 


(<^Ildx-...-'^d.)'-'^ 
\  Ox  ài'        I  du 


dx  ^ .  .  .  —  -^ —  di-  I ^ —  d-  u  ^  —  d^  V  =  o. 


(  dx  ^ .  .  . rtc-  )      —  d-  a  —  d- 1'  =  o, 

'    Ox  (U>  '  du  yr 

et  ainsi  de  suite.    Dans  les   équations   qui   donnent  d" u  el  d"y.  le 

déterminant  des  coefficients  de  ces  différentielles  est  égal,  quel  que 

,  ■       DiF,,  F,  »       .  ,  ,  .  .  I 

soit  n,  au  laconien   —r ^cini,  par  hvnolhese,  n  est  pas  nul. 

42.  Inversion.  —   Soient   •.;,.   -f-i 9,,,    n  fonctions  des   «    variables 

....  ,,  11-       D(o,,  02 -z,,,  1 

indrpendanles  x,,  x.,,  ....  arn,  telles  que  le  jacobien  — — '- •- —   "•» 


D(. 


soil  pas  iilentiquement  nul.  Les  n.  équations 

(   u,  =  ïïi,(.r|,  .  .  ..  a-„  I.         ;/,  =  'i»(.ri,  jTs,  .  .  .,  a-„  I.  .... 

(22)  ■  .         ,  -       .- 

(  M„  =  -.i„(  a:-,,  j- .;,...,  a^„) 

définissent  inversement  (  '  )  ^1.  ^î,   ....  .r„  en   fonction  de  U\,  «5,  .  .  .,  «„. 
Il  suffit,  en  ellel.  déconsidérer  un  système  de  valeurs  x\,x\^  ....  xf,  pour 

(')  .Nous  ne  définissons  dinsi  les  fonctions  inverses  que  dans  le  voisinage  d'un 
système  de  valeurs  particulières  u°.  Le  cas  où  à  tout  système  de  valeurs  de  a,, 
M.,  ....  «„  correspond  un  système  et  un  seul  de  valeurs  pour  x:,.  x„,  ...,  a;„  a 
été  étudié  aussi  par  divers  géomètres.  [  Voir  H.vd.vm.vrd,  Sur  les  transforma- 
tions ponctuelles  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXXIV,  1906).] 
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lesquelles  le  jacobien  n'est  pas  nul:  «';,  i/2,  ....  uj,  désignant  les  valeurs 
correspondantes  de  u^,  i/o,  ....  u„y  il  existe,  d'après  le  théorème  général, 
un  sjstéme  de  fonctions 

a:i  =  4*1  (  "i:  .  •  ■ .  «'i);         x.2=  ■!^i("i,  ■  • -,  Un),  .... 

x„  =  6„(«,,  iu_.  .  .  .,  ;/„  ), 

qui  satisfont  aux  relations  (22)  et  qui  prennent  les  valeurs  .r].  x%,  . .  .,  x% 
pour  «1=  M|,  ...,  Mn  =  «X-  Ce  sont  les  fonctions  inverses  des  fonc- 
tions Oi,  02.  ....  o«:  la  détermination  effective  de  ces  fonctions  s'appelle 
une  inversion. 

Pour  calculer  les  dérivées  des  fonctions  inverses,  il  suffit  d'appliquer  les 
règles  générales.  Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  fonctions 

u=f{x,y),         v  =  o{x,y), 

si  l'on  considère  inversement  u  et  v  comme  les  variables  indépendantes, 
X  ex.  y  comme  les  fonctions,  on  a  les  deux  relations 

du  =  -^dx  ^  -^  dy. 
dx  d-)-    '  ' 

av  =  — ^  dx  -+-  — =-  tiK, 
dx  dy 

d'où  l'on  tire 

do    ,  df   ,  do    ,  df 

—i-dii —  dv  '-du  ^  ^^ dv 

dy 


dx  =   — ;: --: — —  >  rfr 


df  Oo         df  do  ■  df  do         df  do 

dx  dy        dy  dx  dx  uy        dy  dx 


On  a  donc  les  formules 

dx                    'dy 

dx 

dv   ~ 

dy 

dv   ~ 

àf 
dy 

du 

dy 

df  no        df  do  ' 
dx  dy        dy  dx 

do 
dx 

df  do        df  do 
dx  dy        dy  dx 

àl 

dx 

du 

df  do        df  do  ' 
dx  df        dy  dx 

df  do         df  do 
d,r  df        dy  dx 

43.  Tangente  à  une  courbe  gauche. —  Considérons  une  courbe  C 
représentée  par  un  système  de  deux  équations 

F|i  X,  y,  ::}  =  o, 


(   F.,i.r._>',  S)  =  o 
soient  j^o,  jj'o;  -0  'es  coordonnées  d'un  point  Mo  de  celle  courbe, 
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tel  (jiie  l'un  au  moins  des  [rois  jacobicns 

r)h\  dF,        dF,  tiF,       ')Vj  >)F,       dF,  <jV.,       oF,  <;F,        àV,  «F, 
dy     dz  Oz     ôy  OZ      d.r  dx     i>z  d.r     dy  '>y     d.r 

soit  difTérent  de  zéro,  ([uarul  on  y  remplace  x,   i',  ;  par  .r,,,  y».  Zq. 

c                                   fil'                  D(F,,  F5)  .  , 

supposons,   pour  rixer  les  idées,  que  -j ne    soil   pas    nul 

pour  les  coordonnées  du  |)oint  M,,;   des  équations  (a3)  on  |)eiil 

alors  tirer 

y  =  ■i(x).         z  =  'l(x), 

o  et  A  étant  des  fonctions  continues  de  x  se  réduisant  respective- 
ment à  ")  Q  et  z-o  pour  x  =  Xo-  La  tangente  à  la  courbe  C  au  [loint  M„ 
est  alors  représentée  par  les  deux  équations 


quant  aux  dérivées  ~>'{x)  et  'l'(x),  elles  se  calculent  au  moyen  des 

deux  relations 

^F,        dF,    ,,     ^       rfF,  .,, 

h  -— -  o  (  a;  )  -(-  — —  ij;  (  .r  )  =  o, 

d.T  dy    '  dz 

dF„        dF.,    ,  ,  c*F,  ,  . 

— ^  +  - — -  o  (  3"  I  H il  (  3-  )  =  o. 

iix  dy    ■  dz    ■ 

Faisons  dans  ces  relations  x  ^=  x„,  y  =  Vo,  z=^Zu,  et  rempla- 
çons ©'(xo)  et  'i'(Xo)  par      ~~  -  "   el    ^ ^  respectivement  ;    les 

équations  de  la  tangente  peuvent  encore  s'écrire 


(24) 


'ï-.r<. 


rD(F,,F,)]     ~"  rD(F|,F,)1  f  D(F,.  F,)  I 

!    T>{y,z)    Jo         L    D(^,a-)   Jo         L  D(x,  j)  J„ 

L'interprétation  géométrique  du  résultat  est  bien  facile.  Les 
équations  (23)  représentent  respectivement  deux  surfaces  Si  et  Sa, 
dont  la  courbe  C  est  l'intersection  ;  les  équations  (  i!\  )  représentent 
les  deux  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces  au  point  Mo,  de  sorte 
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que  la  langenle   à   la  courbe  (l  est  la  clniite  d'iiilei  section  de  ces 
deux  plans  tangents. 

Les  formules  deviennent  illusoires,  lorsf|iie  les  trois  jacobiens 
écrjts  plus  haut  sont  nuls  à  la  fois  pour  les  coordonnées  Xo,  y^,  ;„. 
Lorsqu'il  en  est  ainsi,  les  deux  t'-quations  (24)  se  réduisent  à  une 
seule,  et  les  surfaces  S|,  So  sont  tangentes  au  |joint  Mo-  Dans  ce 
cas,  l'inlerseclion  de  ces  deux  surlaces  se  compose  en  général, 
comme  nfcus  le  verrons  plus  loin,  de  plusieurs  branches  distincies 
passant  par  le  |ioinl  ÎM,,. 


II.  -   POINTS  SINGULIERS.  —  MAXIMA  ET  MIMMA. 

44.  Points  doubles  d'une  courbe  plane.  —  Lorsque  les  coor- 
données (jTo,  )o)   d'un    point    Mo  annulent  à   la   lois  une   fonction 

Ff.r,  1')  et  ses  deux  dérivées  partielles  -r- >  — >  ce  noinl  Mn  est  un 

^         '  '  OX       à)-  ' 

point  singulier  de  la  courbe  C  représentée  par  réquation  F  =  o. 

Pour  étudier  une  courbe  plane  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier,  nous  supposerons  qu'on  a  transporté  l'origine  en  ce 
point,  que  la  fonction  F(x,  y)  admet  des  dérivées  du  second 
ordre  continues  dans  le  voisinage  de  Torigiiie  et  des  dérivées  du 
troisième  ordre  qui  restent  bornées  dans  ce  domaine,  enfin  que  les 
trois  dérivées  du  second  ordre  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois  pour 
x=y=o. 

L'équation  de  la  courbe  C  est  donc  de  la  forme 

(25)  ax--\-  ibxy  ^  cy^-^  (lix,  y)  ■=  o, 

a,  b,  c  étant  des  constantes  non  toutes  nulles,  Q(x,  y)  une  fonc- 
tion qui  s'annule  à  l'origine,  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  et 
du  second  ordre,  et  qui  admet  des  dérivées  du  troisième  ordre 
bornées  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  voisines  de  zéro. 

En  appliquant  la  formule  de  Taylor  à  celte  fonction  (^{x,y), 
on  voit  qu'elle  est  de  la  forme 

(26)  Q(x,  y)  =  Oix^  -h'i'^x'^y-h  3-;xy-  ■+-  oy^, 

a,  |3,  y,  S  étant  des  fonctions  de  x  et  de  y  (pii  ont  des  \aleurs 
finies  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  voisines  de  zéro. 

Nous    avons   plusieurs    cas   à    distinguer,    suivant    le    signe    de 
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b'^ — ac.  Si  b- — ac  est  positif,  rf-qualion  ax'-^- ibxy-T- cy'^==.o 
représente  deux  droites  réelles  et  distinctes  passant  par  l'origine. 
Imaginons  qu'on  ait  pris  ces  deux  droites  pour  axes  de  coordon- 
nées, ce  qui  revient  à  effectuer  un  changement  linéaire  de  variables  : 
l'équation  (aS)  prend  la  forme 

(25)'  xy -^  Viix.y)  =  o, 

la  fonction  R(^,  y)  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  que  la  fonc- 
tion Q(j?,^),  et  pouvant  par  conséquent  se  mettre  sous  la  même 
forme  (26). 

En  posant  v  =  ux  dans  cette  équation,  on  en  tire 

R(.7-.  ux  \ 
(27)  «  = 


X- 

^{^x,  y)  pouvant  être  mis  sous  la  forme  (26),  il  est  clair  que 
R(x,  ux)  est  divisible  par  a;',  et  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (2j)  s'annule  pourx  =  o. 

Il  en  est  de  même  de  la  dérivée  par  rapport  à  u.  En  effet,  par 
hvpothèse,  R' (a;,  y)  admet  des  dérivées  du  pi-emier  ordre  qui  sont 
nulles  à  l'origine,  et  des  dérivées  du  second  ordre  qui  restent 
bornées;  en  lui  appliquant  la  formule  de  Taylor,  on  a  donc 

'R.'y{x.  y)  ^=  Ix-^^  ■i.mxy -T- ny-, 

/,  m,  n  étant  des  fonctions  de  x,  y  qui  conservent  des  valeurs 
finies  lorsque  .r  et  _>'  tendent  vers  zéi'o. 

D'ailleurs  R-â(^'  i<.r)  =  ^R',  (^,  jk),  et  par  conséquent  R'„(x,  ux) 
est  divisible  par  x^.  Nous  pouvons  appliquer  à  l'équation  (27)  le 
théorème  du  n°  34;  cette  équation  admet  une  racine  et  une  seule 
u  =  \{x)  tendant  vers  zéro  avec  x.  Par  l'origine  il  passe  donc  une 
branche  de  la  courbe  C,  représentée  par  une  équation  y  =  xç(ar), 
qui  est  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  a?.  En  intervertissant  le  rôle 
des  variaijies  x  et  y,  on  verra  de  même  qu'il  passe  par  l'origine 
une  seconde  branche  de  courbe  tangente  à  l'axe  Oy. 

Le  point  O  est  un  point  double  à  tangentes  distinctes  (M. 

(')  Il  ne  peut  exister  plus  de  deux  branches  de  courbe  passant  par  un  point 
double.  Supposons,  en  effet,  que  l'équation  de  la  courbe  soit  de  la  forme  (20),  le 
coefficient  c  n'étant  pas  nul:  on  peut  toujours  satisfaire  à  cette  condition  par  un 
choix  convenable    des    axes    de  coordonnées.    Si    cette   équation   admettait    trois 
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Lorsque  b-  —  ac  est  négatif,  l'origine  esl  un  point  double  isolé. 
A  l'inlérieur  d'un  cercle  de  rayon  assez  petit  décrit  du  point  O 
pour  centre,  le  premier  membre  ¥{x,y)  de  l'équation  (23)  ne 
s'annule  que  pour  le  point  O  lui-même.  Posons,  en  effet,  x  el  y 
étant  les  coordonnées  d'un  point  voisin  de  l'origine,  .ri^pcoso, 
y  =  a  sin»  ;  11  vient 

F  (x,  y)  =  p-(  «  cos-'i  -f-  26  cosci  sin  ç  -+-  c  sin^o  -I-  pL), 

L  étant  une  fonction  de  0  et  de  a  qui  reste  bornée  lorsque  o  tend 
vers  zéro.  Soit  H  une  limite  supérieure  de  |  L  |  lorsque  p  est  infé- 
rieur à  un  nombre  positif  r. 

Lorsque  es  varie  de  zéro  à  27:,  le  irinome 

a  cos-îp  -^26  costp  sintp  -i-  c  sin-o 

conserve  un  signe  constant,  puisqu'on  a  supposé  b- — ac  <  o. 
Soit  m  le  minimum  de  sa  valeur  absolue.  Pour  tout  point  pris  à 

l'intérieur  d'un  cercle  de  ravon  inférieur  à  /•  et  à  771  ayant  pour 

centre  l'origine,  il  est  clair  que  le  coefficient  de  p-  ne  peut  s'an- 
nuler; l'équation  F[x,y)  =  o  n'admet  donc  pas  d'autre  solution 
que  p  =  o  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 

Lorsque  b- — ac  =  o,  les  deux  tangentes  au  point  double  sont 
venues  se  confondre,  et  il  y  a  en  général  deux  brandies  de  courbe 
tangentes  à  une  même  droite,  et  formant  un  rebroussement. 
L'étude  complète  de  ce  cas  exige  une  discussion  très  délicate  qui 
sera  faite  plus  tard.  Observons  seulement  que  la  variété  des  cas 
possibles  pour  la  forme  de  la  courbe  est  beaucoup  plus  grande  que 
dans  les  deux  cas  déjà  examinés,  comme  le  montrent  les  exemples 
suivants. 

La  courbe  j'- =  a;^  présente  à  l'origine  un  point  de  rebrousse- 
ment de  première  espèce,  avec  deux  branches  de  courbe  tan- 
gentes à  l'axe  des  js,  situées  de  part  et  d'autre  de  cette  tangente, 
et  à  droite  de  Oy.  La  courbe  y-  —  a.r-  )•  +  x''  —  x''  =  o  présente 


racines  y,,  7-,,  y^,  tendant  vers  zéro  avec  x,  l'équation  F'yix.y)  =  o  aurait  au 
moins  deux  racines  tendant  aussi  vers  zéro  avec  x,  d'après  le  théorème  de  Kolle. 
Or,  cette  équation  est  de  la  forme  ■2bx  -h  icy  -I-  if(x, y)  =  o,  les  deux  fonctions 
fi^iy)  ^^  fj(.^ry)  étant  nulles  pour  x  =  y  =  0.  Donc  cette  équation  admet 
une  racine  et  une  seule  tendant  vers  zéro  avec  x(n°  34). 
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un  rel)roiisseinent  fie  seconde  espèce  :  les  deux  brandies  de  courhe 
tangentes  à  l'axe  des  x  sont  situées  du  mémo  côté  de  la  tangente. 
L'équation  nous  donne,  en  effet. 


et  les  deux  valeurs  de  y  sont  de  même  signe  lorsque  x  est  très 
petit,  mais  ne  sont  réelles  que  si  x  est  positif.  La  courbe 

X'  ^  T-y-  —  'J.'"^.}''  -+-  y-  =  o 

présente  deux  branches  de  courije  n'offrant  rien  de  particulier, 
tangentes  l'une  et  l'autre  à  l'origine  à  l'axe  des  x.  On  tire,  en 
effet,  de  cette  équation 

3  .r-  dz  x-  \f>i  ^-  X- 

i'= rrrri; ' 


et  les  brandies  obtenues  en  prenant  successiveznenl  les  deux  signes 
devant  le  radical  n'ont  aucune  singularilé  à  l'origine. 

Il  peut  aussi  se  faire  que  la  courbe  se  compose  de  deux  branches 
confondues,  comme  c'est  le  cas  pour  la  courbe  représentée  par 
l'équation 

F(  j7,ji'  )  =  y"-  —  '>.x- y  —  .r*  =  o  ; 

lorsque  le  point  (,r,  ^)  se  meut  dans  le   plan,  le  premier  membre 
Y{x,y)  s'annule  sans  changer  de  signe. 

Enfin,  il  peut  aussi  arriver  que  le  point  (.i'o,.Xo)  soit  un  point 
double  isolé  ;  c'est  ce  qui  arrive  pour  la  courbe  y-  -1-  ;r^  -t-  y'  ^  o, 
dont  l'origine  est  un  point  double  isolé. 

4o.  Points  coniques  d'une  surface.  —  Un  point  Mo  d'une  sur- 
face S,  représentée  par  une  équation  F(a:,  y, .:)  =:  o  est  un  point 
singulier  de  celte  surface,  si  les  coordonnées  a;o,  yt,^  So  <^e  ce 
point  annulent  les  trois  dérivées  du  premier  ordre  F^,  F^,  F.. 
Supposons  qu'on  ait  transporté  l'origine  des  coordonnées  en  ce 
point,  et  conservons  les  mêmes  hypothèses  qu'au  paragraphe  pré- 
cédent relativement  aux  dérivées  du  second  et  du  troisième  ordre 
de  F(x,jKî  s)  dans  le  voisinage  de  l'origine.  L'équation  de  la  sur- 
face est  de  la  forme 

(28)         F(a^,^,  0)  =  aj  x--t- n.2_^- -;- «3-3- 

H-  2i,  r-  ^  ïb^zx  ~  ib^xy  -H  Q(./-,  y,  -)  =  o, 
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fli ,  «2,  ....  bi  élanl  (les  cou  s  tantes  non  toutes  nulles  et  (^{x,  y,  z) 
un  polynôme  lioniOi;ène  du  troisième  degré  en  x.  y\  z,  dont  les 
coefficients  sont  eux-mêmes  des  fonctions  de  .r,  v,  3  qui  restent 
finies  dans  le  domaine  de  l'origine. 

La  nature  du  point  singulier  dépend  avant  tout  de  la  nature  du 
cône  (ï)  représenté  par  Técpiation 

(29)  «1  .r--^  (i-iy-  ^  «3-"-f-  '•*  ''i.)-^  -^  ib«zx  -I-  ib^iXy  =  o. 

Supposons  d'abord  ce  cône  réel  et  indécomposable,  et  soient  G, 
G'  deux  génératrices  (pielconcpies  de  ce  cône.  Si  Ion  fait  une 
transformation  de  coordonnées  de  laçon  à  prendre  ces  deux  géné- 
ratrices pour  axes  O.r  et  Oy,  l'équation  (28)  est  remplacée  par 
une  équation  de  même  forme,  oii  les  coefficients  a^  et  «o  seront 
nuls,  le  nouveau  coefficient  6s  n'étant  pas  nul  [sans  quoi  le 
cône  (T)  se  décomposerait  en  deux  plans]. 

La  section  de  la  surface  S  par  le  nouveau  plan  des  xy  est  donc 
représentée  par  une  équation  de  la  forme  (20');  d'a|)rès  ce  que 
nous  avons  vu,  cette  section  se  compose  de  deux  branches  de 
courbes  passant  par  l'origine  et  tangentes  respectivement  aux 
deux  génératrices  G,  G'.  L'aspect  de  la  surface  dans  le  voisinage 
du  point  singulier  est  donc  analogue  à  l'aspect  qu'offrent  les  deux 
nappes  d'un  «ône  dans  le  voisinage  du  sommet;  d'où  le  nom  de 
point  conique  donné  à  ce  point  singulier. 

Lorsque  l'équation  (  29)  représente  un  cône  imaginaire  indé- 
composable, le  point  O  est  un  point  singulier  isolé  de  la  sur- 
face S.  On  peut  décrire  de  ce  [joint  comme  centre  une  sphère  de 
rayon  assez  petit  pour  que  l'équation  Fix^y,  z  \  ^  o  n'admette 
pas  d'autre  solution  à  linlérieur  que  .r=o.  j- =  o,  ;  =  o. 
Soient  M  un  point  voisin  de  i  oi'igine,  î  sa  distance  à  l'origine, 
a,  p,  Y  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  0!\L  En  iem|daçant  x, 
y,  z  par  pa,  pl^,  py,  la  fonction  F{x,  y,  z)  devient 

F(x,y,  z)  —  p2(  «,a-—  «.,  (3--I-.  .  .  -t-  -i^sap-i-  pL), 

le  facteur  L  conservant  une  valeur  finie  lorsque  p  tend  vers  zéro. 
Puisque  l'équation  (29)  représente  un  cône  imaginaire,  le  poly- 
nôme 

(/,î('  — flo3--t-. .  . 

ne   peut  s'annuler  lorsque   le   point   a,   |j,    y  décrit   la  sphère    de 


II.     —    POINTS    SIXGl MERS.    —    MAMSIA    KT    MIMMX.  1 07 

lavon  un  avant  [jour  centre  l'origine;  désignons  |)ar  in  une  limite 
inférieure  de  la  valeur  absolue  de  ce  polynôme.  Soit,  d'autre  [)art, 
H  une  limite  sii|)érieure  de  la  valeur  absolue  de  L  dans  le  voisinage 
du  point  O.  Si  de  ce  j)oinl  comme  centre  avec  un  rayon  moindre 

que  jT  nous  décrivons  une  sphère,  il  est  clair  ijuc  le  coefficient 

de  I-  dans  Texpression  de  F(a-,_^,  z)  ne  [leiit  s'annulera  l'inté- 
rieur de  celte  sphère.  L'équation  (2(S)  n'admet  donc  pas  d  autre 
solution  que  c  =  o. 

Lorsque  l'équation  (29)  représente  un  syslème  de  deux  plans 
réels  et  distincts,  il  passe  par  le  point  O  deux  nappes  de  surface 
dont  chacune  est  tangente  à  rim  de  ces  plans.  Certaines  surfaces 
présentent  une  ligne  de  points  doubles  où  le  cône  des  tangentes  se 
décom|)ose  en  deux  plans.  Cette  ligne  est  une  courbe  double  de 
la  surface,  suivant  laquelle  deux  nappes  distinctes  se  traversent 
mutuellement.  Par  exemple,  le  cercle  représenté  par  les  deux 
équations  z  =  o,  x'--{-y'-:^i  est  une  ligne  double  de  la  surface 
qui  a  pour  équation 

z'' -r  •?. z- (x-  -i- y-  )  —  (x-  -h  y^  —  i)-  =  o. 

Lorsque  l'équation  (29)  représente  un  système  de  deux  plans 
imaginaires  conjugués  ou  un  plan  double  réel,  il  faut  dans  chaque 
cas  particulier  une  discussion  spéciale  pour  étudier  la  forme  de  la 
surface  au  voisinage  du  point  O.  La  discussion  que  nous  venons 
de  faire  se  retrouve  dans  létude  des  niasima  et  des  miiiima. 

46.  Maxima  et  minima  des  fonctions  d'une  variable.  —  Soient 
/M  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  [a,  h),  et  c  un  point 
de  cet  intervalle.  La  fonction  f{x)  est  maximum  ou  minimum 
pour  X  =  c  s,\  l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  T|  assez  petit 
pour  que  la  différence _/'(c -(- A) — y(c)  conserve  un  signe  constant 
lorsque  h  varie  de  — tj  à  -\- r^.  Si  cette  dilFérence  est  positive,  la 
fonction  _/( a;)  est  plus  petite  pour  x  ^  c  que  pour  les  valeurs  de  x 
voisines  de  c;  elle  passe  donc  par  un  minimum.  Au  contraire, 
lorsque  la  différence  f[c-\-h) — /(c)  est  négative,  la  fonction  est 
maximum  pour  x  =  c. 

Lorsque  la  fonction  /"(j?)  admet  une  dérivée  pour  la  valeur  c  de 
la  variable,  cette  dérivée  doit  être  nulle.   En   efTet,  les  deux  quo- 
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tienls 

/(c  +  II)  —  f{  c)         fic  —  /il  -t\c) 

qui  ont  la  même  limite  /' [c)  lorsque  h  lend  vers  zéro,  sont  de 
signes  différents;  il  faut  doue  que  leur  limite  commune  /' (c)  soit 
nulle.  Inversement,  soit  c  une  raeine  de  l'équation  /"'(a;)  =;  o, 
comprise  entre  a  et  b;  supposons,  pour  prendre  le  cas  générai, 
que  la  première  dérivée  qui  n'est  pas  nulle  pour  x  =:  c  est  la 
dérivée  d'ordre  n,  et  que  cette  dérivée  est  continue  dans  le  voisi- 
nage de  la  valeur  c.  La  formule  générale  de  Tavlor  donne  ici,  en 
se  limitant  au  terme  de  degré  «, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

/(c  +  /0-/(c)=  -^^  [/("'(  c)  +  e], 

£  étant  infiniment  petit  avec  h.  Soit  t,  un  nombre  positif  tel  que, 
X  variant  de  c  —  tj  à  c  +  y,,  la  valeur  absolue  de  e  soit  moindre 
que  |y'"'(c)|  ;  pour  ces  valeurs  de  .z',  y'"'(c) -i- s  a  le  même  signe 
que/'«)(c)  et,  par  suite, /(c  -|-  h)  ~/(c)  a  le  signe  de  h"f^''>(c). 
Si  n  est  impair,  on  voit  que  cette  différence  change  de  signe 
avec  h;  il  n'v  a  ni  maximum  ni  minimum  pour  x^c.  Si  n  est 
pair,  f(^c-i-li) — f{c)  a  le  même  signe  que  /'"'(c),  que  h  soit 
positif  ou  négatif;  la  fonction  est  minimum  si  y'"'(c)  est  positif, 
et  maximum  si  f["^  (c)  est  négatif.  En  résumé,  pour  que  la  fonction 
soit  maximum  ou  minimum  pour  x  =^  c.  il  faut  et  il  suffit  que  la 
première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  ::^  c  soit  d'ordre 
pair. 

En  langage  géométrique,  les  conditions  précédentes  signifient 
que  la  tangente  à  la  courbe  y  =if[x)  au  point  A  d'abscisse  c  est 
parallèle  à  Ox,  et,  en  outre,  que  le  point  A  n'est  pas  un  point 
d'inflexion. 

47.  Fonctions  de  deux  variables.  —  Soit  ;  ^^f[x,  y)  une  fonc- 
tion continue  des  deux  variables  x,y,  lorsque  le  point  M  de  coor- 
données (x.y)  reste  à  l'intérieur  d'une  aire  Q,  limitée  par  un 
contour  C.  On  dit  que  cette  fonction  /(j",  y)  est  minimum  pour 
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un  |joint  (.r^.y„)  de  l'aire  Q  lorsqu'on  peut  trouver  un  nombre 
posilil  T,  lel  qu  ou  nil 

A=/(.ro-H  h^Vo-^k)  — /(T„,jo)io 

pour  tous  les  syslèmes  de  valeurs  des  accroissemenls  h  et  /,-, 
moindres  que  t,  en  valeur  absolue,  et  le  maximum  se  di-linil  de  la 
nièine  façon  (').  Si  l'on  considère  pour  un  moinenl  r  comme  con- 
stant et  égal  à  v„.  s  devient  une  fonction  de  la  seule  variable  x  et, 
d'après  le  cas  que  nous  venons  d'étudiei-,  la  dilTérence 

/( x„  -h  h ,  _>-„  )  —/(Xa.yo) 

ne  peut  conserver  un  signe  constant  pour  les  petites  valeurs  de  /( 
que  si  la  dérivée  -j-  est  nulle  pour  .v=^x„,  y^=Y„:  on  démontre 

de  la  même  façon   que  ces   valeurs    iloivent  aussi   annuler  -^,  de 

'  rjy 

sorte  que  les  systèmes  qui  rendent  la  fonction  /{~p,  y)  maximum 
ou  minimum  doivent  être  chercliés  [)armi  les  solutions  des  deux 
équations  simultanées 

à/  àf 

dT  dy 

Soit  x^x».  j- =  l'o  une  solution  de  ces  deux  équations.  Nous 
supposerons  que  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  /(x,y) 
sont  continues  dans  le  voisinage  des  valeurs  ^oi  ^o  ^^  ne  sont  pas 
toutes  nulles  pour  x  =  ./•„.  j-r=  r,,.    et   que  les  dérivées  du  troi- 


(  '  )  Si  l'on  exclut  le  signe  =  dans  les  conditions  A  ^  o  ou  A  ^  o.  on  dit  <"jue  l'on 
a  un  maximum  ou  un  minimum  propres;  mais,  si  l'égalité  A  =  o  peut  subsister 
pour  certaines  valeurs  de  h  et  de  k  inférieures  à  t,  en  valeur  absolue,  aussi  petit 
que  soit  t.,  on  a  un  maximum  ou  un  minimum  impropres.  Considérons  la  sur- 
face S  représentée  par  l'équation  j;  =y(x,  >'j,  l'axe  Os  étant  vertical;  les  maxima 
et  les  minima  de  f{x,y)  correspondent  aux  sommets  et  aux  fonds  de  la  sur- 
face. Un  maximum  propre  correspond  à  un  sommet  isolé,  mais  ces  points 
peuvent  former  des  lignes  sur  la  surface.  Si  l'on  prend,  par  exemple,  un  tore 
dont  l'axe  est  vertical,  les  parallèles  extrêmes  forment  une  ligne  de  maxima 
impropres  et  une  ligne  de  minima  impropres. 

Les  conditions  -^  =  0,-7^=0  sont  aussi  nécessaires  pour  qu'un   point  (a,  b) 
aa  ou 

corresponde  à  un  maximum  ou  à  minimum  impropres. 
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sième  ordre  existent.  La  formule  de  Tavlornous  donne 


(3o) 


A=/(-ro-i-  II.  y<,^  l<)—f(xo,yo) 


{) 


4)- 


pour  les  valeurs  de  II  et  de  k,  voisines  de  zéro,  c'est  évidemment 
le  trinôme 


ihk 


d.i\  Oy^  dy\ 


qui  donne  son  signe  au  second  membre,  et  l'on  prévoit  (|ue  la 
discussion  du  signe  de  ce  trinôme  va  jouer  un  rôle  prépondérant. 
Pour  qu'il  j  ait  maximum  ou  minimum  pour  a;  =  arQ,  ^=j'„, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  différence  A  conserve  un  signe  constant 
lorsque  le  point  (a:o4- A,  ^„H- ^)  reste  compris  à  l'intérieur  d'un 
carré  assez  petit  ayant  pour  centre,  le  point  (a^a,  yo)-  Cette  dillé- 
rence  A  conservera  donc  aussi  un  signe  constant  lorsque  le 
point  (xoH- /î,  ^0  +  ^)  restera  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon 
assez  petit  de  centre  (^o)JKo)j  et  in  versement  ;  car  on  peut  rem- 
placer un  carré  par  le  cercle  inscrit  et  réciproquement.  Soit  donc  C 
un  cercle  de  rayon  /•  décrit  du  point  (jro,jKo)  comme  centre;  on 
obtient  tous  les  points  intérieurs  à  ce  cercle  en  posant 

/(  =  p  cosç,         Â-  =  p  sintp, 

et  faisant  varier  -j  de  o  à  2-,  et  s  de  — /-à  -t- /•.  On  pourrait 
même  se  contenter  de  donner  à  p  des  valeurs  positives,  mais  il 
vaut  mieux,  pour  la  suite,  ne  pas  introduire  cette  restriction.  En 
faisant  cette  substitution  dans  A,  il  vient 

p^  0^ 

A=  — (Acos'oH-aBsincp  coso  -i-  C  sin^o  )  M-  ^— L, 

en  posant 

L  étant  une  fonction  dont  il  est  inutile  d'écrire  l'expression  déve- 
loppée, mais  qui  conserve  une  valeur  finie  dans  le  voisinage  du 
point  (xo,jKo)-  Cela  posé,  nous  avons  plusieurs  cas  à  distinguer, 
suivant  le  signe  de  B- — AC. 
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l'iemier  cas.  —  Suit  B- — AC>u.  L'équalion 
A  cos- ffi  ^-  '.4  B  sin  -y  cos 'ç  ^  G  sin-  0  =  0 

admel  deux  rycines  réelles  en  tang'j,  el  le  premier  membre  est  la 
difl'érence  de  deux  carrés,  de  sorte  qu'on  peut  écrire 

A  =  ^  [a(  a  cosç  —  b  siii-i  )- —  3(  a'  cos 9  ^  h'  Mwç)'^  ]  -^  '— L. 

OÙ 

X  >  o,  3  >  o,  ab'  —  ba'  —  o. 

Si  l'on  attriljiie  à  l'angle  a  une  valeur  telle  qu'on  ait 
a  coi-s  —  b  sin  •;  =  o. 

A  sera  négatif  priur  les  valeurs  inliniment  petites  de  3;  au  con- 
Iraire,  si  Ion  prend  [jour  'j  un  angle  tel  que  f/'coss  +  6' sin»  ^  o, 
A  sera  positif  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  0.  Il  est  donc 
impossible  de  trouver  un  nombre  r  tel  que  la  différence  A  conserve 
un  signe  constant  lorsque  la  valeur  absolue  de  p  est  inférieure  à  /•, 
quel  que  soit  l'angle  3.  La  fonction /(.r,  1-)  n'est  ni  maximum, 
ni  minimum,  pour  x  =  ./'o,   r  =j)'o- 

Deuxième  cas.  —  Soit  B- —  AC  <;  u.  Le  trinôme 
A  cos-tp  -i-  2B  costs  sin  a  -^  G  sin-» 

ne  s'annule  pas  lorsque  '^  varie  de  o  à  2-.  Soit  m  une  limite  infé- 
rieure de  sa  valeur  absolue  ;  soit,  d'autre  part,  H  une  limite  supé- 
rieure de  la  valeur  absolue  de  la  fonction  L  dans  un  certain  cercle 
de  rayon  R  et  de  centre  (Xo.yu)-  Désignons  par  /•  un  nombre 
positif  inférieur  à  R  et  à  -rp  ;  à  l'intérieur  du  cercle  de  ravon  r,  la 

différence  A   aura  le  même  signe  que  le  coefficient  de  p-,  c'est- 
à-dire  que  A  ou  C.    La   fonction  f{x,  y)  est  donc  maximum   ou 
minimum  pour  x  ^=  Xf,.  y  ^  Vq- 
En  résumé,  si  au  point  .ro.  ^:>'o  on  a 

\()x^  Oyo]         Oxâ  Oyl 
il  u  V  a  ni  maximum  m  minimum.   Si  I  on  a 

\dx^OyaJ         Ox^   (ty^ 
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il  y  a  maximuni  ou  iiiiniimiri).  suivanl  le  signe  des  deux  déri- 
vées -^,   '-^-    Il  V  a    maximum,  si   ces  dérivées  sonl  néaralives, 

Oxl      ôy'l  •  ° 

minimum  si  elles  sont  positives,  et  Ton  remarquera  qu'on  a  un 
maximuni  ou  un  minimum  propres. 

48.  Étude  du  cas  ambigu.  —  Le  cas  où  B- — AC  =  o  échappe 
à  la  discussion  précédente.  La  Géométrie  montre  bien  à  quoi  tient 
la  difficulté  du  problème  dans  ce  cas  spécial.  Soit  S  la  surface 
représentée  par  l'équation  ;;  :=f[x,  y);  si  la  fonction  /{x,y)  est 
maximum  ou  minimum  en  un  point  (.i'o,yo)i  dans  le  voisinage 
duquel  la  fonction  et  ses  dérivées  sont  continues,  on  doit  avoir 

-^  =0  -^=o 

'Ar„  ■  d/o 

ce  qui  montre  que  le  plan  tangent  à  la  surface  S  au  point  Mo  de 
coordonnées  [x^,  J'o,  :-o)  doit  être  parallèle  au  plan  des  xy.  Pour 
que  ce  point  corresponde  à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  il 
faut  en  outre  que,  dans  le  voisinage  du  point  Mq.  la  surface  S  soit 
tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  tangent,  et  l'on  est  ainsi 
ramené  à  l'étude  d'une  surface  par  rapport  à  un  plan  tangent  dans 
les  environs  du  point  de  contact. 

Imaginons  qu'on  ait  transporté  l'origine  au  point  de  contact;  le 
plan  tangent  étant  le  plan  des  xy,  l'équation  de  la  surface  est  de 
la  forme 

(3i  I  ;  =  rt.r--^  2  bTv  -^  c  )■-—  a.r'  -t-  3  i^^J'  -^  'i-^.rr-  ^-  3r'. 

(7,  b.  c  étant  des  constantes  et  a,  jj,  ■'.  o  des  fonctions  de  .r,  >■  qui 
restent  (inies  lorsque  x  et  j'  tendent  vers  zéro. 

Pour  savoir  si  la  surface  S  est  située  tout  entière  d'un  même 
côté  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine,  il  suffit  d'étu- 
dier l'intersection  de  cette  surface  par  le  plan  des  xy.  Or  cette 
intersection  est  représentée  par  l'équation 

(Bî)  ax'^  —  ibxy  -r  cy-^<-  xx^  ^  .  .  .  =  o, 

et  présente  un  point  double  à  l'origine  des  coordonnées.  Si  6-  —  ac 
est  négatif,  l'origine  est  un  point  double  isolé  (n°  44)  et  l'équa- 
tion (Sa)  n'admet  pas  d'autre  solution  que  x^  r  =  o.  lorsque  le 
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|)oinl  [X,  y)  resle  à  l'intérieur' il'un  (Cercle  C  de  rayon  asse/,  ixHil/', 
décrit  de  l'origine  comme  centre.  Le  premier  meinhre  de  rt-ciiKi- 
tion(32)  conserve  un  signe  constant  lor.s([ue  le  point  (.r,  y)  se 
meut  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Tous  les  points  de  la  surface  S  oui 
se  projettent  à  l'intérieur  du  cercle  G  sont  donc  siti^és  d'un  même 
côté  du  plan  des  .ry,  saul  ron;;ine.  ("est  li^  cas  où  la  fonc- 
tion _/\.<',  r  )  présente  un  inaxiniiini  on  un  miiiinuim.  La  [lortion  de 
la  surface  S  voisine  de  l'origine  est  analogue  à  une  portion  de 
sphère  ou  d'ellipsoïde. 

Si  b-  —  rtC  >  u,  l'intersection  de  la  surface  S  par  le  plan  tan- 
gent présente  deux  brandies  de  coiirlje  distinctes  C,,  C,^  passant 
par  l'origine;  les  tangentes  à  ces  deux  branches  de  courbe  à  l'ori- 
gine sont  représentées  par  l'éipiation 

a.r-  -^  ibxY  -t-  cy-  =  ii. 

Imaginons  un  point  i  x,  r)  mobile  dans  le  voisinage  de  l'origine  ; 
lorscpie  ce  point  traverse  une  des  branches  de  courbe  G,,  Go,  le 
premier  membre  de  l'équation  (Sa)  change  de  signe  en  s'anuulant. 
On  a  donc,  en  attribuant  à  chaque  région  du  plan  voisine  de  l'ori- 
gine le  signe  du  premier  membre  de  l'équation  (Sa),  une  disposi- 
tion analogue  à  celle  de  la  figure  6.  Parmi  les  points  de  la  surface 
qui  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  à  l'inléiieur  d'un  cercle  ayant 
|jour  centre  l'origine,  il  v  en  a  toujours  au-dessus  du  plan  des  x  )' 
et  d'autres  au-dessous,  quelcpie  petit  que  soit  le  rayon  de  ce  cercle. 


La  surface  est  disposée  par  rapport  à  son  plan   tangent  comme  un 
hyperboloïde  à   une  nappe  ou  un   paraboloïde   hyperbolique.   La 
fonclion/(.r,  y)  n'est  ni  maximum  ni  miniiiiuni  pour  l'origine. 
Le  cas  où  b-  —  ac  ^  o  est  précisément  le  cas  où  la  courbe  d'in- 
G.,  I.  8 
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lei'seclion  de  la  surface  par  son  plan  tangeiU  présente  un  point  de 
rebroussement  à  l'origine,  cas  dont  nous  avons  réservé  l'élude.  Si 
l'intersection  se  compose  de  deux  branches  distinctes  passant  par 
l'origine,  il  n'y  aura  ni  niaximum  ni  minimum,  car  la  surface 
traverse  encore  son  |)lan  langent.  Mais  si  l'origine  est  un  poinl 
double  isolé,  ou  si  rintersection  se  compose  de  deux  branches 
confondues,  la  fonction  f{x,y)  sera  maximum  ou  minimum,  et, 
dans  le  dernier  cas,  on  aura  un  maximum  ou  un  minimum 
impropres. 

4!l.  Pour  reconnaiUe  dans  lequel  des  deux  cas  on  se  trouve,  il  faut  tenir 
compte  des  valeurs  des  dérivées  du  troisième  ordre  et  du  quatrième  ordre, 
et  quelquefois  des  dérivées  d'ordre  plus  élevé.  La  discussion  suivante,  qui 
est  d'ailleurs  suffisante  le  plus  souvent  dans  la  pratique,  ne  s'applique 
qu'aux  circonstances  les  plus  générales.  Lorsque  b- — «c  =  o,  on  peut 
écrire  l'équation  de  la  surface,  en  poussant  le  développement  de  Taylor 
jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre, 

dy/liy 


(33)     c=/(r,j)  =  A(a-sinw— .rÇ0SM)2.-i-<f3(a~,jK)-l--7  (■■^T--l-.r  ■ 


et  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  A  >  o.  Pour  que  la  surface  S  soit 
tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
il  est  nécessaire  que  toutes  les  courbes  d'intersection  de  cette  surface  par 
des  plans  passant  par  Oz  soient  d'un  même  côté  du  plan  xOy  dans  les 
environs  de  l'origine.  Or,  si  nous  coupons  la  surface  par  le  plan 

I  y  =  X  tango, 

l'équation  de  la  courbe  d'intersection  s'obtient  en  posant  dans  l'équa- 
tion (33) 

a:- =  p  coscp,         _>'=psincp 

(les  axes  étant  Oz  et  la   trace  du  plan  sécant  sur  rOy),  ce  qui  donne 
z  =  A  p-  (cosç  sino)  —  cosw  sin  'i  )-  H-  Kp-''-i-  Lp*, 

K  désignant  un  coefficient  indépendant  de  p  ;  si  l'on  a  tangto  j;  tangtp,  z  sera 
positif  pour  les  valeurs  infiniment  petites  !de  p.  Toutes  ces  sections  sont 
donc  au-dessus  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Coupons 
maintenant  par  le  plan 

y  =  X  tangto  ; 

si  la  valeur  correspomlanle  de  K  n'est  pas  nulle,  le  développement  de  z 
est  de  la  forme 

-  =  p3(K^?) 
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et  change  de  signe  avec  p.  Il  s'ensuit  que  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  précédent  présente  un  point  d'inflexion  à  l'origine  et  traverse  le  plan 
des  3-v,  la  fonction /(x,  ^y)  n'est  donc  ni  maxinuim  ni  minimum  à  l'ori- 
gine. C'est  ce  qui  a  lieu  lor-que  la  section  de  la  surface  par  son  plan  tan- 
gent présente  ub  point  de  rebroussement  de  première  espèce,  comme  ]>ar 
exemple  la  surface 


Si,  pour  la  section  cousidérée,  ou  a  K  =  o,  on  poussera  le  développement 
jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre,  et  l'on  aura  pour  j  une  expression 
de  la  forme 

^   =   ?-(K,-E'). 

K|  étant  une  constante  dont  il  serait  facile  d'avoir  l'expression  au  moyen 
des  dérivées  du  quatrième  ordre;  nous  supposerons  que  ce  coefficient 
n'est  pas  nul.  Pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  p,  s  a  le  signe  de  K|  ; 
si  Kl  est  négatif,  la  section  est  au-dessous  du  plan  des  xy  dans  le  voisi- 
nage de  l'origine.  Il  n'y  a  encore  ni  maximum  ni  minimum  pour  s;  c'est 
ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  la  surface  z  =  y-  —  .r-,  dont  l'intersection 
par  le  plan  des  xr  se  compose  des  deux  paraboles  y^dix-.  On  voit 
donc  que,  si  l'on  n'a  pas  à  la  fois  K  =  o,  Kj  >  o,  il  est  inutile  de  pousser 
le  calcul  plus  loin;  on  peut  affirmer  que  la  surface  traverse  son  plan  tan- 
gent dans  le  voisinage  de  l'origine. 

Lorsqu'on  a  en  même  temps  K  =  o,  K|  >  o,  toutes  les  sections  de  la 
surface  par  des  plans  passant  par  0^  sont  au-dessus  du  plan  des  xj'  dans 
le  voisinage  de  l'origine.  Mais  cela  ne  suffit  pas  pour  pouvoir  affirmer  que 
la  surface  ne  traverse  pas  son  plan  tangent,  comme  le  prouve  l'exemple  de 
la  surface 

s  =  (y  —  .r--)(y  —  ïx'-). 

qui  coupe  son  plan  tangent  suivant  deux  paraboles  dont  l'une  est  inté- 
rieure à  l'autre.  Pour  que  la  surface  ne  traverse  pas  son  plan  tangent,  il 
faut  en  outre  que,  si  l'on  coupe  cette  surface  par  un  cylindre  quelconque 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  O-  et  passant  par  Oz,  la  courbe  d'in- 
tersection soit  au-dessus  du  plan  des  xj.  Soit  y  =  ç(x)  l'équation  de  la 
trace  de  ee  cylindre  sur  le  plan  des  ay,  la  fonction  o{x)  étant  nulle 
pour  X  =  o;  la  fonction  F{x)  =f[x,  a(x)]  doit  être  minimum  pour  x  =  o, 
quelle  que  soit  la  fonction  o{x).  Afin  de  simplifier  les  calculs,  je  suppo- 
serai qu'on  a  choisi  les  axes  de  coordonnées  de  façon  que  l'équation  de 
la  surface  soit  de  la  forme 

z  =  \y'--^-^3(.^,r)^■■■■ 
oil  A.  est  positif;  avec  ce  svstème  d'axes,  on  a  pour  l'origine 

^^  =  o.  ^i-  =  o,  -^  =  o,  ■- —  =  o,  -^>o. 

ôxii  oy%  àxr,  Oj\,  f^i'o  or^, 
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Les  dérivées  de  la  fonction  F ijc  )  ont  pour  expression 


$''".■ 


■    -o^-\x)  -t-  — ^j  tB3(a-) 


¥'Ht)  = 


dx-  i)y 

à-f      ,„       d^f        ,   ,„  „  Of 

Ox  Oy  '  dy-  ^     ■    '  '     '        ây  ' 

pour  X  =  >'  =  G,  ces  formules  donnent 

F'(ol  =  o,  F"{o)='^\z,'(o)f. 

Oyl     ' 

Si  <i'(o)  n'est  pas  nul,  la  fonction  Fi.ri  présente  bien  un  minimum 
pour  x  =  o,  ce  qui  était  facile  à  prévoir  d'après  la  discussion  précédente. 
Si  l'on  suppose  9'(oj  =  o,  il  vient 

F'(o)  =  o,  F"(ol  =  o,  F"'(o)  =  -^, 

à'*  f  rfi  f  0-  f 

^    '        Oxi,  <Jxl  Oyn  ^  Oyl  ^  •  -' 

d'^f 
pour  que  F{x)  soit  minimum,  il  laut  que  — ^  soit  nul,  et  en  outre  que  le 

trinôme  du  second  degré  en  <s"(o) 

=T    +  6  r-^ O    (  O  ^   ^    3  — ^  1  O    1  O  I     - 

àx%  dxl  Oy„  •    ^  (>7u 

soit  positif,  quelle  i|ue  soit  la  valeur  de  tp"(o). 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  conditions  ne  sont  pas  satisfaites  pour  la 
fonction  considérée  tout  à  l'heure  s  =^y^ —  3a:'y  -+-  2  jt*,  tandis  qu'elles  le 
sont  pour  la  fonction  :  =y--\-x^.  Il  est  évident,  en  effet,  que  cette  der- 
nière surface  est  tout  entière  au-dessus  du  plan  des  xy. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  la  discussion,  qui  exigerait,  pour  être 
rendue  absolument  rigoureuse,  des  considérations  fort  délicates,  et  je 
renverrai  le  lecteur  désireux  d'approfondir  ce  sujet  à  un  important  Mé- 
moire de  M.  Ludwig  Sc'nefl'er,  dans  le  Tome  XXXV  des  Mathematlsche 
Annalen. 
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oO.  Fonctions  de  trois  variables.  —  Soii  (/  =  /"(x,jk.  s)  une 
fonction  conliinie  des  tioi>  \ari;il)les  x.  \\  z.  On  dit  encore  (lu'elle 
est  maximum  ou  minimum  [loiir  un  STSlème  de  valeurs  X(,,  >■„,  z^ 
]ors(]ue  la  difTérence 

conserve  un  signe  constant  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
de  /i,  />",  /,  moindres  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  r, 
suffisamment  petit.  Si  l'on  considère  une  seule  des  trois  variables  A', 
)•,  3  comme  ayant  reçu  un  accroissement,  les  deux  autres  variables 
étant  traitées  comme  des  constantes,  on  voit  comme  plus  haut 
que  //  ne  peut  être  maximum   ou   minimum   que  si  Ion  a  à  la  (ois 

en  admettant,  bien  entendu,  que  ces  dérivées  sunl  continues  dans 
le  voisinage  des  valeurs  Xa.y^,  Zg.  Sujiposons  qu  on  ait  trouvé  un 
système  de  solutions  de  ces  trois  équations  simullanécs,  et  soit  Mq 
le  point  de  l'espace  de  coordonnées  (xq,  y^,  Zg).  il  y  aura  maxi- 
mum ou  minimum  si  Ion  jjeut  trouver  une  s|)hère  de  centre  Mo, 
telle  que  f[x,y,z) — /{Xg,  yo,  Zo)  conserve  un  signe  constant 
lorsque  le  point  x,y,  z  reste  à  l'intérieur  de  celte  sphère.  Repré- 
sentons les  coordonnées  d'un  point  voisin  de  JVI„  par 

X  =  X(,^  pa,  y  =  )',, ^-  ?fl,  .3  =  .3,1  -+-  PI", 

a,  j3,  y  éianl  liés  par  la  relation  a- +  ^3- +  y- :=  i ,  et  remplaçons 
X  —  Xg,  y — j'o)  ~-  —  -0  P^'"  p^'  ?^i  ?''  dans  le  développement 
de/(jr,  y,  z)  par  la  foiinule  de  Taylor;  il  vient 

A  =  p5[ç(«,  a,  Y)-4-pL], 

0(7.,  p,:')  désignant  une  forme  quadratique  en  a.,  [3,  v  dont  les 
coefficients  sont  les  dérivées  du  second  ordre  de  y(:r,  j-,  .:)  et  L 
une  fonction  qui  reste  (inie  dans  le  voisinage  du  point  M„.  Cette 
forme  quadratique  peut  s'exprimer  par  une  somme  de  trois  carrés 
de  fonctions  linéaires  distinctes  de  a,  |îl,  y,  multipliés  |)ar  des 
facteurs  constants,  en  négligeant  le  cas  exceptionnel  où  le  discri- 
minant de  cette  forme  serait  nul.  Soit 

!p(a,  ^,  Y)  =  rtP2-i-a'P'2-l-  a"H"2 
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si  les  trois  coefficients  n,  a' ,  a"  sont  de  même  signe,  la  (orme 
quadratique  »(a,  p,Y)  reste  supérieure  en  valeur  absolue  à  un 
certain  minimum  lorsque  le  point  a,  j3,  y  décrit  la  sphère  de 
rayon  un,  avant  pour  centre  l'origine,  et  par  conséi|uent  A  con- 
serve le  signe  de  a,  a! ,  à'  lorsque  p  est  inférieur  à  une  certaine 
limite.   La   fonction  f(x,Y,  :•)  est  donc  maximum  (ui  minimum. 

Si  les  trois  coefficients  a.  a\  a"  ne  sont  pas  de  même  signe,  il 
n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Supposons,  par  exemple,  rt  >  o, 
a'<io;  prenons  pour  a,  |j,  y  des  valeurs  satisfaisant  aux  rela- 
tions P'=o,  P"=o.  Ces  valeurs  n'annulent  pas  P,  et  A  sera 
positif  pour  les  petites  valeurs  de  o.  Si  l'on  prend  au  contraire  des 
valeurs  de  a,  j3,  y  vérifiant  les  relations  P^o,  P"  =  o,  A  sera 
négatif  pour  les  petites  valeurs  de  p. 

La  méthode  est  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes;  c'est  toujours  la  discussion  d'une  forme  quadra- 
tique qui  joue  un  rôle  prépondérant.  Dans  lé  cas  d'une  fonction 
de  trois  variables  seulement  m  =/(a;,  y,  s),  on  peut  remarquer 
que  la  question  revient  à  étudier  la  nature  d'une  surface  dans  le 
voisinage  d'un  point  singulier.  Considérons  en  efTet  la  surface  S 
qui  a  pour  équation 

celte  surface  passe  évidemment  par  le  point  M,,  de  coordonnées 
(.Tq,  )'„,  ;„)  et,  si  la  fonction  f[x,y,z)  est  maximum  ou  mini- 
mum, ce  point  M,,  est  un  point  singulier  de  S.  Cela  |iosé,  si  le 
cône  des  tangentes  en  M,,  est  imaginaire,  on  a  vu  que  ¥(^x,y,z) 
conserve  un  signe  constant  à  l'intérieur  d'une  sphère  de  centre  M,, 
et  de  rayon  assez  petit;  il  v  a  eflecti veinent  maximum  ou  minimum 
pour  f(^x,  y,  z).  Mais  si  le  cône  des  tangentes  est  réel,  ou  se 
décompose  en  deux  plans  réels  et  distincts,  il  J  a  plusieurs  nappes 
de  surface  passant  au  point  Mg,  et  ¥ (x,  y^  z)  change  de  signe 
lorsque  le  point  {x,y,  :)  traverse  une  de  ces  nappes. 

•'il.  Distance  d'un  point  à  une  surface.  —  Soit  à  trouver  les  valeurs 
maxima  et  niininia  de  la  distance  d'un  point  fixe  (a,  b,  c)  à  une  surface  S 
représentée  par  l'équation  F{x,j',  z)  =  o.  Le  carré  de  la  distance 

u  =  d-=  (x  —  a)^^  (y  —  b)--<r-  (z  —  c)- 
est  une  fonction  de  deux   varialiles  indépendantes  seulement,  x  et  y  par 
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exemple,  si  l'on  considère  3  comme  une  l'onction  île  x-  et  »■  définie  par 
ré(|uation  F  =  o.  Si  u  est  nia\imum  ou  minimum  pour  un  point  (x,  y.  z) 
de  la  surface,  on  doit  avoir  pour  les  loorclouriérs  <le  ce  point 

1  <Ju  'i: 

=  (  a"  —  a  )  -i-  {  z  —  Cl  —  =0. 

2  ().C  i.l.r 

d'autre  part,  de  l'équation  F  =  o.  on  tire 

t/F        uF  <iz  _  àF        (<F  (i:   _ 

ôr  (Jz   o.r  '  <Jj         'IZ    in 

et  les  relations  précédente*  deviennent 

.r  —  a        y  —  h        z  —  c 
~ÔF^  ~  ~ 


ce  qui  montre  que  la  normale  à  la  surface  S  au  point  (  .r,  y,  z}  passe  |iar 
le  point  (a,  è,  c).  Les  points  cherchés  sont  donc,  en  laissant  de  côté  les 
[loinls  singuliers  de  la  surface  S,  les  pieds  des  normales  abaissées  du 
point  (a,  b,  c)  sur  la  surface  S.  Pour  examiner  si  un  de  ces  points  répond 
efl'ectivement  à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  nous  prendrons  ce  point 
pour  origine  et  le  plan  tangent  pour  plan  des  xy,  de  façon  que  le  point 
donné  soit  sur  l'axe  0-.  La  fonction  à  étudier  est  alors 


-  étant  une  fonction  /"(.r,  j'),  qui  est  nulle  ainsi  que  ses  dérivées  du  pre- 
mier ordre  pour  x  ^ y  =  o.  En  désignant  par  r,  s.  t  les  dérivées  partielles 
du  secpnd  ordre  de  z.  on  a,  pour  l'origine, 

ô-  Il  à-  a  (J-  u 

- —  =2(1  —  cr), =  —  2C5,  —^=2(1  —  et), 

ôx-  dxov  ôy- 

el  tout  revient  à  étudier  le  signe  du  polynôme 

\{c\  =  c-s^  —  i\  —  cr  )  il  —  cf  )  =  c^\  s^-  —  rt)  ^  I  r  —■  t  )c  —  i  : 

les  racines  de  l'équation  A(c)  =  o  sont  toujours  réelles,  en  vertu  de  l'idei'.- 
tité  (/• -i- i)--+- 4(^2 — rt)=^s-—ir — tf-.  Cela  posé,  plusieurs  cas  sont 
à  distinguer,  suivant  le  signe  de  .?- —  ri. 

Premier  cas.  —  Soit  s- — /•?<o.  L'équation  \i  c  )  =  o  a  deux  racines 
de  même  signe  Cj  et  c,,  et  l'on  peut  écrire  Aic)  =  {s- —  rt}{c  —  Ci)ic  —  c?). 
Marquons  les  points  Aj  et  A,  de  l'axe  des  z  de  coordonnées  Ci  et  Co  ;  ces 
deux  points  sont  du  même,  coté  de  l'origine  et,  en  supposant  /•  et  t  posi- 
tifs, ce  qu'on  peut  toujours  faire,  ils  sont  tous  les  deux  sur  la  partie  posi- 


120  CHAPITRE    III. 

tive  de  Os.  Si  le  point  donné  A  (o,  o,  c)  est  en  dehors  du  segment  Aj  Aj, 
i(c)  est  négatif  et  la  distance  OA  est  maximum  ou  minimum.  Pour 
savoir  lequel  des  deux  cas  se  présente,  il  faut  consulter  le  signe  de  i  —  cr\ 

ce   coefficient    ne  s'annule  que    pour   la    valeur   c=  -t    qui   est   comprise 

entre  C]  et  c,.  car  on  a  A  (  -  I  =  —  •   Or,  pour  c  =  o,  i  —  cr  est  positif:  il 

est  donc  positif  si  le  point  A  est  du  même  côté  que  l'origine  par  rapport 
au  segment  A]  A»,  et  la  distance  OA  est  minimum,  Elle  est  au  contraire 
maximum  si  le  point  A  est  situé  de  l'autre  côté  que  l'origine  par  rapport 
au  segment  .\iA2.  Si  le  point  A  est  entre  les  points  Ai  et  A5,  la  distance 
n'est  ni  maximum  ni  minimum.  Il  y  a  doute  pour  les  points  A)  et  A2  eux- 
mêmes. 

Deuxième  cas.  —  Soit  s- — r^  >  o.  Les  racines  Ci  et  c^  de  \(c)  =  o 
sont  l'une  positive,  l'autre  négative,  et  les  points  Ai  et  A^  sont  de  part  el 
d'autre  de  l'origine.  Si  le  point  A  n'est  pas  compris  entre  Ai  et  Aj,  A(c) 
est  positif,  et  il  n'3'  a  ni  maximum  ni  minimum.  Si  le  point  A  est  compris 
entre  A)  et  Aj,  A(c)  est  négatif,  i  —  cr  est  positif  et,  par  suite,  la  dis- 
tance OA  est  minimum. 

Troisième  cas.  —  Soit  s- — rt  =  o.  On  a  \(c  )  =  (  r  -h  l)  {c  —  C)  ).  On 
voit  comme  tout  à  l'heure  que  la  distance  AO  est  minimum  si  le  point  A 
est  du  même  côté  que  l'origine  par  rapport  au  point  Ai  de  coordon- 
nées (0,0,  Ci),  et  qu'il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  si  le  point  .-Vi  est 
entre  le  point  A  et  l'origine. 

Les  points  Ai  et  A2  jouent  un  rôle  fondamental  dans  l'étude  de  la  cour- 
bure; ce  sont  les  centres  de  courbure  principaux  de  la  surface  S  au 
point  U. 

O"!.  Maxima  et  minima  des  fonctions  implicites.  —  Il  arrive 
souvent  qu'on  a  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables,  ces  variables  étant  liées  par  une 
ou  plusieurs  rplalions.  Soit,  par  exemple,  oi  ^/(x,  y,  z,  u)  une 
fonction  des  quatre  variables  x,  y,  s,  u,  assujetties  à  vérifier  les 
deux  relations 

ft(x,  V,  -,  «)  =  o,        f^(x,  r,  -2.  "  )  =  o. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  x  et  )'  comme  deux  variables 
indépendantes,  z  et  u  comme  des  fonctions  de  x  et  de  y  définies 
par  les  relations  piécédentes.  Les  conditions  pour  que  w  soit 
maximum  ou  minimum  sont  les  suivantes  : 


àf        df  àz        ùf  du 

df        df  HZ        'If   ,lu 

dx        dz  àx        du  dx 

dy        dz  dy        du  ())■ 
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,.    -Il  I  1  ,    •     .  -Il         iJz      ijii      Oz      au  , 

d  ailleurs  les  dérivées  partielles  — .  — ,  — >  - —  sont   données  par 
'  Or     (j.r     Ov     dy  ' 

les  relalioiis 

clf^  uf\  <)z  dj\  ')ll   _  Of,  o/„   dz  rjf,  àu  _ 

Ox  oz  ij.r  iiu  (l.r  '             il.r  iJz    â.r  riij  àx           ' 

ijj\  (Jf,  i)z  Ot\  du  _  d/.,  d/\  dz  df.,  dit  _ 

ày  dz  d\  du  dy  '            dy  dz    "y  du  dy 

,,.,..         .  ,     dz     du     dz     du  ,     .  ,  ,    .■ 

et  I  élimination  de  — i  —  >  — ■  —  conduit  aux  deux  rclalions 

d.T     dx     dy     dy 


qui,  jointes  aux  relations /",  =  o,  /2=o,  déterminent  les  valeurs 
(le  X,  y,  z.  Il  (Mirrespondant  à  un  maximum  ou  à  un  minimum. 
Or  les  deux  équations  (34)  ex|iriiiieMl  qu'on  |jeul  trouver  pour 
A  et  a  des  valeurs  telles  qu'on  ait 

(V[  ^  •  'jAi  _    '^  _  ¥_     ■  ¥i      .  '!li  - 

\    dx  '  dx         '     dx  '  dy  '  dy  '     dy 

(35) 


dz  dz  '     dz 


On  peut  donc  remplacer  les  deux  comlitions  (34)  par  les  quatre 
équations  (35),  en  considérant  A  et  y.  comme  deux  inconnues 
auxiliaires. 

La  démonstration  est  évidemment  générale,  et  Ion  |ient  énoncer 
la  règle  pratique  suivante  ;  Etant  donure  une  fonction 

fi-r,.x, r„, 

de  n  variables  liées  par  h  relations  distinctes 

O,  =  O,  'J2  =  O.  .  .  .  ,  Ç/,  =  O, 

pour  Trouver  les  valeurs  de  x,,  X2,  ■■■,  x,,  qui  tendent  cette 
fonction  maximum  ou  minimum,  il  faut  égaler  à  zéro  les 
dérivées  partielles  de  la  fonction  auxiliaire 

/-i-XiÇi-t-. .  .^  \uoi,, 
en  regardant  /,, ,  Aoi  •  •  -i  A^  comme  des  constantes. 
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L'application  de  cette  règle  générale  peut  être  facilitée  par  certaines 
remarques,  en  particulier  dans  les  problèmes  de  maximum  ou  de  minimum 
fournis  par  la  Géométrie.  Supposons,  par  exemple,  cju'on  demande  le 
maximum  de  l'aire  d'un  triangle  Mi  MoMj,  dont  les  sommets  décrivent  res- 
pectivement trois  courbes  planes  fermées  Cj,  Cj,  C3,  distinctes  ou  non. 
Supposons  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  G,  exprimées  en  fonc- 
tion d'un  paramétre  ti(i=  1,  2,  3);  il  est  clair  que  l'aire  du  triangle  est 
une  fonction  F(ti,  t,,  t,)  des    trois   variables  indépendantes  /,,  d,   t,.  La 

j.  .        c/F  .  ,,   .  •    ■  , 

condition  —  :=  o  exprime  que  I  aire   est  maximum  ou   minimum  lorsque, 
(«1  1  ^  I      ' 

les  points  M2  et  M3  restant  fixes,  le  point  Mj  se  déplace  sur  Cj  à  partir  de 
sa  position  initiale.  Il  faut  évidemment  pour  cela  que  la  tangente  en  M)  à 
la  courbe  Cj  soit  parallèle  au  côté  1M.2M3;  pour  la  même  raison,  les  tan- 
gentes aux  points  RU  et  M3  aux  courbes  Cj  et  C3  doivent  être  parallèles 
aux  côtés  opposés.  Lorsque  les  courbes  Ci,  C2,  C3  se  réduisent  à  une  même 
ellipse,  il  y  a  une  infinité  de  triangles  d'aire  maximum  ;  on  a  donc  affaire 
à  un  maximum  impropre. 

53.  Remarques  générales  sur  les  maxima  et  minima  absolus.  — 
Pour  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  absolus  d'une  fonc- 
tion continue  dans  un  domuine  déterminé,  comprenant  ses  fron- 
tières, on  doit  tenir  compte  de  quelques  remarques,  dont  il  est 
facile  de  reconnaître  l'importance.  Prenons,  par  exemple,  une 
fonction  d'une  seule  variable  f{x),  définie  dans  un  inter- 
valle (a,  b)\  elle  peut  atteindre  sa  valeur  maximum  ou  sa  valeur 
minimum  pour  un  point  intérieur  c  de  cet  intervalle  sans  que  la 
dérivée  s'annule.  Si  la  dérivée  /' (,r)  est  discontinue  pour  a;  =  c, 
il  sutlit  qu'elle  change  de  signe  jiour  que  la  lonclion  présente  un 

maximum  ou  un  minimum;  ainsi  la  fonction  j' =  .r^  est  minimum 
pour.r=::o,  et  la  dérivée -a^  '  devient  infinie  pour  cette  valeur 
de  X.  Cette  remarque  s'étend  évidemment  aux  fondions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  Pour  fixer  les  idées,  soit 
to  ^=J\x,  y)  une  fonction  de  deux  variables  t  et  j',  continue  dans 
un  domaine  D.  Les  règles  qui  ont  été  données  pour  reconnaître  si 
un  point  (a;Q,yo)  intérieur  à  ce  domaine  correspond  à  un  maxi- 
mum ou  à  un  minimum  supposent  expressément  que  les  dérivées 
dey,  jusqu'à  celles  du  troisième  ordre,  conservent  des  valeurs 
finies  dans  le  voisinage  de  ce  point.  Mais  il  peut  arriver  que  la 
lonction  w  atteigne  son  maximum  ou  son  minimum  pour  un  point 
(j?o,,>'o)  intérieur  au  domaine  D,  oii   ces  conditions  ne  sont  |)as 
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remplifis,   par   exemple   en   un   point  où  les  dérivées  /',.,  /,.  sonl 
disconliniies  (  '). 

Il  peut  aussi  arriver  que  la  fonction  considérée  atteigne  su  va- 
leur niaxiniuin  ou  sa  valeur  minimum  en  un  point  de  la  frontière 
du  domaine,  et  ce  cas  échappe  évidemment  à  l'application  des 
règles  générales.  Supposons,  pour  prendre  un  exemple,  qu'on 
cherche  la  plus  courte  distance  d  un  point  fixe  l'  de  coordon- 
nées (n,  o)  au  cercle  C  de  rayon  R  avant  pour  centie  l'origine. 
En  prenant  pour  variable  indépendante  labscisse  x  d'un  point  M 
du  cercle  C.  on  a 

d-  =  I\M    =  R- -+-  «-  —  iax. 

L'application  de  la  règle  générale  conduirait  à  chercher  les  ra- 
cines de  l'équation  2rt=:o,  ce  qui  est  absurde.  On  s'explique 
aisément  ce  résultat  en  observant  que,  d'après  la  nature  de  la  ques- 
tion, la  variable  X  ne  peut  varier  que  de — R  à -|- R.  Si  rt  est  po- 
sitif, fl-  est  minimum  pour  x  =  R.  et  maximum  pour  x  ^  —  R. 

Une  discussion  spéciale,  relative  à  la  frontière  du  domaine, 
semble  donc  nécessaire  dans  chaque  cas  particulier.  Mais  cette 
discussion  devient  inutile,  toutes  les  fois  que  le  domaine  considéré 
n'a  pas  de  frontières.  Toute  surface  fermée  peut  être  considérée 
comme  définissant  un  domaine  sans  frontière  à  deux  dimensions. 
Pour  fixer  les  idées,  prenons  une  sphère  de  rayon  R  et  supposons 
les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  cette  sphère  exprimées 
au  moyen  des  coordonnées  géographiques 

ar  =  R  siiif)  COS9,  j' =  R  sin6  sino.  j=RcosO. 

A  toute  fonction  qui  admet  une  valeur  unique  en  chaque  point 
de  la  sphère  correspond  une  fonction  oj  = /"('fl,  o)  des  deux  va- 
riables 6  et  œ,  admettant  la  période  2-  par  rapport  à  chacune 
de  ces  variables. 

Si  cette  fonction   est  continue  et  admet  des  dérivées  partielles 


(')  On  a  un  exemple  intéressanl  en  cherclianl  le  point  M  d'un  plan  tel  que  la 
somme  M.\ -i- MB -1- .MC  de  ses  distances  à  trois  points  du  plan  soit  minimum. 
Si  tous  les  angles  du  triangle  ABC  sont  inférieurs  à  120°,  le  point  M  est  le  point 
d'où  l'on  voit  les  trois  cotés  AB,  BC,  CA  sous  des  angles  égaux  à  lao";  si  l'un 
des  angles,  A  par  exemple,  est  supérieur  à  lao",  le  point  M  est  le  point  A  lui- 
même,  et  en  ce  point  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  sont  discontinues. 
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continues  pour  toutes  les  valeurs  de  H  et  de  s,  il  est  clair  que  les 
couples  de  valeurs  de  ^  et  de  -j  qui  donnent  à  celte  fonction  sa 
valeur  maximum  et  sa  valeur  minimum  font  partie  des  solutions  des 

,  ,  •  ÔM  àio 

deux  équations  — -  =  o,  —  =  o. 


oi.  Valeur  maximum  d'un  déterminant, 
muni  de  la  valeur  absolue  d'iiii  dolerniinant 


Soit  à  trouver  le  luaxi 


(3G) 


b.     c. 


In 


connaissant  la  somme  des  carrés  des  éléments  d'une  même  ligne.  Gela  re- 
vient à  trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  A  des  «^  va- 
riables o,,  b,.  Ci,  liées  par  les  n  relations 


<37) 


n, 


bf- 


...+  /;-  =  H, 


a 


.n), 


les  H,  étant  des  constantes  positives  données.  Le  ilomaine  ainsi  défini  est 
un  domaine  sans  frontières,  car  nous  pouvons  considérer  a,-,  b,,  c..  ...,  /, 
comme  les  coordonnées  d'un  point  d'une  livpersphère  de  rayon  /H,  dans 
l'espace  à  n  dimensions. 

Supposons  A  développé  suivant  les  éléments  de  la  i'i"'e  ligne, 


(38) 


A  =  .V,o,+  B,è, 


■  ^  I-,/,: 


nous  avons  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction  A  des 
n  variables  a,,  bi,  ...,  /,-,  liées  par  la  relation  (37).  L'application  de  la 
méthode  des  multiplicateurs  (  n°  Si)  conduit  immédiatement  aux  condi- 
tions 


<39) 

Soient  «/,.,  b/,-,  //,., 


//,.  les  éléments  d'une  autre  ligne  de  A.  On  a 

Xia^-h  Bib/,-h.  .  .—-  L/Za  =  o, 

€t,  par  suite,  d'après  les  relations  (39). 

(  4o )  «/ «A-  -t-  bi  6/.. ^- .  .  .  -^  /,  //.  =  o, 

si  /  ^  k.  On  en  conclut  que  le  déterminant  A  ne  peut  prendre  sa  valeur 
maximum  ou  sa  valeur  minimum  que  lorsque  ce  déterminant  est  or- 
thogonal. 

Lorsque  les  conditions  (40)  sout  vérifiées,  le  carré  de  A  est  un  détermi- 
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iKinl  ilont  tous  les  éléments  sont  nuls,  sauf  (■■■ii\  de  la  fliygnnale  principale, 

qui   sont   respectivement  égaux   a   11|.   IL H„.   (Tn   a  donc,  clans   ce 

cas, 

A^-=  H,  H.  .  ..  ll„, 

et  le  maximum  delà  valeur  absolue  du  déterminant  i  est  donc 


vll|H,...  H„. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  de  /!  =  3,  A  re|)résenle  le  volume  du  parallé- 
lépipède construit  sur  les  droites  OAi,  O.Aj,  0.^3,  joignant  l'origine  aux 
points  A|(a,,  6,,  c,),  A2(a2.  b-i.  c,)  et  Xzia,,  63,  C3).  Le  résultat  obtenu 
n'est  donc  que  la  généralisation  de  ce  théorème  de  Géométrie  :  De  tous  les 
parallélépipèdes  construits  avec  trois  arêtes  données,  celui  qui  a  le 
plus  grand  volume  est  le  parallélépipède  rectangle. 

Comme  on  peut  faire  occuper  à  ce  parallélépipède  une  infinité  de  posi- 
tions dans  l'espace  sans  changer  le  sommet  O,  nous  vovons  que  le  maxi- 
mum obtenu  pour  A-  est  un  maximum  impropre. 

Soit  A  un  déterminant  quelconque  d'ordre  n\  si  nous  représentons  par 
a,,  6,,  ....  /,  les  éléments  de  la  i"'""  lisne,  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 
l'inégalité 


(4i)     I  A|iv'«i -t-  ^î-^---—  l]  V''"2  +  6^^...—  a  ..  .  \'al^  l>l~...~  1%. 

Si  les  valeurs  absolues   de  tous   les  éléments   de  A   ne  dépassent   pas  un 
nombre  positif  M,  on  a  donc  a  fortiori  (  'j 

(42)  \\\'^^'M'K 


III.  -   DETERMINANTS  FONCTIONNELS. 

00.  Propriété  fondamentale.  —  Nous  avons  vu  déjà  le  rôle  im- 
portant que  joue  le  déterminant  fonctionnel  dans  la  théorie  des 
lonclions  implicites.  Toutes  les  démonstrations  supposent  expres- 
sément qu'un  certain  jacobieu  n'est  pas  nul.  Etant  données  n  fonc- 
tions de  n  variables  indépendantes,  continues  et  admettant  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  continues,  le  jacobien  de 
ces  n  fonctions  jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  de  la  dérivée. 
Ainsi,  pour  qu'une  fonction  d'une    variable  x  se  réduise   à   une 


C)  Ce  théorème  est  dû  a  M.  Hadamard  (Bulletin  des  Sciences  mattiéina- 
tiques,  2°-  série,  t.  XVII,  i8y3).  La  démonstration  du  texte  est  due  à  M.  Wir- 
tinger  {Ibid.,  1908). 
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constante,  il  faut  el  il  Miflil  (|Me  sa  dérivée  soil  nulle  identique- 
ment. Le  tliéorème  correspomlant  pour  le  jacobien  est  le  sui- 
vant : 

Soient  a,,  u.^,  ...,  '/«,  /'  fonctions  des  n  variables  indépen- 
dantes x,.  Xi,  ...,  x„.  Pour  qu'il  existe  entre  ces  n  fonctions 
une  relation  indépendante  des  variables  x  i,  x^,  ■■■,  ^,i,  il  faut 

.^,  ,  ,,  .  ,.  .  ,     D(!/i,    /'« ((,;  ) 

et   il   suffit   ciue    le    déterminant  fonctionnel  -^^ = 

soit  identiquement  nul. 

\°  La  condition  est  nécessaire.  —  Considérons,  pour  fixer  les 
idées,  trois  fonctions  de  trois  variables 

(43)         X  =/,(>,  j',;),         \  =f..(x,y.  z).         Z=f,{x.y,z). 

continues  et  admettant  des  dérivées  |)artielles  continues,  el  sup- 
posons que  le  jacobien 

Dtx,  y,  z) 


(44) 


n'est  pas  identiquement  nul.  Soil  en  particulier  (j"„,y(,,  Sq) 
un  sjstème  de  valeurs  de  x,y,z  pour  lequel  ce  déterminant 
est  différenl  de  zéro;  soient  X„,  Yo.  Z„  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X,  Y,  Z.  D'après  le  théorème  général  du  n°  40,  on  peut 
assigner  un  nombre  positif  A  tel  qu'à  tout  système  de  valeurs  de  X, 
Y,  Z  satisfaisant  aux  conditions 

(45)     Xo— ASX<Xo-(-/i.         Y„— /i^YîYo-^/i.         Z„- /i=Z<Z„-(-/i, 

corresponde  un  système  de  valeurs  de  x,y,  z-,  vérifiant  les  écpia- 
tion  (43).  Les  valeurs  des  fonctions  _/,  ,^2j /s  pouvant  être  choi- 
sies arbitrairement  dans  le  domaine  |)récédent,  //  ne  peut  donc  y 
avoir  aucune  relation  F(  X,  Y,  Z)  =  o  entre  ces  fonctions. 

Remarque.  —  Le  même   raisonnement  prouve   qu  il   ne  peut  y 

avoir   de  relation   entre    les   deux   fonctions   X  et  Y,   si    les   trois 

,  .          D(X,  Y)     DiX.  Y)      D(X,  Y)  ,  •  i      ,• 

lacobiens  t >  t^ >    rr^ ne   sont  pas  identiquement 

••  D(.r,  j)     D(  j',  -)      D(c,    .r)  '  ' 

nuls.  D'une  façon  générale,  pour  (|ue  n  fonctions  «,,  «o,  ....  «„ 
de  n -\- p  variables  indépendantes  x,,  x.,.  ...,  -rn+p  soient  liées 
par  une  relation,  il  est  nécessaire  que  tous  les  déterminants  fonc- 


tioiiiicls 
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Dl   H|.    11-2,     ....    "«  / 


1>(. 


OU  li'.s  indices  a,,  a^,  .  ..,  y.,,  sont  /;  <|iifl(  i)n(|iic.s  des  («  -+-/>>  pre- 
miers nombres,  soienl  iileiiliqnenuMil  unis. 

2"  La  condition  est  suffisnntP..  —  l^our  le  démontrer,  ])renons 
un  sYSlème  de  quatre  fonctions  de  cjiiatre  varial)les 


Ki) 


T=/,(,r,^,  z,  /), 


telles  que  le  déterminant 


à/\  <^  0J\  'Jf, 

<Jx  fJy  '*-  itt 

'>A  <g2  "A  "A 

dx  êy  àz  àt 

ÔJ,  ôf^  .yf,  Of, 

éx  ây  <)z  àt 

àf:  '-{f:  Of:  of. 


soit  nul  identiquement.  Supposons  dahoril  (|ue  l'un  des  mineurs 

du  premier  ordre,  o^    rs ,        '' '  ^    par  exemple,  n'est  pas  nul  iden- 
^  '  T>{x,  y,  z)    "  '  ' 

tiquement.  Des  trois  |)remières  équations  (46)  on  tire  alors,  en  les 

résolvant  par  rapport  à  x,  y,  3, 

(47)    ^  =  9,1  X,  V.  Z,  / 1.        _>' =  o,(\,  V.  Z,  O-         z  =  o.i{'S.,\.'L.  t ), 

et  par  suite 

'  l!^)  T  =,/,(!?,,  -fo,  'fa.  t)  =  FiX,  Y,  Z,  /). 

Nous  allons  démonlier  une  celle  fonction  F  ne  contient  lias  la 


shle  t. 


jii  cinon  a  1 


oF 


denlMiuement,  —  =0.  On  a,  en  eflfet. 


(49) 


c»/    "  Ox    ot  Oy    àt  iJz     (It  ot  ' 
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d  ai    ems    es  t  crivees  -^,  — ^,  ^  des  ioiielions  miplieUes  a, ,  Oo/j, 


son!  doniH'es  par  les  Irois  relalions 


(5o) 


()X     dt  Of     Ot  flz     <)t  Ot 

'   Of^  (i<3i  ()/■<  dtp»  àf-i  rfto.-)  0/^ 

()/a  O-^i  <lj\  OOi  0J\  0<^  Ofi 

dx     dt  Ov     Ot  Oz     Ot  Ot 


Les  rclalions  (49)  el(ào"l   Coi'iiumiI   un   système   de  (|uatre  éqiia- 

....  do,     Oon     (to;,     oV     ,.  ]  •  I    •.      •    ■  .1 

lions  lineaiies  en  — i- >  — ^j  — ^. yjw  en  deduil  aisément    la  va- 

dt       Ot        Ot       dt 

leur  de — 1  en  ohservant  (|iie,  si  l'on  aioule  aux  éléments  de  la 
tiernière    colonne    de   A   ceux  de    la    première   multipliés    par-j^, 

ceux    de   la  deuxième   multipliés  pçir -p  et  ceux  de   la  troisième 

1   ■    !•  .  à<s>-,      .,  ■         rv  dF  ,  1 

multiplies  par^-,   il  reste  A=:0— -,  en  tenant  compte  des  relii- 
^         ^       dt  dt  ' 

tiens  (So).  Puisque  5  n'est  pas  nul,  il  faut  donc  que  F  ne  ren- 
ferme pas  la  variable  /,  et  par  suile  il  existe  entre  les  ipiatre  fono 
lions  X,  Y,  Z,  ï  une  relation  de  la  forme 

T=  F(X,  Y,  Z). 

On  peut  remarquer  qu'il  n'existe  pas,  entre  ces  quatre  fonctions, 
d'autre  relation,  indépendante  de  x^y,  z,  t,  qui  soit  distincte  de 
la  |)récédente.  Autrement,  on  en  déduirait  une  relation  entre  X, 
Y,  Z  et,  par  suite,  le  mineur  o  serait  nul. 

Passons  au  cas  où  tous  les  mineurs  du  |)remier  ordre  de  A  sont 
nuls  identiquement,  l'un  au  moins  des  mineurs  du   second  ordre, 

0'=    r.  ■'^' •''' ,  par  exemple,  n'étant  pas  nul  identiquement. 
Des  deux  premières  équations  (46)  on  tire 

x  =  (f,(X.  Y,  ;,  O-        y  =  o^{\,\,z,t), 
et,  par  suile, 

Z=fi(.r,  y,  z,  t)  =  FiiX,  V,  ;.  /),         T  =  F.,(X..  Y,  =,  0- 
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T->  .  T  ■  "Fl  r^  •  1       • 

Démontrons  par  exemple  qn  on  a  —  =  o.  Ues  trois  relations 
d<  tfa:    î*<         dy    Ot  m 


on  cli'iliiii,  en  opérant  comme  tout  à  l'heure,  la  relation 

VXf^.U.U)  ._  „"F: 
D  (  X,  ^%  O  "    '>t 

oF.  ^.  ...  ,  r/F, 

et,    par   suite,  ^o.   <^)n    verrait    de    même    fiu  on   a  —  ^o. 

f/Fo  riF,  ....  ,  .      .  ,.     . 

— ^  ^  o,  — -  =  o,  et  il  existe  tlans  ce  cas  deux  relations  dislincles 

fjz  ot 

entre  les  quaire  fonctions  X.  \  ,  Z.  T, 

Z=  F,rX.  Yi,         T  =  Fî(X,  Y;; 
il  n'en  existe  pas  d'autre,  distincte  de  ces  deux-là,  car  on  en  dédui- 
rait une  relation  entre  X  et  V  et  l'on  devrait  avoir  ■=——- — -  =o, 

D(t.  yj 

contrairement  à  l'hypothèse. 

Enfin,  si  tous  les  mineurs  du  deuxième  ordre  du  jacobien 
étaient  nuls,  sans  que  les  quatre  fondions  X,  Y,  Z,  T  se  ré- 
duisent à  des  constantes,  on  verrait  de  même  que  trois  d'entre  elles 
sont  fonctions  de  la  quatrième.  Le  raisonnement  qui  vient  d'être 
fait  est  évidemment  général;  si  le  jacobien  des  n  fonctions  F,, 
Y 2,  ...,  F„  de  n  variables  indépendantes  x,,  x.>,  ■■■,  x„  est  nul 
ainsi  que  tous  les  mineurs  à  n  —  r  -^  i  lignes,  I  un  au  moins  des 
mineursà  n  —  r  lignes  étant  différent  de  zéro,  il  y  a  exactement 
/•  relations  distinctes  entre  les  «fonctions,  et  /d'entre  elles  peuvent 
s'exprimer  au  moyen  des  n  —  r  restantes,  entre  lesquelles  n'existe 
aucune  relation. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  la  proposition 
suivante,  qui  s'établit  de  la  même  façon.  Pour  que  n  fonctions  de 
n -\- p  variables  indépendantes  soient  liées  par  une  relation  ne 
contenant  pas  ces  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  les  jacobiens  de 
ces  n  Ibnctions,  par  rapport  à  n  quelconques  des  variables  indé- 
pendantes, soient  tous  nuls.  En  particulier,  pour  que  deux  fonc- 
G.,  I  ., 
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lions    F,( Xi,  x-2,  ■ . .,  x„)   et  F;(.r,,X2,  ...,x„)  soient  fondions 

l'une  de  l'anlre,  il  fautel  il  suffit  que  les  dérivées  partielles  corres- 

,  tJF,       c)F,       .  ,, 

pondantes  —  et  — ^  soient  iiiopoiLionDelles. 

Remarque.  —  Les  fondions  F,,  Fa,  ...,  F„,  qui  figurent  dans 
les  énoncés  précédents,  peuvent  dépendre  en  outre  de  certaines 
variables}',,  Vo,  ....  t,„,  différentes  des  variables  a^i ,  .Tj,  ...,jr„. 

Di  F,    Fo,       ..  F   ) 
Si  le  jacobien -r '- — "'        — ^  est  nul   identiciuemenl,  les  fonc- 

■  ^{-Tl,    .T-2,     .  .  .,    .T„)  '  ' 

lions  F|,  Fj,  ...,  F„  sont  liées  par  une  ou   plusieurs   relations  ne 
renfermant  pas   les  variables  x,,  Xo,  ...,Xn,   mais  les  autres  va- 
riables l'i,  J'2i  ■■•Tj'm  liyureront  en  général  dans  ces  relations. 
Le  jacobien  considéré  est  en  effet  identique  au  déterminant 

D(F,,  F,.  ....  F„,,r...>-2.  ...,  J»,) 


D(.r„ 


-,   J-„,  J>'l-r5' 


•  •    V'"  ) 


Application.  —  Le  théorème  précédent  est  d'une  grande  importance 
en  Analyse.  Par  exemple,  il  permettrait  de  démontrer  la  propriété  fonda- 
mentale du  logarithme,  sans  se  servir  de  la  définition  arithmétique.  On 
démontrera,  en  ell'et,  au  début  du  Calcul  intégral,  qu'il  existe  une  fonction 
bien  définie  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  variable,  qui  se  réduit 

à  zéro  pour  .r  =  i.  et  dont  la  dérivée  est  égale  à  — •  Soit  fix)  cette  fonc- 
tion  ;  posons 


D(«,  l'i 
I>  (  X.  y  j 


Il  existe  donc  une  relation  de  la  forme 

/(^)  -•-./■<.>')  =  9(-r>'); 

pour  déterminer  la  fonction  z.,  il  suffit  de   faire  j'  =  i,  ce  qui  nous  donne 
/(x)  =  f(x)  et,  par  suite,  puisque  x  est  quelconque, 

./■(^)-t-./"i.r)=/(-r>'). 

On  voit  comment  la  définition  précédente  aurait  conduit  aux  propriétés 
fondamentales  des  logarithmes,  si  leur  invention  n'avait  précédé  celle  du 
Calcul  intégral. 


La  formule  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  peut 
de  même  être  étendue  au  jacobien.  Soient  F,,  Fj,  ...,  F„  un  sys- 
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tt'iiie  lie  n  fondions  des  variables  «,,  ii-,,  ...,  '/„,  el  supposons 
<pie  (/,,  112.  ..-,  it„  soient  elles-mêmes  des  fondions  de /«  variables 
indé|ieiulanles  .ri,  x^,  ...,  Xu-  Ou  a  la  formule  suivante, 


i:>(F,. 


..  I^,  > 


Dit',.  Fo. 


. .  F„  )  D(  î/|,  II, 


"„) 


. ,  ii„  )    U  i  a-j,  .r-2.   .  .  .,  .r„  )' 


ilont  la  démonstration  résulte  immédiatement  de  la  règle  de  mulli- 
plicalion  des  déterminants,  el  de  la  formule  qui  donne  la  dérivée 
d'une  fondion  composée.  Ecrivons  en  efï'd  les  (\cu\  délerminanls 


en  permutant  les  lignes  et  les  colonnes  du  second;  le  premier  élé- 
ment du  produit  est  égal  à 


(VF,   <)ii„ 
(lu,,  il.r. 


•  '>¥, 


c'-est-à-dire  à  - — >  et  de  même  |)0ur  les  autres. 

La  formule  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  composée  peut 
aussi  être  étendue  aux  déterminants  fonctionnels. 

Soient,  par  exemple,  X  et  Y  deux  fonctions  de  trois  variables  j;, 
)',  z,  qui  sont  elles-mêmes  des  fonctions  des  deux  variables  indé- 
pendantes u  et  c.  On  a 

D(X,  Y)  ^  D(X,Y)  T>(r,y)       D(X,  Y)  Xi{,y,z)        D(X,  Y)  D{z,x)  _ 
D(i(,  1')  ~  D(x,y)   D(u,  c)  "^  Diy,  z)   ïi{u,v)  "*"   ^{z,x)    D{u,  v)' 

il  est  facile  de  démontrer  et  de  «énéraliseï  cette  formule. 
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06.  Généralités.  —  Dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Ana- 
lyse, il  arrive  fréquemment  qu'on  est  conduit  à  changer  de 
variables  indépendantes.  Il  faut  alors  pouvoir  exprimer  les  déri- 
vées prises  par  rapport  aux  variables  primitives  au  mo^'cn  des  déri- 
vées prises  par  rapport  aux  nouvelles  variables.  Nous  avons  déjà 
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traité  un  problème  de  ce  genre  à  propos  de  l'inversion.  La  solu- 
tion du  problème  général  n'exige  pas  de  principes  nouveaux.  11 
suffit  d'appliquer  les  règles  qui  donnent  les  dérivées  des  fonctions 
composées  et  des  fonctions  implicites.  On  simplifie  beaucoup  les 
calculs  par  l'emploi  des  différentielles  totales,  quand  il  y  a  plu- 
sieurs variables  indépendantes,  en  s'appuvant  sur  les  remarques 
suivantes,  que  nous  énoncerons,  pour  fixer  les  idées,  en  suppo- 
sant qu'il  y  a  trois  variables  indépendantes  x,y,  z. 

1°  Soient  M,  (',  (V  trois  fonctions  distinctes  (c'est-à-dire  entre 
lesquelles  il  n'v  a  aucune  relation)  de  x,  y,  z;  entre  leurs  diffé- 
rentielles totales  du,  c?r,  chv,  il  ne  |)eut  exister  aucune  relation  de 
la  forme 

f  32  )  ).  du  -t-  ]X  cil'  -t-  V  thv  =  o , 

à  moins  que  les  coefficients  1,  ui,  v  ne  soient  nuls  à  la  fois.  Eiiefiet, 
en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  dx,  dy,  dz  dans  la  relation 
précédente,  on  a  trois  équations  linéaires  et  homogènes  en  À,  ij.,  v, 
et  le  déterminant  des  coelficients   de  )>,  a,  v  est  précisément   le 

lacobien  =- 

2"  Soient  o),  u,  v\  «'  quatre  fondions  des  trois  variables  indé- 

1                                  II                U(  "i  l'i  »'  )  ■  I     /-k 

pendantes  x,  y,  z,   telles  que  =- —  ne  soit  pas  nul.  Un  peut 

inversement  exprimer  x,  y,  z  en  fonction  de  ti,  r,  (v,  et  en  por- 
tant ces  valeurs  dex,  y,  z  dans  o),  on  obtient  une  fonction 

to  =  <!>((«,  V,  cv) 

des  trois  variables  u,  v^  w.  Si,  par  un  moyen  quelconque,  on  a 

obtenu  entre  les  différentielles  totales  dw,  du,  dv,  da',  prises 

par  rapport  aux  variables  indépendantes  x,  y,  z,  une  relation 

de  la  forme 

du>=P  du  -H  Q  rff  -^  H  div, 

les  coefficients  P,  Q,  R  sont  égaux  respectii'ement  aux  dérii,-ées 
partielles  de  $(</,  v,  w), 

rju  iJf  Oiv 

On  sait,  en  effet,  d'après  la  règle  qui  donne  la  différentielle  totale 
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d'une  fonclion  composée  (ii°  26),  qu'on  a  bien 

aix>  =  —  du  H dv  -\ rfn', 

<)u  (le  (Hv 

el  il  ue  peut  pas  exister  entre  c?(o,  du,  dv,  dw  une  relation  linéaire 
distincte  de  celle-là,  car  on  en  déduirait  une  égalité  de  la 
forme  (oa)  entre  du,  dv,  dw,  où  les  coefficients  \,  jj.,  v  ne 
seraient  [)as  tous  nuls;  ce  qui  est  impossible,  d'après  la  première 
reniaïque. 

Nous  allons  appliquer  ces  principes  généraux  en  passant  en 
revue  les  problèmes  qui  se  [irésentent  le  plus  souvent. 

37.  Problème  I.  —  Soit  y  une  fonction  de  la  variable  indé- 
pendante X.  On  prend  une  nouvelle  variable  indépendante  t, 
liée  à  .V  par  la  relation  x  =  'j(f);  on  propose  d'exprimer  les 
dérivées  successives  de  y^ par  rapport  à  x  au  moyen  de  t  et  des 
dérivées  successives  de  y  par  rapport  à  t. 

So\enl  y  =/(x)  la  fonction  considérée  et  F  (t)  :^f[o(t)]  ce  que 
devient  cette  fonction  quand  on  a  remplacé  x  par  <p(i).  D'après 
la  règle  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  île  fouction,  on  a 


dy       dy        ,,.s 
dt        dx        '  ^ 


d'où  l'on  lire 


dy 

'  =  ^^  =  y'<  ■ 

ce  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  pour  avoir  la  dérivée  de  y  par  rap- 
port à  x,  on  prend  la  dérivée  de  cette  Jonction  par  rapport 
à  t,  et  on  la  divise  par  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  t. 

On   obtiendra   la   dérivée  seconde  -j~  en   appliquant    la  règle 

précédente  à  l'expression  qui  vient  d'être  obtenue  pour  la  dérivée 
première 

d^r  ^  dt^-^-''  ^  y"r.o'(t)-y',o"(t)_ 
dx^  ait)  [?'0]'  ' 

une  nouvelle  application  de  la  même  règle  donnera  la  dérivée  du 
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Iroisième  ordre 

d    ^      „ 

- 

d^r       -Jt'^'^'^ 

dx'            9'(/) 

OU,  en  eflectiianl  les  calculs, 

d'y  _  y"i'[o' i  t  )Y- ~  'iy",id{l)o"i  <)  +  3  k,['-^"(  /  i|-— .rj  y'i'O  -f'"(ri 

Ces  dérivt^es  successives  se  calculeront,  de  proche  en  proclie. 
par  l'applicalion  de  la  même  règle;  d'une  manière  générale,  la 
dérivée  d'ordre  n  àe  y  par  rapport  à  x  s'exprime  au  moyen  de 
o'(<),  o"(t),  ...,  ts'-"^t)  et  des  dérivées  successives  de  r  par 
rapport  à  t,  jusqu'à  celle  d'ordre  n.  On  peut  mettre  les  formules 
précédentes  sous  une  forme  plus  symétrique;  désignons  par  dx, 
dy,  d'-x^  d^y,  .  .  .,  d"x,  d"y  les  difFérentielles  successives  de  x 
et  de  y  prises  par  rapport  à  la  variable  t,  et  par  y',  y",  .  .  . ,.}''"' 
les  dérivées  successives  de  y  par  rapport  k  x;  les  formules  précé- 
dentes peuvent  s'écrire 


(53) 


dy 
dx' 

dx  dyi  - 

dy 

d' 

X 

dx 

d\r  dx-'  - 

-3, 

P 

r  < 

3  dvi  d-x  r- —  df  </'./•  dx 


La  variable  indépendante  t,  par  rapport  à  laquelle  sont  prises 
les  diflerentielles  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  ces 
formules,  est  absolument  quelconque,  et  l'on  passe  d'une  dérivée 
à  la  suivante  par  la  loi  de  récurience 


où  le  second  membre  est  le  cpiolientde  deux  dinerenlielles. 

58.  Applications.  —  On  se  seit  de  ces  formules  pour  étudier 
une  courbe  plane,  lorsque  les  coordonnées  d'un  point  de  cette 
courbe  sont  exprimées  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  t, 
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pour  éludier  colle  combe  diins  le  voisinage  d'un  de  ses  points,  il 
fniil  pouvoir  calculer  les  valeurs  des  dérivées  successives  y', 
t",  ...  ilej'  par  rappoiL  à  J'  pour  lepoinl  considéré.  Or  les  for- 
mules précédenles  nous  donnenl  pn-cisénient  ces  dérivées  expri- 
mées au  moyen  des  dérivées  successives  des  i'onclions  /{l)  el 
cs(/),  sans  (pi'il  soil  nécessaire  d'avoir  l'expression  explicite  de  j' 
en  fonction  de  x,  ce  (]ui  pourrait  pire  praticpiemenl  impossible. 
Ainsi  la  première  formule 

,_  f/y  _  -^i  n 

donne  le  coeflicienl  angulaire  de  la  tangente;  la  valeur  de  j^" 
intervient  dans  un  élément  géomélritjue  important,  le  rayon  de 
courbure,  qui  a  comme  expression,  comme  nous  le  démontrerons 
plus  loin, 


R  = 


lyi 


Pour  avoir  la  valeur  tie  K  lorsque  les  coordonnées  ^  et  y  sont 
données  en  fonction  d'un  paramètre  t,  il  n'y  a  qu'à  remplacer  y' 
el  y  par  les  expressions  précédentes,  et  il  vient  ainsi 


I  dx  d^y  —  dy  d-x\' 

le  second  membre  ne  renferme  que  les  dérivées  premières  et 
secondes  de  x  et  de  r  par  rapport  ci  ;. 

Voici,  au  sujet  de  cette  question,  une  remarque  intéressante  que  j'em- 
prunte au  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  J.  Bertrand 
(t.  I,  p.  170).  Imaginons  qu'en  calculant  un  élément  géométrique  d'une 
courbe  plane,  dont  les  coordonnées  x  et  y  sont  supposées  exprimées  au 
moyen  d'un  paramètre  t,  on  ait  obtenu  l'ex|)ression 

F(3r,  y,  dx,  dy,  d-x,  d-y,  .  .  .,  d" x,  d"y), 

toutes  les  différenlielles  étant  piises  par  rapport  à  /.  Puisque,  par  hypo- 
thèse, cet  élément  a  une  signification  géométiique,  sa  valeur  ne  doit  pas 
dépendre  du  choix  de  la  variable  indépendante  t.  Or,  si  l'on  prend  x  =  t, 
on  doit  faire  dx  =  dt,  d-x  =  d^x  =  .  .  .=  d" x  =  o,  et  l'expression  précé- 
dente devient 
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c'est  le  résultat  qu'on  aurait  obtenu  en  supposant  tout  d'abord  que  l'équa- 
tion de  la  courbe  considérée  est  résolue  par  rapport  à  y,  soit  y  =  ^{x). 
Pour  remonter  de  ce  cas  particulier  au  cas  où  la  variable  indépendante 
est  quelconque,  il  suffit  de  remplacer  y',  y",  y"\  ...  par  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (53).  En  effectuant  cette  substitution  dans 

on  devra  donc  retrouver  l'expression  F  {x,  y,  don,  dy,  d^x,  d^y,  ...)  d'où 
l'on  est  parti.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  pourra  affirmer  que  le  résultat 
obtenu  est  erroné.  Par  exemple,  l'expression 

dx  d-  Y  -t-  dy  d^x 

(dx--+-  dy-}^ 

ne  peut  avoir,  pour  une  courbe  plane,  de  signification  géométrique  indé- 
pendante du  choix  de  la  variable  ;  car,  si  l'on  suppose  x  =  t,  celte  expres- 
sion se  réduit  à  — ji    et,  en  remplaçant  _)''  et  y"  par  leurs  valeurs 

(  I -h . >-'■•')- 
tirées  des  formules  (53),  on  ne  retjouve  pas  l'expression  piécédenle. 

59.  On  se  sert  aussi  fréquemment  des  formules  (.53)  dans  l'élude 
des  équations  difTérenlielles.  Su|)|Hjsons  par  exemple  qu'on  veuille 
déterminer  loules  les  fondions  y  d'une  vuriable  indépendante  x 
qui  satisfont  à  la  relation 

OÙ  rt  est  constant.  Prenons  une  nouvelle  variable  indépendante  t, 
en  posant  x  =  cos<;  on  a 

dy 
dy^  dt 
dx        —  siii  / 

(/-  Y  dy 

sin?— 7^; cos^^— 

d^y  _  dl-  dt 

dx-  i\n' t 

et  l'équation  (54)  devient,  a|)rès  la  substitution, 

(55)  _  +  „._,,  =  o. 

Il   est  facile  de    trouver  toutes   les  fonctions  de  t  qui  satisfont  à 
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cette  relation,  car  on  peut  l'écrire,  en  multipliant  par  2  -j--, 


dy  d-y 

''  dt   dr^ 


,     dy        d  Wdy.^-         ,    .-] 


on  doil  donc  avoir 

fdr  .-^ 

a  désignant  une  constante  (|uelconi|ue,  et  par  suite, 
ou 

dy 
dt 


Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  arc  sin nt;  il  faut  donc 

'  a 

que  celte  différence  soit  égale  à  une  nouvelle  constante  b.  et  l'on  a 

y  r=  a  sin(  ni  -r-  b  ), 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

y  =  A  sin7i/-r-Bcos/!^ 

En  re\enant  à  la  variable  primitive  x,  on  en  conclut  que  toutes 
les  fonctions  de  x  qui  vérifient  la  relation  proposée  (54)  sont 
comprises  dans  la  formule 

^j'  =  A  5in(n  arc  cosa^)  -H  B  cos(n  arc  cosa*), 
A  et  B  désignant  deu\  constantes  arbitraires. 

60.  Problème  II.  —  A  toute  relation  entre  x  et  y,  les  for- 
mules de  transformation  x  :=f(t,  u),  y  =  ^(t,  u)  font  corres- 
pondre une  relation  entre  t  et  u.  On  propose  d'exprimer  les 
dérivées  de  y  par  rapport  à  x  au  moyen  de  t,  m,  et  des  déri- 
vées de  u  par  rapport  à  t. 

Ce  problème  se  ramène  immédlalemet)t  au  précédent,  en  remar- 
quant que  les  formules  de  transformation 

x=f{t.  U),        y  =  <i{t.  u) 
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nous  donnent  les  variables  [irimllives  t  et  >'  exprimées  au  moyen 
de  la  variable  t,  si  l'on  imagine  qu'on  ait  remplacé  a  dans  ces  for- 
mules par  sa  valeur  en  fonction  de  t.  Il  suffira  donc  d'appliquer 
la  méthode  générale,  en  regardant  toutefois  x  et  y  comme  des 
fonctions  composées  de  i,  la  lettre  ;<  jouant  le  rôle  d'une  fonction 

inlermédiïiire.  On  a  d'aliord 

()ï)  dtp  du 
dy  dy  _  dx  dt  Ou  dt 
dJ-  ^  ~dt  '  dt   ~ 


puis 


d\y 
dx'- 


•>t 


<)/_  du 
du   dt 

dx 
'dt' 


OU,  en  elTectuant  les  calculs, 


f'if  ,   àf  du\r&^tf  t)2tp    du       <n(D /duy      àif  d^u]        /à'f       d'f  du\ /<)'-/ 

'£r  _\ôt^dri.  'dt)  l'àF  '*"  ^  ôiïdl  'dt^  ùïû  [lit)  "^  dû  'dn\  ~  \^  "^  Thi  'dt  )  \àF  ' 
dx"^  "  ntf       »f  duy 

\àt        âû  'dt  ) 


D'une  façon   générale,  la   déri\'('e  «'^ 


An) 


S  exprime   au   moven 


de  <,  ?/,  et  des  dérivées  -j-, 


du    d-  u  d"  u 

'di'   dl'  '  '  '  ''   df'  ' 
Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  l'équation  d'une  courbe  en 
coordonnées   polaires    p^y(w).    Les    formules    qui   donnent   les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point  sont  les  suivantes  : 


X  =  ç>  costo, 


y  =  p  smu)  ; 


soient  p',  >",  ...  les  dérivées  successives  de  a  prises  par  rapport 
à  10,  considérée  comme  variable  indépendante.  On  tire  des  for- 
mules précédentes 

dx    =  cosiû  dp    —  p  sin  lo  d'j>, 

dy    =sinti)rfp    -h  p  cttso)  dxo, 

d^x  =  cosui  d'^ p  —  9.  sin  i»  dij>  dp  —  p  costo  f/oj-, 

d-y  =  sin  to  rf' p  -)-  2  cos  w  dix)  dp  —  p  sin  co  dui- 


et,  par  suite, 

dx-  H-  (/)'-  =  dp-  -+-  p-  dui-, 
dx  d^y  —  dy  d'^u-  =  7.  di.»  dp- —  p  dl^)  d-  p  -+-  p^  doi^. 
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L'expression  du  ravoii  de  combine  ohlemie  |)liis  liaul  devient 

3 


01.  Transformation  des  courbes  planes.  —  Imaginons  qu'à 
toiil  point  m  d  un  plan  on  ias-^e  correspondre,  d  après  une  con- 
struction déterminée,  un  autre  point  M  du  même  pian;  si  l'on 
désigne  par  [x,  y)  les  coordonnées  du  point  w,  par  (X,  Y)  les 
coordonnées  du  point  M,  on  a  entre  ces  coordonnées  deux  rela- 
tions telles  que 

(56.)  X=/(2-,  j'),         \  =  aix,y). 

Ces  formules  définissent  une  transformation  ponctuelle  ;  la 
Géométrie  en  ollre  de  nombreux  exemples,  tels  que  la  transforma- 
lion  homographique,  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, etc.  Lorsque  le  point  m  décrit  une  courbe  c,  le  point 
correspondant  M  décrit  une  autre  courbe  C,  dont  les  propriétés 
jieuveDt  se  déduire  de  celles  de  la  courbe  c  et  de  la  nature  de  la 
transformation  employée.  Soient  >'',  y"^  ...  les  dérivées  succes- 
sives de  y  par  rapport  à  x,  et  Y',  \",  ...  les  dérivées  successives 
de  Y  par  rapport  à  X;  pour  étudier  la  courbe  C,  il  est  nécessaire 
de  pouvoir  exprimer  \' .  Y",  ...  au  moven  de  x.  y,  y',  y",  .  . . , 
C'est  précisément  le  problème  que  nous  venons  de  traiter;  on  a 
d'aboid 


V  = 


d\         0/    ,    ,,/■ 


-.y 


dx  <lx        Oy 


_     dx     _\0x         ')y      I   \dx-  I 


d\  fof  ^  0/ 

dx 


\  OX      '      I)J 


et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  Y'  ne  dépend  que  de  x,  y,  y';  si 
donc  on  applique  la  transformation  (56)  à  deux  courbes  c,  c,, 
tangentes  au  point  (x,  _^),  les  courbe.vtransformées  C,  C)  seront 
tangentes  au  point  considéré  (X,  Y).  Cette  remarque  permet  de 
remplacer  la  courbe  c  par  toute  autie  courbe  tangente  à  celle-là, 
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quand  il  s'agil  seulement  de  trouver  la  tangente  à  la  courbe  trans- 
formée C. 

Considérons,  par  exemple,  la  transformation  définie  par  les  for- 
mules 


X  = 


h'-x 


Y  = 


/i^y 


qui   n'est   autre   qu'une  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 

Fis.  -. 


proques  ou  inversion,  avec  l'origine  pour  pôle.  Soient  m  un  point 
d'une  courbe  c  et  M  le  point  c<)rrespondant  de  la  courbe  C.  Pour 
trouver  la  tangente  à  cette  courbe  C,  nous  n'avons  qu'à  appliquer 
ce  résultat  de  Géométrie  élémentaire,  que  la  figure  inverse  d'une 
ligne  droite  est  un  cercle  passant  par  le  pôle  d'inversion. 

Si  nous  remplaçons  la  courbe  c  par  la  tangente  mt,  la  figure 
inverse  de  mt  est  un  cercle  passant  par  les  deux  points  M  et  O  et 
dont  le  centre  A  est  situé  sur  la  perpendiculaire  Ot  abaissée  de 
l'origine  sur  mt.  La  tangente  MT  à  ce  cercle  est  perpendiculaire 
à  AM  et  les  angles  M/?ii,  /?iMT  sont  égaux  comme  complémen- 
taires de  l'angle  mOl.  Les  tangentes  mt  et  MT  sont  donc  antipa- 
railèles  par  rapport  au  rayon  vecteur. 

62.  Transformations  de  contact.  —  Les  transformations  précé- 
dentes ne  sont  pas  les  plus  générales  qui  changent  deux  courbes 
tangentes  en  deux  autres  courbes  tangentes.  Imaginons  que  de 
tout  point  m  d'une  courbe  c  on  déduise  un  autre  point  M  par  une 
construction  déterminée  qui  dépende,  non  seulement  du  point /n, 
mais  de  la  tangente  en  ce  point.  Les  formelles  qui  définissent  cette 
transformation  sont  de  la  forme 


(57) 


^  =/(--r,  r.  r')'         Y  =  9(3-,  7,  y); 
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et  le  coefficient  angulaire  Y'  de  la  langenle  à  la  courbe  Irans- 
ibrmée  a  pour  expression 


c/\  _  il.r        ôy 


-  y  -^ — -,  y 


d\        iJf        of     ,        iif      „ 
dx        Oy  '  i)y  •' 


En  général,  Y'  dépend  des  quatre  variables  x,  yyy,y''.  si  l'on 
applique  la  transformation  (5")  à  deux  courbes  c,  C|  tangentes  en 
un  point  (x,  y),  les  courbes  correspondantes  C,  C|  auront  un 
point  commun  (X,  Y),  mais  elles  ne  seront  pas  tangentes,  à  moins 
que  j'' n'ait  la  même  valeur  pour  les  deux  courbes  c  et  c,.  Pour 
que  les  deux  courbes  C,  C(  soient  toujours  tangentes,  en  même 
temps  que  les  courbes  c  et  c,,  il  faut  et  il  suffit  que  Y'  ne  dé|)ende 
pas  de  )'",  c'est-à-dire  que  les  fonctionsy(j",  Y^y')  et  o[x,  y,  y) 
satisfassent  à  la  condition 

Oy  \  (kv        Oy  -    I         Oy   \  O.v        Oy  ■'  j 

on  dit  alors  que  la  transformation  considérée  est  une  transforma- 
tion de  contact.  Il  est  clair  qu'une  transformation  ponctuelle  est 
un  cas  particulier  des  transformations  de  contact  ('). 

Considérons,  par  exemple,  la  transformation  de  Legendre  qui 
consiste  à  faire  correspondre  à  un  point  (x,  y)  d'une  courbe  c  le 
point  M  de  coordonnées 


Y  =  xy  —  y; 


on  déduit  de  ces  formules 


d\       xy" 


ce  qui  montre  bien  que  cette  transformation  est  une  transformation 


(')  Legendre  et  Ampère  avaient  donné  de  nombreux  exemples  de  ces  transfor- 
mations. Sophus  Lie  a  développé  la  tliéorie  générale  dans  différents  travaux. 
(  Voir,  en  particulier,  Géométrie  der  Beriihrungslransformationen;  voir  aussi 
Jacobi,   Vorlesungen  Uber  Dynamik.) 
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de  conUicl.  On  aura  de  même 


Y"  = 


dx  -    y 


et  ainsi  de  suile.  On  déduit  des  formules  précédentes 
,r  =  Y',         y  =  XY'  —  Y,         y  =  X, 

ce  qui  |)rouvc  (|uc  la  transformation  est  réciproque.  Toutes  ces 
priiprlélés  s'expliquent  aisément  si  l'on  remarque  que  le  point  de 
coordonnée^  X  ^ j',  Y  =  xy'  —  y  esl  précisément  le  pôle  de  la 
tangente  à  la  courbe  c  au  point  (^x,y)  par  rapport  à  la  parabole 
X-  —  2y  =  o.  Or,  d'une  manière  générale,  si  l'on  prend  le  pôle  M 
de  la  tani;ente  en  m  à  une  courbe  c  par  rapport  à  une  conique 
directrice  S,  le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  C  dont  la  tangente 
au  point  M  est  précisément  la  polaire  du  point  m  par  rapport  à  S. 
Il  y  a  donc  réciprocité  entre  les  deux  courbes  c  et  C;  d'ailleurs,  si 
l'on  remplace  la  courbe  c  par  une  autre  courbe  C|  tangente  à  c  au 
point  m,  la  courbe  réciproque  C|  est  tangente  à  la  courbe  C  au 
point  M. 

Podaire.  —  Si  d'un  point  fixe  O,  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  c,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  OM  sur  la  tangente  au  point  m  à  cette  courbe, 


le  lieu  du  pieii  M  de  cette  perpendiculaire  est  une  courbe  C  qui  est  dite 
la  podaire  de  la  première.  Il  serait  facile  d'obtenir  par  le  calcul  les 
coordonnées  du  point  M,  et  de  vérifier  que  la  transformation  ainsi  obtenue 
est  une  transformation  de  contact,  m;iis  on  y  arrive  plus  simplement 
comme  il  suit   :    Considérons,    en  ellet,  un   cercle  y  de  rayon  R  décrit  du 
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point  O  comme  centre,  et  ?ol(  m,  un  point  pii«  sur  O.M  et  tel  nue 
O  mi  X  OM  =  R-.  Le  point  m,  est  le  pôle  de  la  langenle  /»t  par  rapport 
au  cercle  y;  de  sorte  que  la  transformation  qui  conduit  de  c  à  C  résulte 
d'une  transformation  par  polaires  réciproques,  suivie  d'une  inversion. 
Lorsque  le  point  m  décrit  la  courbe  c,  le  point  /«,,  pôle  de  mt.  décrit 
une  courbe  c,  tangente  à  la  polaire  du  point  m  par  rapport  au  cercle  •', 
c'est-à-dire  à  la  droite  m,t,  perpendiculaire  sur  Oin.  La  tangente  .MT  à  la 
courbe  C  et  la  tangente  /«j/j  à  la  courbe  c,  font  des  angles  égaux  avec  le 
ravon  vecteur  OwiM:  si  donc  nous  menons  la  normale  JL\,  les  angles 
A.MO,  AO.M  sont  égaux  comme  com|)lémenls  d'angles  égaux,  et  le  point  A 
Oit  le  milieu  du  ravon  0»>.  D'où  l'on  conclut  qu'on  obtient  la  normale  à 
la  podaire  en  joignant  le  point  .M  ;iu  milieu  de  0»!. 

Transformations  générales.  —  Si  les  formules  (  37)  définissent  une  trans- 
formation de  contact,  ne  se  réduisant  pas  à  une  transformation  ponc- 
tuelle, l'une  au  moins  des  fonctions/  et  œ  dépend  de  y'.  Supposons,  par 
exemple,  que  y  renferme  la  variable  _^'';  en  tirant  jk'  de  la  première  des 
relations  (37)  et  en  substituant  dans  la  seconde,  on  peut  écrire  ces  équa- 
tions sous  la  forme  équivalente 

(  58 )  X  =  /( a-,  y,  y  ).         Y  =  *  ( j-,  r,  X ). 

On  en  déduit 

fA    _   /^        "*     ,\  d.r        (/* 
ciS.  ~  \  (t.r        t)y  ''  /  dX    '    i)\  ' 


Or 


dX  _  11/        of     ,        nf     „ 
dx         ox    '    ijy  Oy  ■^ 


dépend  Ai.  y' \  pour  que  -j^  ne  dépende  que  de  x,y.y',  il  faut  nécessaire- 
ment que  les  valeurs  de  X  et  de  Y  fournies  par  les  formules  (58)  vérifient 
aussi  la  relation 

1 }■  =  o, 

Ox         oy-^ 

et,  comme  celle-ci  ne  renferme  que  .r,  y,  y'.  X,  elle  doit  être  identique  à 
la  première  des  équations  (58). 

Inversement,   soit   F(a7,  _j-;  X,  Y')   une    fonction   des   deux    couples   de 
variables  {x,  y),  (X,  Y).  Si  les  deux  équations 

(5q)  F(^,  y;  X,  Y')  =  o, ■-  —  y'  =  o 

\  »  '  V    >  ^  >      >      /         .  ox        <Jy  -^ 

licuvent  être  résolues  par  rapport  à  X,  Y.  les  formules  obtenues 
X  =/(a7,  j'.j»-'),         \  =  o(x,y,y') 
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définissent  une  transformation  de  conlacl.  De  la  première  des  relations  (Sg) 
on  tire,  en  effet, 

<>F  ,)F  àF  dF^ 

-—  dx  -+-  -—  dy  -i rr  «A  -I-  -T7  aSr=  o, 

qui  devient,  en  tenant  compte  de  la  seconde, 

--:rr  d\  H ^  rfY  =  o  : 

1  dY         , .         ,  ,  , 

on  voit  que  le  rapport  ~r^  ne  dépend  que  de  x,  y,  y  . 


63.  Problème  III.  —  Soit  w  =f(^x,  y)  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  x  ei  r;  on  prend  deux  nouvelles  va- 
riables indépendantes  u  et  \-  liées  aux  anciennes  par  les  for- 
m  u  les 

x  =  <f(i(,  (•),         y  =  >\i(u,  f), 

et  l'on  se  propose  d'exprimer  les  dérivées  partielles  de  oj  par 
rapport  aux  variables  x  et  y  au  moyen  de  u,  c,  et  des  dérivées 
partielles  de  to,  prises  par  rapport  aux  variables  u  et  v. 

Soit  (ij  =  F(m,  t^)  ce  que  devient  la  fonction /"( a;,  y)  après  la 
siil)stitution  ;  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  composées  nous 
donne 

(tu        <Jx  Ou        ily  ou 

(ko         (ko   fVcp         Oio   (>']> 
Ov         ôx  (Jv         i)y   dv  ' 

,  1  .  •  à(0  dw  •     1  1   r 

on  peut  tirer  de  ces  deux  équations  —  et  -— >  car,   si  le  détermi- 

'  1  (IX         (Jy  ' 

D(o,  d/)    ,       .  III  1  •    1   I  r>>  .1 

nant  tt — '■ — —  était  nul,  le  chanoeiiient  de  variables  eiiectue  n  aurait 

D(M,  1')  '  ^ 

aucun  sens.  On  déduira  donc  des  équations  précédentes 


dw 
âr 

()u            (Jv 

()10 

()u.              (h' 

(6o) 


A,  B,  C,  D   étant  des  fonctions  déterminées  de  u  et  i',  et  ces  for- 
mules résolvent  le  problème  pour  les  dérivées  du  premier  ordre. 
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Elles  montrent  que,  pour  obtenir  la  dérivée  d' une  fonction  par 
rapport  à  x.  il  faut  multiplier  par  A  la  dérivée  prise  par  rap- 
port à  u.  par  B  la  dérivée  prise  par  rapport  à  v,  et  ajouter  les 
deux  produits  ;  on  opère  de  même  pour  avoir  la  dérivée  partielle 
par  rapport  à  7',  en  i-cmplaçant  A  et  B  par  C  et  D  respectivement. 
Pour  calculer  les  dérivées  du  second  ordre,  il  suffira  d'appliquer 
aux  dérivées  du  premier  ordre  la  règle  ex|)rimée  par  les  formules 
iirécédentes  :  ainsi,  on  aura 


)x-        àx  \  ox  I        Ox  \     Ou 

ou  \     Ou  Ov  j  ( 


B—    , 

ov  j 


ou,  en  développant  les  calculs, 


0-0)  _       .  /i  "'^"      .    D  ''''"  "-^  ''''*        "^  à"' 

àx-  '    \     ou-  Ou  ov       Ou  Ou    '    ou  Ov 

/         (/-(O  n  '''"^  '^■^  ''"'  '^^  0(a\ 

-i-  D  (  A  -T-  B  —      -7-  ■ r- 

\      Ou  Ov  Ov^  Ov  ou  Ov  Ov 


^) 


1  •  1  .  d-  CD        d-  O)  11.-. 

et   1  on  trouvera  de   même  ,   - — ,   et  les  dérivées  suivantes. 

Ox  oy      oy- 

Dans  toutes  les  dérivations  à  effectuer,  il  suffit  de  remplacer  les 


où  ,  ,        . 

opérations  -^  et  —  par  les  opérations 
'  Ox       Ov 


respectivement;  tout  revient  donc  au  calcul  des  coefficients  A, 
B,  C,  D. 

Exemple  I.  —  Considérons  l'équation 

,-                                         0-10               f/'o)            o-ia 
(01)  a — --i-20 •- c =0, 

ox-  lixov  Oy- 

où  les  coefficients  a,  b,  c  sont  constants;  nous  allons  chercher  à  ramener 
cette  équation  à  une  forme  aussi  simple  que  possible.  Observons  d'abord 
que,  si  l'on  avait  à  la  fois  a  =  c  =  o,  il  serait  superflu  de  chercher  à  sim- 
plifier l'équation  ;  nous  pouvons  donc  supposer  que  c,  par  exemple,  n'est 
pas  nul.  Cela  étant,  prenons  deux  nouvelles  variables  indépendaiiles  ;«  et  i», 

tt  =  .r  ^  2_F,         V  ^  X  -^  'iy. 


l46  CHAPITRE    m. 

a  et  s  étant  deux  coefficients  constants  indéterminés.  On  a  aussitôt 


de  sorte  qu'on  a.  dans  ce  cas,  A  =  B  =  j.  C  =  2,  ï)  =  'i.  La  méthode  géné- 
rale donne  ensuite 

à-  (o  d^  11)  d-  (1)         d-o) 

d.r^  Ou-  "  du  â(>    '     ôi'- 

c/-(o             ù-ia  ^^     (l'-to  ^  ()-M 

dx ày          Ou-  '     Ou  Oi'        '    09- 

rf-  (D  .à'-iù  „   0-  (o  .    à- 1» 

T-T   ==^    T— ^  -1-2  0(3 ; h  S-  r, 

oy'  ou-  ou  Ov  iH-- 

et  l'équation  proposée  devient 

'  Ou^ 

-t-2[o-^è(ï-t-S)-f-C221 1- (  «  -t-  •>  6  w  -H  c3-)— ^  =  o. 

^  '     Ou  Ov  ^      dv- 

Cela  |)0sé,  plusieurs  cas  sont  à  distinguer  : 

Premier  cas.   —    Soit   b- — «c>  o;   en   prenant   pour   3.  et   3  les  deux 
racines  de  l'équation 

a  -T-  ibr  H-  c/'-  ^  o, 

l'équation  prend  la  forme  simple 

ou  Of  ~ 

,-.  ,.  .     .        à   /  do)\  .  dw    ... 

Comme  on  peut  1  écrire  —  (  ^     =  o,  on  voit  que  —  doit  être  une  lonc- 
'  Ov  \du  /  '       Ou 

tion  de  la  seule  variable  u,  soit  f{u).  Désignons  par  F((()  une  fonction 
de  i<  dont  la  dérivée  F' (u)  ^=f(u);  la  dérivée  de  to  —  F(w)  par  rapport 
à  u  étant  nulle,  cette  différence  est  indépendante  de  u,  et  l'on  a  pai-  con- 
séquent (O  =  F(!<)  -t-  "i>(f  ).  La  réciproque  est  immédiate.  En  revenant  aux 
variables  :r  et _>',  on  en  conclut  que  toutes  les  fonctions  w  qui  satisfont  à 
l'équation  (61)  sont  de  la  forme 

10  =  F(a"  +  aj')  -t-«t>(2-  -f-  ^y), 

les  fonctions  F  et  <I>  étant  arbitraires.  Par  exemple,  l'intégrale  générale  de 
l'équation 

O'-uj  _  ^d'-iu 

())•-  ox- 
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qui  se  présente  clans  la  llicorie  des  cordes  vibrantes,  est 
lo  =/(x -h  ay)^^(x  —  ay). 

Deuxième  cas.  —  Soit  b- — ac  =  o.  En  prenant  a  égal  à  la  racine 
double  de  l'équation   a  -h  -f.Or  ^  c/--  =  o,   et  prenant  [î  dillérent  de  ï,   le 

coeflicient  de  sera  nul,  car  il  est  éijal  à  o  -^  /.*o(  +  B(6  -t-  ca);  l'éiiua- 

tien   se   réduira   donc   à   =  o.    On  voit  que  w  doit  être  une  fonction 

<_)r- 

linéaire  de  r,  w  =  r /(  ;<) -f- tpl  «  ),  les  fondions /(»  )  et  f(ii)  étant  quel- 
conques; en  revenant  aux  variables  x  etjK,  l'expression  de  w  est 

(ij  =  (j-  -h  Pj'  )/(.r  -^  ay)  -h  o( -f  -h  yiy ), 

ce  qui  peut  s'écrire 

01  —  [ a-  -!-  î^r  -H  (  P  —  ï'JK]  /(x  -+-  i.y  )  +  ç(r  -H  aj), 

ou  encore 

(0  =  j'  F(a-  -^  (xy)  -+-  ^(x  -+-  oiy). 

Troisième  cas.  —  Si  b-  —  «c  <  o,  la  transformation  précédente  ne 
s'applique  plus,  à  moins  d'introduire  des  variables  imaginaires.  On  peut 
alors  déterminer  a  et  [3  de  telle  façon  qu'on  ait 

a  -(-  2  6  a  -I-  c  ï-  =  «  -(-  a i  [3  +  c  jl^, 
«  -4-  ^  (  a  H-  jî )  -1-  c  aj3  =  o, 
ce  qui  donne 


l'équation  du  second  degré,  qui  a  pour  racines  2  et  [î, 
■>.  b  O-b-  —  ac 


a,  en  ell'et,  ses  racines  réelles.  L'équation  proposée  devient  alors 

_  <)Uo        à^  _ 
Ou-  di'-  ' 

celte  équation  A^w  =  o,  connue  sous  le  nom  à'équation  de  Laplace.  joue 
un  rôle  fondamental  dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Analyse  et  de 
Physique  mathématique. 

Exemple   II.   —    Cherchons  ce   que    devient   l'équation    précédente   en 
posant  X  =  0  cosy,  y  =  ç>  sinç.  On  a 

——  =  —  cos  o  -(-  —  sin  (5, 
op        t>x         '        i)y         ' 

Oll>  ()<J>  .  ÙM 

-—  =  —  —  :;  sincs  -\ o  coscs. 

oo  tJx  '         (>y  '  '  ' 
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,  .   fliu     àw 

et.  en  resolvant  par  ranpoit  a  — ,  — , 
'  '  '  (Jx     Oy 


Oui         cos'i  c)a) 


Il  vient  ensuite 


p      dô/ 


— —  =  cos  o  ^  (  cos  ti ^  — —  (  costp 

ox-               '  Op  \        ■  Op           p  0(s  /            p      0<a  \        ' 

^    à-M        ?in-'i  ù-M  'isin^cosî/    à-io 

~           '  ào-            z-      fte-  0            do  à-4> 


asincocoso  Ow        sin-'o  àto 

+ tr-^à^^~f^' 

,  d-ui  ,         . 

on  a  une  expression  analogue  pour  - — ,  et,  en  les  aioutant,  on  trouve 

I  O  I  i)y2  J 

(V-  tu         t'-  to         0-  (0  I     0-  oj  I    Ou) 

ôx-     '    Oy-  Oz-  z-    0^-  z    Oz 

64.  Autre  méthode.  ^  La  mi'tliode  précécienle  est  la  plus  pra- 
ticjtie,  loisque  la  fonction,  dont  on  cherche  les  dérivées  partielles, 
n'est  pas  connue;  mais,  dans  certaines  questions,  il  est  plus  avan- 
tageux d'employer  le  procédé  suivant  : 

Soit  z  ■:=/(x,y)  une  fonclion  des  deux  variables  indé|)en- 
daiites  X  et  y;  si  l'on  suppose  x,  y  et  ;  exprimées  au  nioven  de 
deux  variables  auxiliaires  n  et  c,  on  a  entre  les  dinférenlielles 
totales  dx,  dy,  dz  la  relation 

Ox  Oy    -^ 

nui  est  é(|uivalenle  aii\  deux  relations  distinctes 


0:i 
dû 

ùf  Ox        Of  oy 
~  Ox  Ou        Oy  Ou 

Oz 

Of  Ox        Of  Oy 
Ox  Ov         Oy   Ov 

, Of         Of         ,-.  .         , 

a  ou  Ion  tirera  -=^  et  ^-  en  tonctioii  de  u.  c, 

Ox         Oy  '  uu     UK- 

la  première  mélhode.  .Mais,  pour  calculer  les  dérivées  suivantes, 
nous  conliimerons  à  appliquer   la  même  règle;   ainsi,   pour  cal- 


CHAN'GE.MEMS    Dli    VAIII MILES. 


1         <*-/  iJ'-f  ■  1       IV   1 

culer  — -  et  — =^— >  nous  pari  irons  de  I  iderililu 
Ox-        U.T  (Jy  ' 

\iJ.r/         O.r-  Oj-i)y    ■' ' 

qui  est  i'i|iiivalenle  aux  deux  relalious 


(Jj-   Ou         i).r  Oy   Ou 


\dx/   _  O'f  o.r  O'-f    ôy 


f/i-  ox-  Ov        0.1-  Oy  Ov 

...  rlf         ,    .  ,       .  .  ,,., 

OU    1  ou    suppose   que  ^-  a  de  remplacée  par  son   expression  deja 

calculée.  On  trouvera  de  nièiiie  — ■ —  et  —^  en  iiarlanl  de  l'idenlllé 

Ox  dy        oy-         ' 

\0yj         0x0 y  oy^    -^  ' 

el  les  deux  valeurs  obtenues  poui' — —  doivent  être  idenliciues,  ce 

'  Ox  Oy  '         ' 

qui  fournil  une  vérification  des  calculs.  Les  dérivées  d'ordre  supé- 
rieur se  calculent  de  la  mènie  façon. 

Application  aux  surfaces.  —  On  se  sert  du  calcul  précédent 
dans  l'étude  des  surfaces.  Supposons  que  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  surface  S  soient  exprimées  en  fonction  de  deux  para- 
mètres variables  ?<,  i',  par  les  formules 

(62)  x=f(u,v),         y=a{u,v),         z  =  '!^(u,v); 

on  obtiendrait  l'équation  de  cette  surface  en  éliminant  les  va- 
riaijles  //  el  i>  entre  les  trois  équations  (('2),  mais  on  peut  se  pro- 
poser d'étudier  directement  les  pro]jriétés  de  la  surface  S  sur  ces 
équations  elles-mêmes,  sans  elTectuer  l'élimination  qui  peut  être 
prati(|uement  impossible.  Remarquons  d'abord  que  les  trois  jaco- 

,  .  D(/,  c)     D(co,  J;)     D(/;  J>)  ,  1     .   1     f   • 

biens  7-^^ — '—,  =--^ — —,   r^  ne  peuvent  être  nuls  a  la  tois,  car 

D{u,v)     D(u,v)     D(u,i')  ^  ' 

l'élimination    de   u    et    c   conduirait    à    deux    relations    distinctes 

entre  x,  y,  z,  et  le  point  de  coordonnées  (x,y,  s)  décrirait  une 

courbe  et  non  une  surface.  Soit,  pour  fixer  les  idées, 

D(u,  V)  ^     ' 
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des  deux  premières  équations  (lia)  on  peut  alors  imaginer  f|u'on 
ail  lire  u  et  r,  et,  en  les  portant  dans  la  troisième,  on  aurait  l'équa- 
tion de  la  surface  z^Y  {x,  y).  Pour  étudier  cette  surface  dans  le 
voisinage  d'un  point,  il  faut  pouvoir  calculer  les  dérivées  par- 
tielles/), q,  r,  s,  t,  ...  de  cette  fonction  F(.^',_^)  au  moyen  des 
paramètres  u,  r.  Les  dérivées  premières  p  et.  q  s'obtiendront  au 

moyen  de  la  relation 

dz  =  p  dx  -+-  q  dy, 

qui  se  dédouble  eu  deux  éqiiiilions 

[    d'it  ôf  àa 

On        '   àii        ■'  Ou 

'   Ov        ''  Ov  ^  '^  Ov  ' 

permettant  de  calculer/)  et  q.  L'é(|ualion  du  plan  tancent  s'ob- 
tiendra en  |iorlant  ces  valeurs  âe  p  et  de  q  dans  l'équation 

Z-a=/j(X-:r)  +  fy(Y-/), 

ce  qui  conduit  à  l'équation 

(04)    (X_.)£L^^(Y-^.HIi.i;i^,,Z-.)i^^:^-^ 


D(  u,  V)  -     ï){u.  V)  '  D(i<,  (') 

Les  relations  (63)  ont  une  signification  géométrique  facile  à 
retenir;  elles  expriment  (|ue  le  plan  tangent  contient  les  tangentes 
aux  deux  courbes  situées  sur  la  surface,  qu'on  obtient  en  laissante 
constant  et  faisant  varier  (/,  puis  en  laissant  u  constant  et  faisant 
Varier  e  (  '). 

Ayant  obtenu  /)  et  q^  p=J\{u,  e),  q=/„(^u,  c),  on  obtiendra 
;•,  s,  I  au  moyen  des  égalités 

dp  =  /■  dr  -T- ,?  dy, 
dq  =  s  dx  +  /  (/)', 

dont  chacune  fournit  deux  relations  distinctes,  et  ainsi  de  suite. 

(')  On  peiiL  aussi  arriver  à   l'équation   rtu    plan   langenl  par  un  raisonnement 
direct.  Toute  courbe   située  sur  la   surface  est  définie  par  une   relation  entre  u 
et  V,  soit  v  =  n(îi),  et  la  tangente  à  cette  courbe  a  pour  équations 
\  —  x  _  Y  — y  _  '/■  -  J 

(/(/        (/r  Ou        i;v  ou        (IV 

L'élimination  de  Il'(»)  conduit  à  rér|iuilion  du  plan  langenl  (U:)). 
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60.    Problème  IV.  —  Si  l'on  pose 

'  rô  I  .r=f{ti,  i-,  11-),         v  =  -^(ii.  V,  w).         z  = -iii  II,  V,  iv), 

ces  formules  fonl  correspondre  à  toute  relation  entre  les  va- 
riables a,  y,  z  une  nouvelle  relation  entre  11.  c.  iv.  On  se  pro- 
pose d'exprimer  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  aux 
variables  .r,  r,  au  moyen  de  u,  c.  w,  et  des  dérivées  partielles 
de  w  par  rapport  aux  variables  u  et  v. 

("e  problème  se  ramène  ;i  celui  (|iii  \ieiil  d'èlre  trailé.  Si  Ion 
suppose  en  effet  que  w  ail  été  remplacé  dans  les  formules  (  65)  par 
une  fonclion  de  u  el  de  v.  on  a  les  expressions  de  ar,  y,  z  au  moyen 
des  deux  paramètres  u  el  c,  et  il  suffît  de  reprendre  la  méthode 
précédente  en  considéranty',  w,  -L  comme  des  fonctions  composées 
de  u,  V.  la  variable  w  étant  traitée  comme  une  fonclion  intermé- 
diaire de  u  et  V.  On  a,  par  exemple,  pour  calculer  les  dérivées  du 
premier  ordre/?,  cj,  les  deux  relations 

au        àw  Ou  \du        ow  Ou)    '   "  \0u  ~^  Ow  du)' 

0'\(         àij    Ow  (  ^f    ,     '^f  *"''  \     ,        /  ''?  '^'f   "'"  \ 

àv        Ow    Ov  \ov        Ow   ov  )  \uv         Ow   Ov  ) 

et  de  même  pour  les  dérivées  suivantes. 

En  langage  géométrique,  le  problème  précédent  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  :  A  tout  point  m  de  l'espace,  de  coordonnées  (x,y.,z).i 
on  fait  correspondre,  par  une  construction  déterminée,  un  autre 
point  M,  de  coordonnées  X,  Y,  Z.  Lorsque  le  point  m  décrit  une 
surface  S,  le  point  M  décrit  une  surface  S,  donl  on  se  propose  de 
déduire  les  propriétés  de  celles  de  la  première. 

Les  formules  qui  définissent  la  transformation  sont  de  la  forme 

\=f(x,y,z),         \  =  o(x,y,z),        Z  =  'h{x,  y,  z): 

soient 

z  =  Y{x,y),         Z  =  *(X,  Y) 

les  é(|uatlons  des  deux  surfaces  S,  S.  11  s'agit  d'exprimer  les  déri- 
vées partielles  P,  Q,  R,  S,  T,  ...  de  la  fonction  <Ï>(X,  Y)  au 
moyen  de  x,  y,  z  et  des  dérivées  partielles  />,  q^  r,  Sj  t,  ...  de  la 
fonction  F(x,y).  C'est  précisément,  à  la  différence  des  notations 
près,  le  problème  que  nous  venons  de  traiter. 
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Les  dérivées  premières  P  et  Q  ne  dépendenl  que  de  cr,  y,  z, 
p,  q,  de  sorte  que  la  transformalion  change  deux  surfaces  tan- 
genles  en  deux  surfaces  langenles.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  Irans- 
formalions  les  plus  générales  qui  jouissent  de  cette  propriété, 
comme  on  le  verra  par  les  exemples  ci-dessous. 

GO.  Transformation  de  Legendre.  —  Soit  z^=f{x,y)  l'éqiia- 
lion  dune  surface  S;  au  point  ni[x,y.  z)  de  cette  surface,  faisons 
correspondre  le  point  M,  de  coordonnées  X,  Y,  Z,  en  posant 

X=/î,         V  =  ry,         1=  px^  qy  —  z, 

cl    soit  Z  =  <Ï>(X,  Y)   Téqualiou    de    la    surface   S    décrite    par   le 

point  M.  oi  1  on  imagine  qu  on  ail  remplace  :;,  p.  q  |iar_/,  y-,  j-, 

on  a  les  expressions  des  trois  coordonnées  du  point  M  en  fonction 
des  deux  variables  indépendantes  x  et  j'. 

Désignons  encore  par  P,  Q,  R,  S,  T  les  dérivées  partielles  de 
la  l'onction  $(X,  Y);  la  relation 

dZ  =  V  d\  -^  Q  d\ 
nous  donne 

P  d.v  -^  q  dy  ^-  X  dp  ^  y  dcj  —  dz  —  P  dp  -i-  Q^  dq 
ou 

X  dp  -h  y  dq  =  P  dp  -r  Qdq. 

Supjiosons  fpie,  pour  la  surface  considérée,  p  et  q  ne  soient  pas 
("onctions  l'une  de  l'autre,  de  telle  sorte  qu'on  ne  puisse  avoir  une 
identité  de  la  forme  \  dp -\- )].  dq  ^  o  sans  qu'on  ait,  à  la  fois, 
),  =  y.  =  o.  On  déduit  alors  de  la  relation  qui  précède 

P  =  .r,         Q=j-. 
Pour  avoir  R,  S,  ï,  nous  partirons  de  même  des  relations 

rfP  =  R  rfX  -f^  S  dy, 
dQ  =  S  dX^r  dY, 

qui  deviennent  ici,  en  remplaçant  X,  Y,  P,  Q  par  leurs  valeurs, 

dx  =  R ( r  dx  -i-  s  dy )  -ir  S  {  s  dx  -I-  t  d}-), 
dy  =  S,  (r  dx  +  s  dy)  -h  T  (s  dx  -^  l  dy  ); 
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R/— Si=!,         Hs-i-S/  =  o, 


et,  p;ir  suite, 


R=^— .,  S=      ~\,  T  = 


rt  —  4-  /•/  ~  s"-  ri  —  s2 

Des  loiiiHiles  précédentes  on  détlmt.  inversenienl 

3=1'.         r  =  Q.        ;  =  p\  — QV  — Z,        p  =  \.        y  =  Y. 

T  —  S  K 


HT  -  S-  KT  — S-  liT  —  S^ 

ce  Cjin  [iroiive  que  ki  traiisfonnalion  est  réciproque.  D'ailleur.s, 
c'est  bien  une  transfoimation  de  contact,  puiscjue  X,  Y,  Z,  P,  Q 
ne  dépendent  que  de  x,  r,  .;,  p,  q.  Ces  propriétés  deviennent 
intuitives,  si  Ton  observe  que  les  formules  délinissent  une  trans- 
formation par  polaires  récipro(pies,  relativement  au  paraboloïde 

x'--~y- —  2.:  =  o. 

Remarque.  —  Les  expressions  de  R,  S,  T  deviennent  infinies 
lorsque,  en  tous  les  points  de  la  surface  décrite  par  le  point  m, 
on  a  la  relation  rt  —  s-=o.  Dans  ce  cas,  le  point  .M  décrit  une 
courbe,  et  non  une  surface,  car  on  a 

t)(X,Yi        Di/>,  ?)         ,        , 

=  -— -^ — '—  =  rt  —  s^  =  o 

Dfx,  y)        Diû-.v) 

et  de  même 


DfX,  Z)  _  D( p,  px  ^  y  )• 

Dix,  y)   "  Dix,  r) 


=  y{rt  —  s'-)  =  o. 


C'est  précisément  le  cas  qu'on  a  laissé  de  côté. 

67.  Transformation  d'Ampère.  —  Les  notations  restant  les  mêmes  que 
dans  l'exemple  précédent,  posons 

\  ^=  X,  ^■  =  <^,  T.  ^  q  y  —  ;: 

la  relation 

dX  =  P  f/X  -H  Q  d\ 
devient 

q  dy  ^^  y  dq  —  c/s  =  P  dx  -i-  Q  dq, 
ou 

y  dq  —  p  dx  ^V  dx  ^Çl  dq; 
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on  a  donc 

et  inversement 

de  sorte  que  la  transformalion  esl  bien  une  tiansformation  ile  contact  et 
récipioque.  La  relation 

dl>  =  RdX^S  dY 
donne  ensuite 

—  /•  dx  —  s  dy  =  R  dx  -f-  S  (  s  dx  -i-  t  dy), 

c'est-à-dire 

R-l-Si  =  —  /•,         S<=  —  s, 
et  l'on  en  tire 

R  =  ^!^iii',      s  =  -^ 
/  t' 

en  partant  de  la  relation  f/Q  =  S  </X  +  T  rfV,  on  trouvera  de  même 

T  =  i . 

t 

Proposons-nous,  comme  application  de  ces  foiniuies,  de  trouver  toutes 
les  fonctions  y( a;,  y)  qui  satisfont  à  la  relation  rt  —  i- =  o.  Soient  S  la  sur- 
face représentée  par  l'équation  z  ;=f(x,  y).  X  la  surface  transformée, 
et  Z  =  <i>(X,  Y)  l'équation  de  S.  D'après  la  formule  qui  donne  R,  on  doit 
avoir 

et  "I"  doit  être  une  fonction  linéaire  de  X, 

Z  =  Xo(Y)  +  4-(Y), 
ç  et  il  étant  des  fonctions  arbitraires  de  Y.  On  en  déduit 

P  =  9(Y),         Q  =  X9'(Y)-h4''(Y), 

et  les  coordonnées  (x,y,z)  d'un  point  de  la  surface  S  s'expriment  inver- 
sement en  fonction  des  deux  variables  X,  Y,  par  les  formules 

x  =  \,    ^  =  X<b'(Y)  +  4-'(Y),     s  =  Y[X9'fY)  +  J/'(Y)]  — Xo(Y)-J/(Y); 

l'équation  de  cette  surface  s'obtiendra  en  éliminant  X  et  Y'  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  en  éliminant  le  paramètre  variable  a  entie  les  deu\ 
équations 

z  =  ■xy  —  .r  ç  (  2  )  —  i  (  a  ), 

o=_^     — X3'(a)  —  6' (a), 
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(liinl  la  première  leprésente  un  plan  mobile  dépendaiU  ilu  ]iniaiiièlre  i, 
tandis  que  la  seconde  s'obtient  en  diiïéienlianl  la  première  pai'  lappoit,  à 
ce  paramètre.  On  obtient  ainsi  les  surfaci's  dé'.eloppables,  ipii  seront 
étudiées  plus  tard. 

OS.  Équation  du  potentiel  en  coordonnées  curvilignes.  —  Les  calculs 
qu'exipe  un  tliaiigemen!  de  variables  peuvent,  dans  bien  des  cas,  être 
simplillés  par  différents  arliliees.  Je  |:irendrai  pour  exemple  l'équalion  du 
potentiel  en  coordonnées  curvilignes  ortbogonales  ('  ).  Sf)ient 

F  {x,y,  3)  =  p, 

Fi(-^-,  ^S  -)  =  Pi, 
V^ix,  y,  z)  =  p. 

les  équations  de  trois  familles  de  surfaces  formant  un  système  triple  ortho- 
gonal, deux  surfaces  quelconques  appartenant  à  deux  familles  dilTèrentes 
se  coupant  toujours  à  angle  droit;  si  l'on  résout  ces  trois  équations,  on  en 
tiie  X,  y,  z  en  fonction  des  paramètres  p,  pi,  p.i, 

;    X  =  9    !'?•   Pl,   ?2). 

(fifi)  \  y  =  ?i(?,  Pi.  P-2»- 

'  =  =?-2(p,  Pi,  p-2); 

P,  pi,  p2  forment  un  système  de  coordonnées  curvilignes  ortbogonales. 

Puisque  les  trois  surfaces  précédentes  sont  orthogonales,  les  tangentes 
aux  courbes  d'intersection  de  ces  surfaces  prises  deux  à  deux  doivent 
former  un  trièdre  trirectangle  ;  il  faut  donc  qu'on  ait 


(67)  V  — i  — L  =  o.  V— ^ ^  =  n,  >-^— ^=0, 


le 


signe  V    indiquant  qu'on  doit  remplacei  o  par  ç,,  puis  par  cp-i,  et  ajouter 

Ces  conditions  d'orthogonalitè  peuvent  encore  s'écrire  sous  la  forme  èqui 
valente 

do    ()pi         dp    dp,         <)z   dp,  _ 

\  dx   dx        dy   dy        dz   dz 

(68)  ;  . 

I   dp    dp2  dpi   dz.2  _ 

'   dx   rJx       '  '  '         '  dx   (Jx 

Cela  posé,  cherchons  ce  que  devient  l'équation  du  potentiel 

d^V        ^        d'-\  _^ 
-     ~"  TiJ^  "^  7iJ^  ~^  HZ'  ~    ' 


(')  Lamé,   Traité  des  coordonnées  curvilignes. 

Voir  aussi  Bertrand,  Traité  de  Calcul  dij/érentiel,  t.  I,  p.  181 
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avec  les  variables  o,  a,,  p,;   on  a  d'abord 

à\  _  àV   àp         àV   r)p,         d\  Op^ 
ùx  Op    dx         âpi    ùx         Op-y    clx 

puis 

<*x-   ~    c/p2   \c;.r/         dpj   \ox  )         c*p|   \dx  / 

d-\      dp    àpi  d-\      dpi    àpi  d-\      dp   dp^ 

dp  dpi   dx    dx  dpidp.2    dx    dx         "  dp  dp.,  dx    dx 

d\  d-p         d\  0-pi  d\  d^p„ 

dp    dx-         dpi    dx-  dpn    Ox- 

En  ajoutant  les  trois  équations  analogues,  les  dérivées  du  second  ordre 

telles  que disparaissent  dans  la  somme,  en  vertu  des  relations  (68), 

dpdpi 

et  il  reste 

d^V        d'-\        d'-\  ,    .  r)2V  ,      ,  à^-\  d'-X 

dp 
A)  et  Aj  désignant  les  paramètres  di [fcrcntieU  de  Lamé 


.    X  t^V  ,      ,  d\  ,        d\ 


''fy  ^  l'^fY  ,  /'>fY        V  ,  ,-.  _  «^'-Z  ,  <*'/  ,  ">'/ 


-<f'-m'<%hc& 


^^u)  =  y±i  + 


d.r2        c>/2        ùz^ 


Les  paramètres  différentiels  du  premier  ordre  Ai(p),  Ai(pi),  Ai(p2)  se 
calculent  facilement.  Des  relations  (66)  on  tire 

d<f    dp         d'à    dpi         do    dp^ 

dp     dx        dpi    dx     '    dp,   dx  ' 

d<5i   àp         doi  d3,         da,   ilOa 

— ; -! ! —  — 1 '—  -^  =  o, 

op    ox        dpi   dx        (Jp«   dx 

dçs  àp         d<^^  dpi         (Jcp.i  dp, 

àp    dx        dpi   dx         dp,    dx  ' 

,  .   ,.  .     ,  .  do    àOi     do, 

et,  en  multipliant  ces  trois  équations  par  -—-,  — ^,  —^>  et  aioutanl, 
'  '  '^      dp      do       d-j  ■' 


m-  m-  m' 


IV.    —    CHANGEMENTS    DE    VARIABLES. 


1       .       ,  .  "?  ^'?  -1       • 

on  calcule  de  même  — ^  et   —  >  el  il  vient 

(Jy        <Jz 

\  <jx  j       \<Jy /       \oz  I 


Si  donc  l'on  pose 

"=s(S)'    "-s(l)'    "-s^D' 

le  signe  ^  inc-liquant  toujours  qu'on  <loit  remplacer  -^  par  Ç].  puis  par  o.,. 
et  ajoulei',  on  a 

Lamé  obtient  les  expressions  de  i^ip),  ^2(^1),  •^îI/s)  en  fonction  de  0, 
pi,  P2,  par  un  calcul  assez  pénible,  qu'on  peut  abréger  comme  il  suit  : 
Dans  l'identité  (69), 


A,  V  =  - 


I    0"-\  I     U-i\  I     '/2\'  .      ,        o\  o\  ,      .  ry\ 


H   00 


TT T  -+-   T, T   -<-  -^2  (?) n  A.,  (  ;,  ) H  A.  (  p,  ) J 

Hl    (/pi  Ho    '^p|  '        r'p  "?1  "?2 


faisons  successivement  ^  =  .r,  \'  =y.  \  =  z\  nous  avons  les  trois  relations 
[    (7-  'i  I     (j-  es  I     à-  G  ,       àa  ^         f)o  .      ^  ùa 

ïït;^  ^îhU^  ^îûu^  ^^'^?^ôt  ^^^(?');;i;+^^'?^>d^  =  °' 

H    up-^         H,    «Pi      '    H.    'J'^i     '      "^^  (/p     '      -^°''opi     '      -   '^- ^  (<p2  ""  "' 

l      fC-ï,  1        (/-Co  I        t/'-C,  »JO,  £/C,  f)t5» 

qu'il  n'y  a  plus  qu'à  résoudre  par  lapport  à  A2(p),   A.2(pi),  A^ipo).   On  en 

,  ,  1  ■    ,■  t'^     <^°i     '^'■'2 

tire,  par  exemple,  en  les  multipliant  par  — ^,  -7—,  — !— >  et  aioutant, 
■  '  '  '  ôo      dp       (Jp 

"■■'''    ~  ïï  u  Jp  ^  ~  h7  u  Jp  op[  "^  11,  i^  c/p  Jpl  ~  "■ 

D'ailleurs  on  a 

Sd'i  fP-ç,        1   dH 
(Jp  "Jp^   ~'  1    àp  ' 

et,  en  différentiant  la  première  des  relations  (67)  par  rapport  à  pi,  il  vient 

S  do  O-o  _     .  n  d:i     à-o 
Op   op{  ~       l5  àp^  dpdpi 


do  d-o  .  C^  di     d-ç  1   (^Ilj 

1     l.'O 


i58  ciuPiTiŒ  iir. 

On  a  de  même 

S(/o  O'-o  _        \   i)\\i 
do  doo  2    dp 

et,  par  suite, 

I      iiW  1        <VH, 


En  posant  H  =  ^— ,   Hi  =  -rr'  H>=  r-r  '  cette  foiinule  devient 
'  /(-  ni        '       ni 

et  l'on  a  de  même 

A.(p,)  =  Af-(log— ),  A..p,,  =  A|_(log--). 

La  formule  (34)  devient  donc  en  définitive 

é'-w     d'-\     (P-x     ,  (r-\      ,,f)n'      ,,()n' 

^'    '      dx-         Oy-         i)z-             ]i)z-           '  ()o\           -  dpi 
+  hl  —  I  Iort-t-     ' 

-  f*po    \  ««1/    C/p2 

ou,  sous  une  forme  plus  condensée, 

Appliquons  cette   formule   aux   coordonnées   polaires.    Les   formules  de 
transformation  sont,  en  remplaçant  pi  et  pa  par  9  et  w, 

a;  =  p  sin  0  costp,         ^  =  psinOsin9,         ^  =  pcosO, 
et  les  coefficients  h,  /ij,  h,  ont  les  valeurs  suivantes  : 

p  "        p  sinrj 

la  formule  générale  devient  donc 


IV.    —    CIIAXtilOlICXT-;    l)i:    VAI1IAI!I.KS. 

ou,  en  (léveliippaïu. 

(/2\  1    </-V  I        rfiX        2  â\       coi6  yV 


yp-         s-   oK-         p-  ïiii'-O   y^'-     '    p  Op    '      p-     oO 
comme  il  est  facile  de  le  vérifier  diiectement.  . 


EXERCICES. 

1.  lîn    posant   ii  ^  or- ^- y- -r- z- ,     c  =  .r -^_^' -i- ;,     iv  =  a-y -i- yz -i- zr, 

. ,     .  r>f  II.  c.  ic )         _  II-        ■  1- 

on  a  iilenliquement  -, =  o.    Iruuvei'  la  relation  iiul  lie  u,  f,   ii'. 

'  U(a\y,z)  ' 

2.  Soient 


on  a 

D(  ;<i,  u,,   ....  (/„  ) 


(l  —  ^1  —  a:| — ... —  xl)       ■ 


3.  Si  l'on  pose 

.r,  =  co'9i, 

x-i  =  sin  o,  cosoi, 

X}  :=  sin  'il  sin  o»  C0533.  • 

x,i  =  sin  çi  sin  !i2  •  •  .  *'n  9n-i  coso,,, 
on  a 

-=- — ^l-^JJ-LZJL-  =  ( —  jyi  sin"  Ci  sin"-'ço  sin"-2ç3.  .  .sin2o„_i  sino,,. 

4.  Vérifier  directement  que  la  fonction  z  =  F(x,  _/)  définie  par  les  deux 
équations 

,-  =  7.x-hyf{%)    H-ç(a), 

«  =  x     -H  r/'(o()-^o'(a), 

où  a  est  une  variable  auxiliaire,  satisfait  à  la  relation   rt  —  5-=o,  quelles 
que  soient  les  fonctions_/"(ï)  et  o(x). 

5.  Vérifier  de  même  que  toute  fonction  implicite  z^=F(x.y),  définie 
par  une  équation  de  la  forme 

y  =  xo{z)-h  •i(s;, 
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satisfait,  quelles  que  soient  les  fonctions  ■o(z)  et  '!>(-),  à  la  relation 
/■q-  —  ipq.i  -H  //)-  =  o. 

6.  La  fonction  ;  =  F(x,y),  définie  par  les  deux  équations 

z  o'(y.)  =  [X  —  oioL)]-,         (a-  -t-  a)  ^'(a)  =  j'  —  'f  (a), 

où  a  est  une  variable  auxiliaire,  satisfait  à  la   relation  pq  =  z,  quelle  que 
soit  o(a). 

7.  La  fonction  z  =  F(x,y).  définie  par  les  ileu\  équatinns 

[5  — G(aj]2=a-'-(j'--a^),  [^  — =>(a)]-.i'(a)  =  3car'-, 

satisfait  de  même  à  la  relation  pg  =  xy. 

8.  Si  l'on  \yo^e  œ  =/(  II,  i' },  y  ^  o(u,  v).  les  fnnctionsyi  m,  p)  et  o(  u,  v) 
satisfaisant   aux  conditions 

àf         I/o  II/'-  Ile 

iJri         0\'  Ov  Ou 

on  a  identiquement 

ou'^  (Jv-  \  fJx-         ()y- )  L-, ''"/  \f"'/    J" 


9.   Si  la  fonction  \{^,y,  z)  satisfait  à  l'équation  A,^"=  o,  il  en  est  de 
même  de  la  fonction 


r      \       /•-  r-  r- 1 


où  /■  est  une  constante,  et  où  l'on  a  posé  /■- =  r-^y--^  z-. 

I  LoiiD  Kelvin.) 

10.  Soient   ^{x,  y,  z)   et  \i(x,  y,  z)   deux    intégrales    de    l'équation 
A2V=o;  la  fonction 

V  =  V(x,y,  z)  -h  (x^-^y^-^  z''  )\,(^,J-,  -) 

satisfait  à  l'équation 

A,A,Li  =  o. 

11.  Que  devient  l'équation 

(x  —  x^)y" -i-  (i  —  3x'-)jk' —  xy  =  o, 


quand  on  fait  le  changement  de  variable  x  =  v  i  —  '-'' 
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12.  .Mciiie  question  puur  rt'i[uatioii 

— -  -t-  -ixy- h  2(  V  —  r^)- f-r->'-i  =  o, 

fjx-  -^     ûx  •         ■'      i>y  -^ 

quand  on  fait  le  changement  de  variables  x  =  uv,  y  =  -• 

13.  'Suit  -.;(  .r,.  .r.,,  . . . ,  3"„  ;  «i,  «.,,  ....  (/„  )  une  fonction  des  >  11  variables 
indépendantes  .r,,  a-^,  ...,  -f,,,  Ui,  ">.  ...,  ii„,  lioniogène  et  du  second 
degré  par  rapport  aux  variables  «,,  u-,.   ....  "«.  Si  l'on  pose 

ào  f)o    _  rio    _ 

£^«7  ~'^''         (lu,  ~ ''-'         ■■■'         ,n(„  ~  '  "' 

et  qu'i.in   prenne  p^.  p,,    ...,  /;„   pour   variables   indépendantes   à    la   place 
de  !(i,  («2,  ....  ((„,  la  fonction  -i  se  change  en  une  l'onction 

6 ( .r, ,  a-2.  ....  Xn ;  Ih,  P-u   ■■■,  p,,)- 

Démontrer  les  formules 

â>l    _  il'l    _         ()■:, 

àp/,  '  '  ''.'■/,  'J->'/, 

14.  *Les    formules   X  =  — r>    Y  =  y' — -,  —  F,   oii    F    est   une   fonction 

itv  ■'    oy 

àe.Xyy,y',  de  la  forme  ^{y -,  y  —  ^y' )^  définissent  une  tiajisformation  de 
contact,  pour  laquelle  on  a  \'^=y'.  Réciproque. 

l.ï.  En  chaque  point  .M  d'une  surface  S,  on  mène  la  normale  MN  dont 
on  prend  le  point  de  rencontre  M  avec  un  plan  fixe  P,  puis  on  porte  sur  la 
perpendiculaire  au  plan  menée  par  ce  point  N  une  longueur  N /h  =  NM. 
Trouver  le  plan  tangent  à  la  surface  décrite  par  le  point  m. 

La  transformation  précédente  est  une  transformation  de  contact.  Etu- 
dier la  transformation  inverse. 

16.  .\  |)artir  des  différents  poijits  d'une  surface  donnée  S,  ou  porte,  sur 
les  normales  à  cette  surface,  une  longueur  constante  /;  chercher  le  plan 
tangent  à  la  suiface  S,  lieu  des  points  ainsi  obtenus  {surfaces  parallèles). 

Même  problème  pour  une  courbe  plane. 

17.  *Elant  donnés  une  surface  S  et  un  point  fixe  0,  on  joint  le  point  0 
à  un  point  quelconque  M  de  la  surface  S;  par  le  rayon  OM  et  la  nor- 
male MN  à  la  surface  S  au  point  M  on  fait  passer  un  plan  OMN.  Dans  ce 
plan  OMN'  on  élève,  par  le  point  O,  une  perpendiculaire  au  rayon  OM  sur 
laquelle  on  porte  une  longueur  OP  =  OM.  Le  point  P  décrit  une  surface  S, 
qui  est  dite  V apsidale  de  la  première.  Trouver  le  plan  tangent  à  cette  sur- 
face. La  transformation  précédente  est  une  transformation  de  contact,  et  il  y 

G.,  I.  II 
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a  réciprocité  entre  les  surfaces  S  et  1.  I.orsqu'on  prend  pour  la  surface  S 
un  ellipsoïde,  le  point  0  étant  au  centre,  la  surface  i;  est  la  surface  des 
Oiules. 

18.  ' Invari/inis  di/férentie/s   d' Halphen.    —    L'équation   dilTérenlielle 

/d-r\^d'y  d'r  d^y  d'y  /rf^>'\^ 

^{tP^I  dp-^'d^d^d^^  '"tej  =" 

ne  change  pas  de  forme  quand  on  effectue  sur  les  variables  T,y  ai\e  trans- 
formation homographique  quelconque. 

19.  Dans  l'expression 

P  dx-h  Qdy-+-  Rdz, 
où  P.  Q.  R  sont  des  fonctions  quelconques  de  or,  y,  z,  on  pose 

.r  =_/((/,(',  ir  ),         y  =  a(u,  f,  iv),  ;  =  t!/(  »,  t',  ir), 

II,  (',  IV  étant  de  nouvelles  varialiles;  elle  se  change  en  une  expression  de 
même  forme 

P)  du  -T-  Qi  (A-  H-  R,  div, 

Pli  Qi'  fi  étant  des  fonctions  de  u.  c,  ir.  \'6rilier  que  l'on  a  identique- 
ment 

D(.T.y,z) 


H, 


D(n,  f,  w) 


H, 


en  posant 

\(_lz  iiy   ]         ^    \i)x  f)z    !  \ily  rJ.r    j 

\  (Hv  Ov  I         ^    \  (lu  Oiv  /  \  ()v  Ou  / 

20.   * Covariant  bilinéaire.  —  Soit  6^  une  forme  linéaire  de  différen- 
tielles 

il,i  =  X|  dxx  ■+-  X-,  dxn  +  .  .  .  ^-  .\„  dx,i, 

où  Xi,  Xo,  ...,  X„  sont  des  fonctions  des  n  variables  x^,  x^,  ...,  x„.  Ou 
considère  l'expression 

II  =    '     >   a,;,- dxi  Sxi-, 

(=1 h=\ 

où  l'on  a  posé 

Ox^^         iJx, 
et  où  figurent  deux  systèmes  de  différentielles  d,  5.  Si  l'on  fait  un  change- 
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ment  de  variable^  quelconque 

J-,  =  ?,(.>'.,  r?-   ■■■.r«)         ('=1,2,  ...,/l), 
l'expression  6,/  se  clianire  en  une  expression  lie  même  forme 

e;,  =  Y,  dvi  — ...  —  '\  n  dy,„ 
où  Vi,  Vo,  ...,  V„  sont  des  fonctions  de_>'i.  j'.i, .  jy„\  soient  de  même 


H' =2  2"'*^'-^' 


On  a  identiquement  II  =  H',  poursu  qu'on  remplace  (/.r,  et  ojr/^  par 

<(>'i    -  oy,    "  i)y„ 

'»'^k  ■.  <'?/;•  ^  "r-i-  . 

respectivement.  On  appelle  H  un  covariani  bilinéaire  de  8,;. 

21.  Scliwarzien.  —  Si  l'on  pose  v  =  — — — >,  r  étant  une  fonclioii  de  t 
et  a,  h.  c,  d  étant  des  constantes  quelconques,  on  a 

X        -2  \  .?■  /         Y        ■/.  \  y  ! 
y,  x' ,  x'" .  y'-  y' -y    désignant  les  dérivées  par  rapport  à  la  variable  /. 

22.  'Soient  u  et  i-  deux  fonctions  quelconques  des  deux  variables  indé- 
pendanlen  x  et_j'.  On  pose 

au  —  6i'  —  c  _   II'  u  —  h' f  —  c' 

~  n"  u  —  l'"f  —  c"  II'  Il  —  h"v  —  c 

a.  h,  c,  ...,  )•"  étant  des  constantes.  Démontrer  les  fornuiles 

ifiii  <H-        i)-i'  ou        '/-L    '/\'        ()-\  ilU 
iix-    'i.r         r/.r-  iix         iix-    ilx  i>x-    Ox 


iJ-  Il     t)l>  'I-  c    llll 

ilX-    <IV  'II-    ilv 


l,  V 


/  Oi>     o-  Il         llll     II-  c   \ 
'\ilx  iiT  iiy        iix  ii.ciiy/ 


ir-l  u\        'i-\  'A  /'A'    ./H  ,il    ii'V 

\  ox 
l,  \ 


Ox-    </)•  '"•■-    :iv  \0X   ox  or         'IX   ox  Oy 
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et  les  formules  analogues  obtenues  en  permutant  x  el  y\  on  pose 

_  àii   (h>         (Jii  (h'  _  '^U  à\        ilV   il\ 

'  tix  6y        ùy  ÔT  '  ôx   Oy         dy    dx 

(GouBSAT  et  Painlkvk:,  Comptes  rendus.  1887.) 

23.  Trouver  les  valeurs  iiiaxima  et  minima  de  la  ilislance  d'un  point  à 
une  courbe  plaiu:'  ou  gauche,  de  deux  points  de  deu\  courbes,  de  deux 
point'  de  deu\  surfaces. 

24.  Les  points  d'une  surface  S,  pour  lesquels  la  somme  des  carrés  des 
distances  à  n  points  fixes  est  maximum  ou  minimum,  sont  les  pieds  des 
normales  abaissées  .sur  cette  surface  du  centre  des  moyennes  distances  des 
n  points  fixes  donnés. 

2.'i.  Oe  tous  les  quadrilatères  que  l'on  peut  former  avec  (|uatre  cotés 
donnés,  celui  qui  a  la  plus  grande  surface  est  inscriptible  dans  une  circon- 
férence. Extension  aux  polygones  de  /;  côtés. 

26.  Maximum  du  volume  d'un  parallélépipède  rectangle  inscrit  dans  un 
ellipsoïde. 

27.  Trouver  les  axes  d'une  quadrique  à  centre  en  considérant  les  sommets 
comme   les  points  dont  la  distance  au  centre  est  maximum  on  minimum. 

28.  Même  problème  pour  les  axes  de  la  section  centrale  d'un  ellipsonic. 

29.  'Trouver  l'ellipse  d'aire  minimum  passant  par  les  trois  sommets  d'un 
triangle,  et  l'ellipsoïde  de  volume  minimum  passant  par  les  quatre  som- 
mets d'un  tétraèdre. 

30.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'un  cercle  et  d'une  droite  dans 
l'espace. 

31.  *Le  carré  du  module  d'un  déterminant  D  à  éléments  imaginaires  est 
au  plus  égal  à  la  racine  carrée  du  produit  des  sommes  des  carrés  des 
modules  des  éléments  d'une  même  ligne.  (Hadamard.) 
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INTEGRALES    DEKIN'IES. 


1.  —  METHODES  DIVERSES  DE   QUADRATURE. 

09.  Quadrature  de  la  parabole.  —  La  délerniination  de  l'aire 
d'une  coiiilie  plane  est  un  des  problèmes  qui  ont  le  plus  exercé 
la  .sagacité  des  géomètres.  Parmi  les  exemples  que  nous  ont  laissés 
les  anciens,  un  des  |)Ius  célèbres  est  la  quadrature  de  la  parabole 
par  Archimède;  nous  indiquerons  une  de  ses  méthodes. 

Soit  à  déterminer  l'aire  comprise  entre   lare  de  parabole  ACB 

Fig.  9. 


et  la  corde  AB.  Menons  le  diamètie  (>D  joignant  le  milieu  D  de  Ali 
au  point  C  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB,  les  cordes  AC  et  BC, 
et  prenons  les  points  E  et  E'  oîi  la  tangente  est  parallèle  respec- 
tivement aux  deux  cordes  BC  et  AC.  Nous  allons  d'abord  com- 
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parer  l'aire  du  iriaiigle  BEC,  par  exemple,  à  celle  du  triangle  ABC 
Menons  la  tangente  ET  qui  coupe  CD  au  point  T,  le  diamètre  EF 
qui  coupe  CB  en  F,  et  enfin  les  parallèles  Eiv,  FH  à  la  corde  AB. 
D'après  une  propriété  élénientaire  de  la  parabole,  on  a  TC^CK; 

d'ailleurs  CT=  EF  =  RH  el,  par  suite,  EF  = =^  —-■  Les  aires 

■24 

des  deux  triangles  BCE,  BDC,  avant  la  base  commune  BC,  sont 

entre  elles  comme   les  hauteurs,  ou  comme  les  droites  EF,  CD. 

L'aire   du    triangle   BCE   est   donc   égale   au    quart    de    l'aire   du 

triangle  I3CD,  ou  au  huitième  de  l'aire  S  du  triangle  ABC;  l'aire 

du  triangle  ACE'  a  évidemment  la  même  valeur.  En  opéiant  de  la 

même  façon  sur  chacune  des  cordes  BE,  CE,  CE',  VJA,  on  obtient 

,    S  .      . 

quatre  nouveaux  triuiiales  dont  l'aire  est  éeale  à  —■>  et  ainsi  de 

suile.  La  /;"""■  opéralion  conduira  à  2"  triangles,  l'aire  de  chacun 

S  . 

d'eux  étant  égale  à  — •  ij'aire  du  segment  de  parabole  est  évidem- 
ment égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  aires  de  tous 
ces  triangles,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  c'est-à-dire  à  la 
somme  de  la  progression  géométrique  décroissante 


qui  a  pour  valeur  ^-  On  voit  donc  que  l'aire  cherchée  est  égale 

aux  -  de  l'aire  du  pa  rallé  lo  gra  m  me  construit  sur  AB  et  CD. 
La  méthode  précédente  est  une  méthode  d'exhaustion  ;  l'aire 
que  l'on  veut  calculer  est  exprimée  par  la  somme  d'une  série  con- 
vergente. Archimède  a  employé  aussi,  pour  le  même  problème, 
une  autre  méthode,  beaucoup  plus  voisine  des  méthodes  modernes, 
où  l'air.e  du  segment  parabolique  est  décomposée  en  un  nombre 
indéfiniment  croissant  de  parties  infiniment  petites.  Jusqu'à  l'in- 
vention  du  Calcul  intégral,  les  géomètres  se  sont  servis  de  procédés 
plus  ou  moins  analogues  à  ceux  d'Archimède  pour  le  calcul  des 
aires,  des  arcs  et  des  volumes  (').  Quelle  que  soit  l'ingéniosité  de 
ces  jirocédés,  ils  offrent  surlout  aujourd'hui  iin  intérêt  historique. 
Aussi  nous  allons  indiquer  tout  de  suile  la  méthode  générale  de 

(')  On  trouvera,  dans  le  Traité  Ae  Duhamel,  un  grand  nombre  d'exemples  de 
déterminations  d'aires,  d'arcs  et  de  volumes,  par  les  procédés  des  anciens. 
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décomposllion   qui  nous  conduira   loul   nalurellement  au   Calcul 


70.  Méthode  générale.  —  Soit  y  =f(x)  une  fonction  conlinue. 
|iosilive  et  croissante  dans  un  intervalle  (a,b);  à  celle  fonction 
correspond  un  arc  de  courbe  AMB  situé  au-dessus  de  Ox.  Propo- 
sons-nous de  calculer  l'aire  comprise  entre  l'arc  AMB,  les  deux 
ordonnées  AP,  BQ  et  le  segment  PQ  (  /ig.  lo).  Pour  cela,  décom- 
posons le  segment  PQ  en  un  certain  nombre  de  segments  plus 
petits  par  des  points  de  division  d'abscisses  x, ,  x-2,  ■  ■  ■ ,  -^n-i ,  ces 
abscisses  croissant  avec  l'indice,  puis  par  ces  points  de  division 
menons  des  parallèles  à  O^.  L'aire  à  évaluer  se  trouve  ainsi  décom- 
posée en  un  certain  nombre  de  trapèzes  mixlilignes. 

Considérons,  par  exemple,  le  trapèze  niixtiligne  c,_i  »i,_, /«,  c,- ; 


1  aire  de  ce  trapèze  est  évidemment  com|)rise  entre  l'aire  /•,  du  rec- 
tangle Ci_,  mi_i  pid  et  l'aire  R,-  du  rectangle  Ci_\qiiniCi.  En  dési- 
gnant par  (Jl»  l'aire  à  évaluer,  on  a  donc  la  double  inégalité 

2  r,  <  .1,  <  V  R,. 
Mais  il  est  facile  de  calculer  I/-,  et  Î^R,  : 

s  =2'V  =/(«)  {x^—a)^f{x^)(x.i-r^)-i-...^f{xn-^)(b  -a7„_,), 
i=^^i  =  f{x^)^x^-a)+f{T,){x,~r^)-^...-^f(b)(b-x„-^). 
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La  dilTérence  S  —  sa  pour  expression 

S-s  =  (T,-a)  [/(.r,  1  -/(a  )]  +  (x.,-,r,  )  f /(.,-.,)-/(  .r,  )]  -+-.  . . 

soil  Y,  la  plus  granile  des  diflérences  .r,  —  a,  Xo  —  x,,  ...,  il  est 
clair  qu'on  aii^menle.le  second  membre  en  remplaçant  toutes  ces 
diflérences  par  7).  On  a  donc 

S  -  s  <  rJ/(  .r,  )  _/(a)  +/(.r,)  -/(.r,  )  +.  .  .^/(b)  -/(.r„_,  j], 

et,  par  suite, 

S-s<r,[f(b)-/(a)]. 

La  différence  S  —  s  lend  donc  vers  zéro  lorsque  le  nombre  /(  aug- 
mente indéfiniment  de  façon  que  la  valeur  maximum  des  diffé- 
rences Xi — Xi_,  tende  vers  zéro.  A  plus  forte  raison,  les  diffé- 
rences S —  ;l.,  -Il  —  S  leiwJent  vers  zéro  dans  les  mêmes  conditions, 
et  A-  est  la  limite  commune  des  deux  sommes  S  et  s.  On  a,  par 
exemple, 

(1)     A.  =  lim  l(3-i  —  rt)/(a)  +  (t^  —  .ri  )  /(.r ,  )+...+  f  6  _  ar„_,  )  /( t„.  ,  )]. 

Le  raisonnement  serait  le  même  si  la  fonction  y(x)  était  décrois- 
sante dans  l'intervalle  (a,  b).  Si  cette  fonction  présentait  un  cer- 
tain nombre  de  maxiina  et  de  niinima  dans  cet  intervalle,  on 
décomposerait  le  segment  total  en  plusieurs  segments  partiels 
par  les  ordonnées  des  points  oùy(^)  est  maximum  ou  minimum. 
Nous  allons  donner  un  exemple  dû  à  Fermai. 

Soit  à  trouver  Faire  comprise  entre  la  courbe  y  :=  Xx^,  l'axe 
des  ce  et  les  deux  droites  x  =  a,  x  =  b  (o  <^  a  <i  b),  l'expo- 
sant a  étant  quelconque.  Pour  cela,  nous  insérerons,  entre  a  et  b, 
n  —  I  moyens  géométriques,  de  façon  à  avoir  la  suite 

a,     a(i  +  ot),     rt(n- a)2,      ...,     «(i  +  a)"-',     b, 

le  nombre  a  satisfaisant  à  la  condition  «(i  -|-  a)"=  b;  les  nombres 
précédents  étant  pris  pour  abscisses  des  points  de  division,  les 
ordonnées  correspondantes  ont  pour  valeurs 

A«P-,     AalJ-(n-a)|J-,     An!J-(H- aj^M-,      ..., 
et  l'aire  du  p"'"'"  rectangle  a  pour  expression 

>.(H-a)/'— rt(i+  a)P-']An!^(i-!-  x)i/'-i'!J-=  Art!i+' a(l -+- a)<''-')lM-+". 
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La  somme  des  aires  de  Ions  ces  reclangles  est  donc  ciiale  à 

Aoi'  +  iali  -^  (I  -i-  a  )!A+'-i-  (n-a;-'!^+''-f-.  ..+  (i-i-  ol  y-"-"'-V-+'>]; 

si    u. -!- I     n'est    pas    nul,    ce    que    nous    supposerons    dahord,    la 

somme  enire  parenthèses  est  esjale  a — ; ,  et,  en  reni- 

'  '^  (  I  —  a)l^^'  —  I 

plaçant  «(i  -;-  a)"  par  //,  on  peut  écrire  la  somme  précédente 

A(7-!'  +  '—  ni>-+'  ) 

(  1  —  ot  JM-^  I  —  I 

Quand  a  tend  vers  zéro,  le  quotient  a  pour  limite 

la    dérivée    de    (i-i-a)!^+'    par    rajiport    à    a,    |iour    a  =  o,    c"est- 

,      ,.  ,  ,,    .  Il-  ,1  -       1       •     \(bV--'  —  nV-*i) 

a-uire    a  +  i  ;   1  aire   cnerclice   est  donc   esale  a   • 

'  ^  ;j-  —  ' 

Lorsque  ut.  == — i,  le  calcul  ne  s'ap[)lique  plus.  La  somme  des 
aires  des  reclangles  inscrits  est  égale  à  /;Aa,  et  il  faut  chercher 
la  limite  du  produit  ny.,  n  et  a  étant  liés  par  la  relation 

«(  I  +  a  I"  =  II. 
On  tire  de  là 


"  a  lr.)g(  I  -i-  2)  ~  a  ' 

log'  désignant  le  Jogarilhme  népérien;    lorsqne  a  tend   \ers  zéro, 

(i  +  a)*  a    pour   limite    le   nomhre   e,    et  le   produit  n%  a    pour 
limite   loij  — •   L'aire  cherchée  est  donc  éijale  à  Aloir  — • 


7L  Fonctions  prixnitives.  —  L'invention  du  Calcul  intégral  a 
ramené  le  calcul  d  une  aire  plane  à  la  recherche  d'une  fonction 
avant  pour  dérivée  une  fonction  connue.  So\l  y  ^f{x)  l'équation 
d'une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires,  la  fonction  f{x) 
étant  connue.  Considérons  l'aire  comprise  entre  cette  courbe, 
l'axe  des  j:,  une  ordonnée  fixe  MoPo  et  une  ordonnée  variable  MP 
comme  fonction  de  l'abscisse  x  de  l'ordonnée  variable.  Cette  aire  X 
est  évidemment  une  fonction  continue  de  x,  tant  que  la  fonc- 
tion J{x)  reste  elle-même  continue.  Afin  d'embrasser  totis  les  cas 
possibles,  nous  conviendrons  de   désigner  par  X  la  somme  algé- 
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brique  des  yires  limitées  par  l:i  courhe  donnée,  l'axe  des  x  el  les 
droites  iMol'oi  î^lPi   chacune  des  |iorlions  dont  peul  se  composer 


celle  aire  étant  affectée  d'un  signe,  le  signe  -t-  pour  les  aires  à 
droite  de  MoPo  et  au-dessus  de  Ox,  le  signe  —  pour  les  aires  à 
droite  de  MqP„  et  au-dessous  de  Ox,  et  la  convention  contraire 
étant  faite  pour  les  aires  à  gauclie  de  M|,P„.  Ainsi,  lorsque  ]MP 
vient  en  M'P',  on  prendra  ^K,  égal  à  la  différence  des  deux  aires 

MoPoG  — M'P'C; 

de  même,  si  MP  est  en  M"P",  on  aura  X  =  M"P"D  —  M,,  P„D. 

Ces  conventions  étant  faites,  nous  allons  montrer  que  la  fonc- 
tion continue  <JU  ainsi  définie  a  pour  iiévi\ée /(x ).  l'renons,  comme 
l'indique  la  figure,  deux  ordonnées  voisines  MP,  NQ,  d'abscisses  x 
et  37  -I-  ^x.  L'acci:oissement  de  l'aire  \-X  est  évidemment  compris 
entre  les  deux  rectangles  qui  auraient  |)Our  base  commune  la  dis- 
tance PQ  et  pour  hauteurs  respectives  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  ordonnées  de  l'arc  MM  ;  désignons  ces  ordonnées  maxima 
et  minima  |)ar  H  et  h,  nous  pouvons  écrire 

A  A,i<  Al.  <  II  A.r, 

ou,  en  divisant  par  A.r,  h  <  -—-  <  H.  Lorsque  à.x  tend  vers  zéro, 

la  fonction  f{x)  étant  continue,  H  et  h  ont  pour  limite  com- 
mune MP  ou  /{x);  la  fonction  -A,  a  donc  pour  dérivée  J\x).  Le 
lecteur  vérifiera  sans  peine  que  la  conclusion  est  la  même,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  M. 

Si  l'on  connaît  déjà  une  fonction  primitive  de  /(x).  c'est- 
à-dire    nne    fonction    F(x)    ayant    pour   tiérivée   /(jî),    la   diffé- 
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rence  -l,  —  F[X\  avant  sa  dérivée  égale  à  zéro  se  rédiiil  à  une 
conslanle  C  (n"  17).  l'oiir  délerniiner  la  conslanle  C,  il  siiflil  de 
remarquer  t|ue  Taire  -l.  est  nulle  pour  l'abscisse  x^a  de  la 
droite  M,|l*||.   On  a  donc 

,U  =  Fl>)  —  Via  ). 

Le  raisonnement  qui  précède  prouve  :  dune  part,  fpie  la  déler- 
lÈiiiialion  d'une  aire  plane  se  ramène  à  la  recherche  d'upe  fonction 
primitive;  d'aiitie  part  (et  celte  conséquence  est  beaucoup  plus 
impoilante  pour  nous),  que  loitte  fonction  continue  /{.>')  est  /a 
dérivée  dune  autre  fonction.  Ce  thf'orème  fondamental  est  ainsi 
établi  à  l'aide  d'une  notion  i;éomélri(|ue  un  peu  vague,  celle  de 
l'aiie  d'une  courbe  plane.  On  s'est  contenté  |)cndaul  longtemps  de 
cette  démonstration,  mais  elle  ne  saurait  sufTire  aujourd'hui,  l'our 
fournir  une  base  solide  au  Calcul  intégral,  il  est  indispensable  de 
donner  de  ce  théorème  une  démonslralion  purement  analytique, 
ne  faisant  aucun  apjiel  à  l'itiluition  géométrique,  d'autant  plus 
qu'une  fonction  continue  n'est  pas  toujours  susceptible  d'une 
représentation  graphique  (n""^  7  et  33).  Si  j'ai  rappelé  la  démonstra- 
tion précédente,  c'est  non  seulement  à  cause  de  son  intérêt  histo- 
rique, mais  aussi  parce  qu'elle  nous  fournit  l'élément  analytique 
essentiel  de  la  nouvelle  démonstration.  C'est  en  ell'et  l'étude  des 
sommes  telles  que  (i),et  de  sommes  d'une  forme  un  peu  plus 
générale,  qui  va  jouer  un  rôle  prépondérant  ('). 

II.  -  INTÉGIV\LI£S  DÉFINIES.  —  NOTIONS  GÉOMÉTFilQUES 
OUI  S'Y  RATTACHENT. 

1"!.  Les  sommes  S  et  .<.  —  Soit  /'(./■)  une  fonction  bornée,  con- 
tinue ou  non,  dans  l'intervalle  («,  6),  où  «  <;  b.  Imaginons  l'in- 
tervalle («,  b)  décomposé  en  un  certain  nombre  d'intervalles  |)ar- 


(')  Parmi  les  travaux  les  plus  iiiipoilanU  sur  la  notion  générale  d'intégrale 
délinic,  je  dois  citer  ici  le  Mémoire  de  Riemann,  Sur  la  possibilité  de  repré- 
senter une  fonction  par  une  série  trigonomélrique  (Œuvres  de  Biemann, 
traduites  par  Laugel,  p.  225),  et  le'  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Darboux,  Sur  tes 
fondions  discontinues  (Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  2°  série, 
t.  IV).  Nous  adoptons  la  définition  de  l'intégrale  définie  qui  est  due  à  Riemann. 
M.  Lebesgue  a  proposé  une  définition  plus  générale  (Leçons  sur  l'intégration  et 
la  recherche  des  fonctions  primitives  ;  Gaulliier-Villars,  1904). 
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Iiels  |jlus  petits  (o,X|),  (.^1,.^;;),  . . . ,  (xn_,,  b),  les  nombres  X), 
x-2,  •  ■  • ,  .r„_i  allant  en  croissant  ;  désignons  par  M  et  m  les  bornes 
de/(cr)  dans  l'intervalle  total,  et  par  M,-  et  z»,  les  bornes  de  la 
même  fonction  dans  l'intervalle  (cr,_,,  a',),  el  posons 

S=  AI,(j-,  — (7)-)-  M.,(.r2— cr,)  -t-...+  M„(7<  — a:„_,), 
s  =  niiix,  —  a  )  -t-  i»-2(x, —  2-,  )  +. . .-)-  m„(b  —  ^«-i  ). 

A  tout  mode  de  subdivision  de  (a,  b)  en  intervalles  plus  petits  cor- 
respond une  somme  S  et  une  somme  5  <;  S.  Toutes  les  sommes  S 
sont  évidemment  supérieures  à  m(^b  —  a),  car  tous  les  nombres  M, 
sont  supérieurs  ou  au  moins  égaux  à  m;  ces  sommes  S  ont  donc 
une  borne  inférieure  I.  De  même,  les  sommes  s,  qui  sont  toutes 
plus  petites  que  M(ii  —  a),  ont  une  borne  supérieure  1'.  Nous 
allons  montrer  que  F  est  au  plus  égal  à  1.  Il  suffit  évidemment 
pour  cela  de  montrer  qu'étant  donnés  deux  modes  de  subdivision 
quelconques  de  l'intervalle  {a,b),  auxquels  correspondent  res- 
pectivement les  sommes  S  et  5,  S'  et  5',  on  a  5  <  S',  s'<<  S  ('  ). 

Supposons  dabord  qu'on  subdivise  chacun  des  intervalles  (<7,x,), 
(x,,  ^2),  ...  en  intervalles  plus  petits  par  de  nouveaux  points  de 
division  et  soit 

«.   yu   yi,    ••-,   yk-u    ^i,   yu+u    •••,   yi-\,    a-,,   y,+i,    ...,    h 

la  nouvelle  suite  obtenue;  le  nouveau  mode  de  subdivision  est 
dit  consécutif  au  premier.  Désignons  par  S  et  t  les  sommes  ana- 
logues à  S  et  à  5  relatives  à  cette  nouvelle  division  de  («,  6),  et 
comparons  S  et  S,  s  et  a-.  Comparons,  par  exemple,  les  portions 
des  deux  sommes  S  et  S  qui  proviennent  de  l'intervalle  (a,x,). 
Soient  M',  et  m\  les  bornes  de  J{x)  dans  l'intervalle  («,jKt),  M^ 
et  m'.,  les  bornes  dans  l'intervalle  (j'1,/2),  •  •  • ,  M^  et  »^^.  les  bornes 
dans  l'intervalle  (jka-I)  ^i)-  La  portion  dç  S  qui  provient  de  {a,x,) 
est  donc  égale  à 

M,  (  y,—  n)^  M,(  y^  — ,}'i  )  -H  .  .  . -t-  >I^,(.ri  — t/,    ,), 

(' )  Ce  résuliiil  peut  s'établir  sans  aucun  calcul.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
/(a^)>o  clans  l'intervalle  (a,  b),  et  soit  D  le  domaine  formé  par  l'ensemble 
des  points  du  plan  dont  l'abscisse  x  est  comprise  entre  a  el  b,  et  l'ordonnée  y 
entre  x  et  f{x).  Toute  somme  S  mesure  l'aire  d'un  domaine  polygonal  P  qui 
renferme  le  domaine  D  à  l'intérieur,  tandis  qu'une  somme  s'  mesure  l'aire  d'un 
domaine  polygonal  p'  contenu  dans  D.  Le  domaine  P  renferme  donc  le  do- 
maine p' ,  et,  par  suite,  on  a  S  >  i'. 
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et,  comme  les  noml)res  M,,  M.,,  ...,  M^  ne  peuvent  dépasser  M|, 
il  est  clair  que  la  somme  précédciile  est  au  plus  égale  à  Mi  (x,  —  a)  ; 
de  même,  la  porlion  de  -  qui  provient  de  l'intervalle  (xi^x^)  est 
au  plus  égaie  à  M.,(x2  —  Xt),  et  ainsi  de  suile.  En  ajoutant  toutes 
ces  inégalités,  on  trouve  S^S,  et  I"oq  verrait  de  même  que  l'on 
a  3->s. 

Considérons  niciiiilenani  deus  modes  de  subdivision  tout  à  fait 
quelconques,  auxquels  correspondent  les  sommes  S  et  s,  S'  et  s'. 
En  superposant  les  points  de  division  des  deux  subdivisions  pré- 
cédentes, on  obtient  un  troisième  mode  de  subdivision  qui  peut 
être  considéré  comme  consécutif  à  chacun  des  premiers.  Soient  S 
cl  7  les  >ommes  relatives  à  cette  division  auxiliaire.  D'après  ce  que 
nous  \ei)ons  de  voir,  on  a  les  inégalités 

S  ^  S,        '^  =  s.       -  =  S',        's^'; 

comme  S  est  supérieur  à  7,  on  en  conclul  que  Ion  a  .?'<;  S,  5  <  S'. 
Toutes  les  sommes  S  étant  supérieures  aux  sommes  i\  la  borne  I 
ne  peut  être  inférieure  à  la  borne  I';  donc  on  a  I^I'. 

73.  Théorème  de  M.  Darboux.  —  Les  sommes  S  cl  s  tendent 
respectàement  vers  les  nombres  1  et  V  lorsque  le  nombre  n 
croît  indéfiniment ,  de  façon  que  la  plus  grande  des  diffé- 
rences Xi — Xi_i  tende  vers  zéro. 

Démontrons-le.  par  exemple,  pour  les  sommes  S.  Soit  £  un 
nombre  positif  arbitraire.  l'uisque  1  est  la  borne  inférieure  des 
sommes  S,  il  existe  une  suite  de  nombres  croissants 

«  <  n,<  a2<.  .  .<  ap_,  <  b 

tels  que  la  somme  }i!,  qui  correspond  à  cette  division  de  l'inter- 
valle («,  Z»),  soit  inférieure  à  !-!--•  Prenons  maintenant  un  nombre 
positif  quelconque  yi,  inférieur  à  la  plus  petite  des  différences 

ai  —  a  y         a^  —  «i,  ....         b  —  et/»— i, 

et  considérons  une  suite  de  nombres  croissants 

a  =  a:o  <  a-,  <  a-.>  < . .  .  <  .r„_,  <  x„  =  6 
tels  que  toutes  les  différences  Xi — Xi_^   soient  <i'f^.  et  soit  S  la 
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sonime  supérieure  qui  correspond  à  celle  nouvelle  division  de 
l'intervalle  (a,  b).  Nous  allons  monlrer  que  celte  somme  S  sera 
plus  pelile  que  I  -H  £,  pourvu  que  le  nombre  r^  soit  assez  petit. 

Pour  cela,  imaginons  que  l'on  range  tous  les  nombres  xt  et  a* 
par  ordre  de  grandeur  croissante,  et  soit  S'  la  somme  supérieure 
qui  correspond  à  ce  troisième  mode  de  division  de  l'inter- 
valle (ff,  b).   Comme  il  peut  être  considéré  comme  consécutif  à 

chacun  des  deux  premiers,  on  a  S'I  S,  S'SS.  et  par  suite  S'-<  I  +  7- 

Pour  avoir  une  limite  supérieure  de  la  différence  S  —  S',  remar- 
quons qu'on  passe  de  la  division  qui  donne  la  somme  S  à  la  divi- 
sion qui  donne  S'  par  la  décomposition  de  (juelques-uns  des  inter- 
valles {xi_i,Xi)  en  denx  intervalles  partiels  plus  petits  au  moven 
de  l'un  des  points  a,,  «j,  ...,  «/,_!.  Le  nombre  total  des  inter- 
valles (.r,_,,^,)  que  l'on  décompose  ainsi  en  deux  autres  est  au 
plus  égal  'a  p  —  I ,  et  l'on  a 

S  —  S'=2  [  M(x,_,,  Xi)  (Xi-  Xi-i  ) 

—  M(.r,_i,  ai;)  {ait — .r,-i  )  —  M(o/;,  Xi){Xi — a/,)], 

en  désignant  par  M(x',  x")  la  borne  supérieure  de  f{x)  dans  l'in- 
tervalle {^x',x")  et  la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  iiiler- 
valles  (^/_i,ir,)  qui  renferment  à  l'intérieur  un  des  points  «,, 
a-,,  ...,  «/)_(•  Soit  H  la  borne  supérieure  de  |./(.2?)|  dans  l'inter- 
valle (a,b).  On  aura  évidemment  S  —  S'<<2(/)  —  i)Hr),  car  on 
peut  encore  écrire 

S  —  S'=     ^  [Mi.r,_,,  .,;)  —  y\(xi^,.  a/,  1]  i  «/,— .r,-,  ) 

-1-7   [  M  (  a-,-  - 1 ,  .r,  )  —  Al  (  «7. ,  -î"/  .'1  (Xi—a/,). 

Par  suilc,  on  a,  a  fortiori, 

S  <  I  -I-  -  -1-  ■>.{[)  —  i)Hr,. 

et  si  le  nombre  yi  est  inférieur  au  plus  petit  des  nombres tt' 

a,  —  a,  «•) — O),  ....  b  —  ('p-\-i  la  somme  S,  correspondant  à  un 
mode  quelconque  de  division  de  l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles 
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|iailiels  rranipliliide  iiiftrieiire  à  t,,  sera  iiiftM'iciiie  ;'i  I -f- £  ;  le  qui 
([('■montre  la  projjusilioii  éiinitcée  ('). 

Reinarque.  —  Si  l'on  change  arbitraiieraeiU  la  valeur  d'une  fonction 
bornée  y(^)  en  un  nonilire  ^/u' de  points  de  l'intervalle,  il  est  clair  que 
les  différences  S  —  S',  s  —  s'  entre  les  deux  sommes  relatives  à  une  même 
division  tendent  vers  zéro  lorsque  la  longueur  niaxinium  des  intervalles 
tend  vers  zéro.  Les  nombres  I,  1'  sont  les  mêmes  pour  les  deux  fondions. 

7i.  Fonctions  intégrables.  —  Une  fonction  Ijornée  dans  un 
intervalle  ia,  b)  est  dite  inlégi cible  dans  cet  intervalle  si  les 
deux  sommes  S  el  5  tendent  vers  une  limite  commune  lorsque 
le  nonihre  des  intervalles  partiels  augmente  indéfiniment  de  façon 
que  le  plus  grand  de  ces  intervalles  partiels  lende  vers  zéro. 

Pour  (|u"une  fonction  soit  intégral)le  dans  nn  inlervalle  (r/,  b), 
\\  faut  et  il  sudil  (|ue  l'on  ait  l'=l.  Celle  condition  peut  être 
remplacée  par  la  suivante  : 

Pour  qu' une  fonction  f{x),  bornée  clans  un  inter^'cille  {</.  b), 
soit  intégrable  dans  cet  intervalle,  il  faut  et  il  suffit  </ue  la 
différence  S  —  ,s  tende  vers  zéro,  lorsque  le  nombre  des  inter- 
valles partiels  auf^ntente  indéfiniment  de  façon  que  le  plus 
grand  de  ces  intervalles  partiels  tende  veis  zéro  i^'-). 

(  '  )  Le  riiisonnemeiit  est  absolument  pareil  à  relui  qui  nous  a  servi  au  n°  11. 
On  en  trouvera  encore  d'autres  exemples  aux  n".S'2  (note)  et  118.  Voici  une  géné- 
ralisation qui  est  utile  dans  la  théorie  des  intégrales  curvilignes.  Soient /(x) 
une  fonction  bornée  dans  l'intervalle  (a,b)\  '^(x)  une  fonction  continue  et 
croissante  dans  le  même  intervalle.  On  peut  reprendre  tous  les  raisonnements 
du  texte  en  remplaçant,  dans  les  expressions  des  sommes  S  et  s,  les  dilïé- 
rences   x, —  x,_,   par   '^(x^)  —  !5(x,_,  ),  et   l'on  en   conclut  que  les  sommes 

■     Sç=y]iM.[-f(.r.)-s(x,_,)],         *==  V/«,[-f(x.)-5(a:,_.,)] 

tendent  vers  des  limites,  loniine  les  sommes  S  et  s  elles-mêmes.  Si  la  fonc- 
tion f(x)  est  elle-même  continue,  la  différence  S, —  s,  tend  vers  zéro  lorsque 
le  nombre  des  intervalles  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  la  plus  grande 
des  ililférences  x, —  x,_|  tende  vers  zéro,  et,  par  suite,  les  deux  sommes  S.,  s^ 
tendent  vers  une  même  limite  {cf.  n"  9."i). 

(■)  Cette  condition  peut  être  établie  sans  se  servir  du  thé»)rcme  de  M.  Dar- 
boux.  D'abord  elle  est  nécessaire,  car,  si  S  et  i  ont  une  limite  commune,  la  dif- 
férence S  —  s  tend  vers  zéro. 

Elle  est  suffisante.  Nous  pouvons  écrire,  en  eflet, 

S  — «  =  s  — i-4-(i-r)-Hr  — s; 
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En  eflel,  la  clifTéLence  S  —  sa  pour  limite  1  —  I'.  Si  S  —  s  leiul 
vers  zéro,  c'esl  que  l'on  a  I  =  I',  et  les  sommes  S  el  s  onL  la  même 
limite  I. 

On  |5eul  encore  remplacer  cette  condiLion  par  la  suivante  :  • 

Pour  que  f(x)  soit  intégrahle  dans  V  intervalle  {a,  6),  il  faut 
et  il  suffit  qa  étant  donné  un  nombre  positif  arbitraire  t  on 
puisse  troui'er  une  division  de  P intervalle  {a.,b),  telle  que  la 
différence  S  —  5  soit  inférieure  à  s. 

En  effet,  la  diff"érence  S  —  s  étant  supérieure  à  I  —  I',  on  aura 
I  —  \'<^£,  et  par  suite  l'  =  I,  puisque  e  est  un  nombre  positif 
arbitraire. 

Toute  fonction  continue  est  intégrable.  —  La  différence  S  — ,« 
est,  en  eff'et,  inférieure  ou  au  plus  égale  à  (b  — ■  «)w,  en  désignant 
par  w  une  limite  supérieure  de  l'oscillation  de  f{x)  dans  chaque 
intervalle  partiel.  Or  on  peut  choisir  un  nombre  f\  tel  que  l'os- 
cillation soit  moindre  qu'un  nombre  positif  donné  dans  tout 
intervalle  inférieur  à  y,  (n°  8).  Si  l'on  choisit  rj  de  façon  que 
l'oscillation  soit  plus  petite  que  -. — '- — ,  la  dinférence  S — s  sera 
inférieure  à  i. 

Toute  fonction  monotone  est  intégrable.  —  Supposons,  pour 
fixer   les   idées,   la  fonction   f(x)   croissante,    de  telle  sorte   que 

l'on  ail 

fia)  ^f{x,)'^f(x,)l.  .  .lf{Xn-,)if(b). 

On  a,  pour  la  division  considérée  (rt,  .r, ,  x-i,  . . . ,  :r„_,,  b), 

S  =f(^i)i'r,  —  a)  +  f(Xn)  (x,  —  xi)  ^ .  .  .^ f{  b)  {b  —  x„-i), 
s   =f{a){^i  —  a)    -hf{x,)(Xi  —  x,)-h...-hfix„_i){b  —  x„-i). 

D'après  un  calcul  déjà  fait  (n° 70),  si  toutes  les  dilleiences  x,  —  a, 
x-i — X\,  ...  sont  inférieures  à  un  nombre  v),  on  a 

S-^<-n[f(b}-f(a)], 


aucun  des  nombres  S  —  I,  I  —  I ,  I  —  s  ne  pouvant  être  négatif,  pour  que  leur 
somme  tende  vers  zéro,  il  faut  que  chacun  d'eux  tende  vers  zéro  ou  soit  nul. 
En  particulier,  la  différence  I  —  I',  qui  est  un  nombre  fixe,  doit  être  nulle.  Les 
deux  autres  nombres  S  —  I,  I'  —  s  tendant  vers  zéro,  S  et  s  ont  pour  limite  le 
niimlire  I. 


II.    —    INTKGRALES    DKFIME?.    —    NOTIONS   QUI    S  V    RATTACHENT.  177 

et  il  suffit  oue  r,  soit  i)lns  petit  que  -r-, — '—-. pour  (lue  S  — •  s  .«oit 

'         '  '  '  '       J( b I  — J t «  )  '  ' 

inférieure  à  j. 

Soient  a,,  y.-,,  ....  y.p  une  suite  quelconque  de  nombres  crois- 
sants de  a  à  b.  Si  une  fonction  bornée  f{x)  est  intégrable  dans 
chacun  des  inten-alles  (a,  a,  ),  (a, ,  a^),  . . . ,  (y.p,  b),  elle  est  inté- 
grable dans  r  intervalle  total  (a,  b).  Si  l'on  considère,  en  effet, 
une  subdivision  de  cliacun  des  intervalles  (a/,  a,_^i)  telle  que  la 
diflérence  S  —  5  pour  chacun  de  ces  intervalles  soit  inférieure  à  s, 
la  difTérence  analogue  pour  l'intervalle  total  sera  inférieure  à  pt. 

Une  fonction  bornée  y (.f),  qui  présente  un  nombre  quelconque 
de  points  de  discontinuité  dans  un  intervalle,  est  intégrable, 
pourvu  que  l'on  puisse  renfermer  toutes  ces  discontinuités 
dans  un  nombre  fini  d'intervalles,  dont  la  somme  soit  moindre 
que  tout  nombre  positif  donné.  En  efTet,  î  étant  un  nombre  po- 
sitif quelconque,  soit  H  une  limite  supérieure  de  |y'(x)|;  nous 
pouvons  parhvpolhèse  renfermer  les  disconlinuités  de  f{x)  dans 
tin  nombre  fini  d'intervalles  dont  la  somme  des  amplitudes  est 

inférieure  à  ^-  La  portion  de  S  —  f  provenant  de  ces  intervalles 
4H  ' 

est  évidemment  inférieure  àf  •  D'autre  part,  la  fonction  _/"(  a;)  étant 
continue  dans  les  intervalles  restants,  on  peut  les  décomposer  eux- 
mêmes  en  intervalles  partiels  plus  petits  tels  que  la  portion  cor- 
respondante de  S  —  s  soit  inférieure  à  ^-  On  aura  donc  S  —  .s  ■<  î- 
En  particulier,  une  fonction  bornée  qui  n' admet  dans  l'inter- 
valle («,  b)  qu'un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité  est 
intégrable  dans  cet  intervalle. 

11  résulte  aussi  immédiatement  de  la  définition  que,  si  une  fonc- 
tion f{x)  est  intégrable,  il  en. est  de  même  de  Cf{x),  quelle  que 
soit  la  constante  C.  Siff(x)  el  fi{x)  sont  deux  fonctions  inté- 
grables,  il  en  est  de  même  de  leur  somme /i  (a;) -f-y'2(.r).  Soient, 
en  effet,  S,  s,  S',  s',  ï,  t  les  sommes  correspondantes  à  une  même 
division  de  l'intervalle,  pour  ces  trois  fonctions;  on  vérifie  immé- 
diatement que  l'on  a  S — ^SS — 5 -|- S' — s'.  En  particulier, 
toute  fonction  à  variation  bornée  (n°  11),  étant  la  somme  de  deux 
fonctions  monotones,  est  intégrable. 

Nous  démontrerons  encore  que  le  produit  de  deux  fonctions 
intégiables  est  une  fonction  intégrable.  Supposons  d'abord  les 

G.,   I.  12 
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i'oncùons  f,(x),  /^{.r)  positives;  snieiil  IM,,  /»,,  M|,  /«j,  .'"ill,,  |ji, 
les  bornes  supérieures  et  inférieures  des  trois  fonctions  /,(.r), 
fi{x),  f\{x)  fi{x)  dans  l'intervalle  (x,_(,  Xi),  S,  s,  S',  s',  S,  o-  les 
sommes  correspondantes  pour  une  certaine  division  de  ((/,  b).  Ou 
a  évidemment  01t,!^M,M^,  txi^niim'-  et,  par  suite, 

art.,-—  |jt,.<  M,-M;—  miin)=  Al,(  M' —  //j;}  +  //ii(  AI/—  /M,  ), 

et,  </  fortiori, 

311,—  iz,SM(iM,  —  m,)  -f-  M'(M,—  //(,). 

M  et  M'  étant  les  bornes  supérieures  de  /",(.r)  et  de  f-^i-r)  dans 
l'intervalle  (rt,  6).  En  multipliant  celte  inégalité  par  .Z/ — ^i_i,  el 
ajoutant  toutes  les  inégalités  analogues,  il  vient 

S  — a<  M(S'  — i')-l- Al'eS  — i). 

La  différence  S  —  rj  tend  donc  vers  zéro. 

Si  les  deux  fonctions /i  (x),  /^(x)  ont  des  signes  quelconques, 
on  peut  toujours  leur  ajouter  des  constantes  C,,  Cj  telles  que 
y",  (t)  +  Cl ,  /o  (j^)  +  C2  soient  |josilives.  Le  produit 

[/,(^) -H  C,  ]  [/,(2-) -H  G,  I  =/,./;+ C,/,-f- C,/,  +  C,G2 

étant  intégrable,  il  en  est  de  même  de  /,  f.,. 

En  combinant  ces  diverses  propositions,  on  voit  que,  si  y,, 
f.,,  . . . ,  fp  sont  des  fonctions  intégrables,  tout  polvnome  entier 
en^i,  /o)  ■•■1  fp  est  aussi  une  fonction  intégrable. 

75.  Intégrales  définies.  —  Soit  J\x)  une  fonction  intégrable 
dans  l'intervalle  («,  b).  La  limite  commune  des  sommes  S  et  5 
s'appelle  une  intégrale  définie  et  se  représente  par  le  svmbole 


j    f{.r)J.r, 


qui  ra|ipelle  son  origine,  et  qui  se  lit  somme  de  (/  à  b  de  f{x)  dx. 
D'après  sa  définition  même,  I  est  toujours  comprise  entre  les  deux 
sommes  S  et  .$,  correspondant  à  un  mode  quelconque  de  subdi- 
vision; en  prenant  pour  valeur  approchée  de  1  un  nombre  quel- 
conque compris  entre  S  et  ,v,  l'erreur  commise  est  plus  petite  que 
la  dillerence  S  —  s. 
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On  peut  remplacer,  dans  la  déliiiilion  de  riiilégrale,  les  sommes  S 
el  s  par  des  expressJons  plus  générales.  Etant  donnée  une  subdivi- 
sion de  l'inlervalle  (a,  h) 

a,     u'i,     .To,      ....     .r,_i,     .r,,      ...,     ^n-\,     /'• 

soient  ^,,  ij,  ...,  ;,-,  ...  des  valeurs  quelconques  appartenant  res- 
pectivement à  ces  intervalles  parliels.  La  somme 

(  2  )  /(  ;i  )  '  J'i  —  «  »  ^/i  ;i  )(■?■!—  ri  )^...  -+-/,  ;„  )  (  6  -  x„^i  ) 

i  —  I 

est  évideuimenl  ct)mprise  entre  les  sommes  S  el  s',  car  on  a  tou- 
jours »(,£y(ç,)  <  M,-;  si  la  fonction  est  intégrable,  cette  somme 
a  aussi  pour  limite  1.  En  particulier,  si  l'on  suppose  que  ?,, 
^2,  ■•■.  ç«  coïncident  respectivement  avec  «,  x,,  ...,  x„_s.  on 
retrouve  la  somme  (i),  considérée  plus  haut  (n"  70).  Le  pro- 
duit/(;,)  (j:,- —  Xi^i)  est  appelé  un  élément   de  l'intégrale. 

De  la  définition  de  l'intégrale  résultent  immédiatement  quelques 
conséquences.  On  a  supposé  dans  le  raisonueuient  a<Cb\  si  l'on 
échange  les  deux  limites  a  et  6,  tous  les  facteurs  xi — a",.,  sont 
changés  de  signe,  et  la  limite  des  sommes  S  et  5  elle-même  est 
changée  de  signe;  on  a  donc 

r  f(x)d.T^-  f  f(x)dx. 

Il  résulte  aussi  de  la  définition  que  l'on  a 

/     f{x)  dx=   l    f{  X)  dx  -+-  I     f(x)  dx  ; 

si  c  est  compris  entre  a  et  b,  c'est  évident.  Si  b  est  compris  entre 
a  et  c,  par  exemple,  la  foruiule  subsiste  encore  pourvu  que  la 
fonction  f{x)  soit  intégrable  entre  tt  et  c,  car  on  peut  l'écrire 

i     f{x)dx=  j    /(x)dx—  j     fix)dx=  j     f(x)dx-^  j     f{x)dx. 

Plus  généralement,  c.  d /étant  des  nombres  quelconques, 

on  a 

/    /(x)dx=        /{x)dx^j     /\x)dx -i-. .  .-h  j    /(X)dx; 
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celle  déconiposilion  est  employée  pour  le  calcul  d'une  inlégrale, 
lorsque  la  fouclion  f{x)  |)résente  des  points  de  disconlinuilé  ou 
n'a  pas  la  même  expression  aualyli(|ue  dans  tout  l'intervalle  («,  h). 
Si  l'on  A  f{x)^=h.'^{x)  +  Bi(x),  A  et  B  étant  deux  constantes 
quelconques,  on  a  aussi 

^b  ^h  ^h 

I    f(x)cLr  =  Kj     ^(x)dx-hBl     ■\i(x)dr, 

et  il  en  serait  de  même  pour  la  somme  d'un   nombre  quelconque 
de  fonctions. 

On  peut  remplacer  y  (^,)  dans  la  somme  (2)  par  une  expression 
encore  plus  générale.  L'intervalle  (a,  b)  étant  partagé  en  n  inter- 
valles partiels  (a,.r,),  (xijXo),  ■•-,  associons  à  chaque  inter- 
valle {xi_i,Xi)  un  nombre  î^,-  qui  tend  uniformément  vers  zéro 
en  même  temps  que  la  différence  Xi — Xu,.  Nous  entendons  par 
là  que,  à  tout  nombre  positif  s,  on  peut  faire  correspondre  un 
autre  nombre  positif  -i],  indépendant  de  ,r,_,  et  de  Xi,  tel  que  la 
condition  |  j",  —  j"/,,  |  <;/i  entraîne  l'inégalité  |  î^,|  <£.  Nous  allons 
montrer  que  la  somme 


(3) 


T="S[/(-^'->)  +  ^'](-^'— ^'~') 


.     ■     r'' 

a  pour  limite  l'intégrale  définie    /     /{x)dx,  pourvu  que  'Ci  tende 

uniformément  vers  zéro.  Supposons,  en  effet,  que  l'on  prenne  un 
nombre  v|  assez  petit  pour  que  l'on  ait  à  la  fois 


/( Xi.  x){xi-  Xi- 1  )  -J  f{x)dx 


Ï.I<E, 


lorsque  chacun  des  nombres  |  Xi —  ,r,_i  |  est  plus  petit  que  r,. 
Comme  on  peut  écrire 


f  A^)> 


=       ^f(Xi^,)(x-i-Xi.,)~J  f{x)dx\  +2?'(^'--^'-'), 
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on  voit  f|ue  l'on  iuira  aussi,  dans  les  mêmes  eomJilions, 
T—  /"  f(x)dx\<z^-J.b  —  a); 

le  théorème  est  donc  établi. 

C'est  le  plus  souvent  comme  limites  de  sommes  de  la  forme  (3) 
que  les  intégrales  définies  se  présentent  dans  les  applications. 
Aussi  aurons-nous  souvent  l'occasion  d'appliquer  celle  propriété, 
qui  s'élend  aux  intégrales  doubles  et  aux  intégrales  lri[)les. 

76.  Première  formule  de  la  moyenne.  —  Soient  f{x)  et  'i(x) 
deux  fonctions  intégrabies  dans  un  intervalle  (rt,  b),  telles  que 
l'on  ait  constamment  y  (x)  ^  •i(.r).  Si  Ion  suppose,  pour  fixer  les 

idées,  a  <<  b,  un  élément  quelconque  de  Finlégraie    /    J(-c)  du:  esl 

au  plus  égal  à  l'élément  correspondant  de  I  intégrale    /     ■b(x)d.r, 
et  l'on  a  par  conséquent 


/    /ix)dxSJ     '!i)(a:)d3-. 


Si  les  fonctions  sont  continues,  les  deu\  intégrales  ne  pourront 
être  égales  que  si  l'on  a  constamment  f(x)=^-l{x);  si  l'on 
avait  b<Ca,  le  signe  d'inégalité  devrait  être  renversé. 

Cela  étant,  supposons  que  la  fonclion  à  intégrer  soit  de  la 
ioTxne  f(x)  •■s(x),  la  fonction  'j(x)  conservant  un  signe  constant. 
Admettons,  par  exemple,  que  l'on  a  a<Cb,  et  'j(a^)>o  dans 
l'intervalle  (or,,  b).  Soient  M  et  m  les  bornes  de  f{x)  dans  cet 
intervalle.  De  la  double  inégalité 

m^f{x)SM 

on  déduit,  en  multipliant  par  le  l'acteur  positif  '-p(^), 

m  a{x)i/{x)  -fixj^M  !f(ar), 
et,  par  suite, 

m  f   o(x)dx<f  f{x)-^{x)dx<'Sl  Ç   o{x)dx, 
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ce  f|iii  peut  s'écrire 


(4) 


I      /■(  a-  )  o  (  r  )  rf.r  =  iji  /     'J>(  x)  dx, 


[A  étant  un  nombre  compris  entre  M  et  //;.  Celte  égalité  constitue 
\»  première  formule  de  la  moyenne. 

Elle  s'applique,  quelles  que  soient  les  limites  a  et  />,  pourvu 
que  (d(^x)  conserve  un  signe  constant.  Si  la  fonction  J\x)  est 
continue,  elle  prend  la  valeur  a  pour  une  valeur  \  comprise  entre 
a  et  b,  et  Ion  peut  écrire  l.i  formule  de  la  moyenne 


(5) 


I    f{x)v.(x)dx=f{'z)j     'i{x)dx, 


\  étant  compris  enire  a  et  h.  Si  en  particulier  on  suppose  e(j")  =  i , 
l'intégrale  /  d.r  est,  d'après  la  délinition  même,  égale  à  (^h  —  (/), 
et  il  reste 

(6)  f'j\x)dr  =  ih  —  a)fCO. 

77.  Seconde  formule  de  la  moyenne.  —  On  doit  à  M.  Bonnet 
une   autre   formule   (lu'il   a   déihnie   d'un    lemnie  d'Ahel. 

Lemme.  —  Soient  £(,,£,,...,£/,  (//;  nombre  quelconque  de  quan- 
tités positives  décroissantes,  cl  //„,  ?/,,  . . . ,  Up  un  même  nombre 
de  quantités  positives  ou  négatives  quelconques.  Si  toutes  les 
sommes  So  =  "oî  ■*>  =  "o  +  "i ;  •••,■?;>=  "o  +  "i  +  •••  +  >ip  sont 
comprises  entre  deux  nombres  A  et  B,  la  somme 

S  =  £o''o-f-  El  «i  H-  .  .  .+  e,,  f(,, 

sera  comprise  entre  A£„  et  B£„. 

On  peut  écrire,  en  effel, 

Uo  ^^  ^0)  '^1  ^^  -^'l  —  ^Oi  •  •  •  î  lip^  s  p  —  s  p—^  I 

la  somme  S  est  donc  égale  à 

«o(eo—  El)  -H  il  I  El—  £2)+.  .  .-^  Sp-i(Zp-i—  lp)-h  SpBp. 

Toutes  les  différences  £"„  —  s, ,  s,  —  So,  . . . ,  ep_,  —  tp  étant  posi- 
tives, on  aura  deux  limites  pour  S  en  i-emplaçant  ^q,  s,,   ...,  Sp 
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par  leur  limite  supérieure  A,  puis  par  leur  limite  inférieure  B.  On 
trouve  ainsi 

S-<Ar£o  —  îl-+-£l  —  '--2^  ■  ■  -^  ';J-I ^P'^  -p)  =  -^-Oi 

et  l'on  voit  de  même  que  l'on  a  S  >  Bs^- 

Cela  posé,  soient  f{x)  et  '^{x)  deux  fonctions  inlcgrables,  la 
l'onction  -^ix')  étant  positive  et  décroissante  iorscpie  x  croît  de  '/ 

jusqu'à  b.  I/intégrale    /    /(x)  o(x  )  (Ix  est  la  limite  de  la  somme 

I  =/(«)  r(«  )  (-^1  —  «  '  -h/( X,  )  9f  T,  )  (>2  —  -r,  ;—.... 
qui  est  comprise  entre  les  deux  sonimes 
r=  \  I\I,- ç(a',_,)(.r,- — a^,-i)         et         1'=   7  '«i  9(a:,-i  )(ar,-— x,_i), 

jM,  et  nti  étant  les  bornes  de  /(x }  dans  l'intervalle  (.r,_,.  a:,). 
D'ailleurs  la  dillérence  1' —  1"  est  inférieure  à 

^(a)  ^(  .M, —  /«,)  (3",-^  Xj-i) 

et,  par  suite,  tend  vers  zéro,  puisque /"(.r)  est  intégrable.  L'inté- 
grale définie  considérée  est  donc  la  limite  commune  des  sommes 
I'  et  l",  et  |îar  conséquent  de  la  somme    7  [jL,-.s(.r,_,)  (.r,- — Xi_,), 

•Xi  étant  un  nombre  quelconque  compris  entre  »(/  et  M,. 
Choisissons  ces  nombres  a,  de  façon  que 

llt{xi—û^i-^)=   1       f{x)dx, 

ce  qui  est  possible  daprrs  la  première  formule  de  la  moyenne. 
Les  nomi)res  »(«),  'Zii^x^),  ...  étant  positifs  et  décroissants,  il 
résulte  du  lemme  d'Abel  que  celte  dernière  somme  est  comprise 
entre  A'j(rt)  et  B  '^(rt  1,  A  et  B  désignant  le  maximum  et  le  mi- 
nimum de  l'intégrale    /    f(x)  dx,     lorsque    c    varie    de    a    à    b. 

(domine  cette  intégrale  est  évidemment  une  fonction  continue 
de  c,  on  peut  écrire,  en  passant  à  la  limite, 

(7)  f  f(^)'i{x)dx  =  :i(a)    C  f(x)dx         (n<;<^). 
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Lorsque  la  fonction  œ(x)  est  décroissante,  sans  rester  positive, 
entre  a  et  h^  on  peut  appliquer  une  formule  |jKis  i;énéiale  due  à 
Weierstrass.  Posons,  en  efTet,  'j(  x  )  = -;( //l -f- '^(  r  i  ;  la  fonc- 
tion 'i(j")  est  positive  et  décroissante,  et  l'on  peut  appliquer  la 
formule  (-  )  f|ui  donne 

f  /(x)'i(x)rfT  =  [©(«)  — 9(6)]    r  fU)dx. 

On  en  tire 

J  f{x}'f{x)dx=   f  /(x)oib)dx^['i(a.)-<f(b)]  f  f(,T)dx, 


i  f(x)<i(x)d.v  =  o{a)  j    f(x)dx  -^o{b)  j    /{x)dx. 

On  a  des  formules  analogues  lorsque  la  fonction  a(.r  i  est  crois- 
sante. 

78.  Retour  sur  les  fonctions  primitives.  —  Les  théorèmes  géné- 
raux qui  précèdent  s'appliquent  à  toutes  les  fonctions  intégrables. 
Dans  les  applications  qui  vont  suivre,  la  fonction  à  intégrer  est  le 
plus  souvent  une  fonction  continue  ou,  du  moins,  ne  jirésente 
qu'un  nombre  fini  de  discontinuités  dans  l'intervalle  d'intégration. 
Remarquons,  une  fois  pour  toutes,  que  la  valeur  d Une  intégrale 
ne  dépendant  que  de  la  nature  de  la  l'onction  qu'on  intègre  et  des 

limites,   les  symboles    /    f(x)dx,     j     f(:)dz,     j     f[t)dt,    ... 

ont  absolument  la  même  signification. 

Si  l'on  considère  une  des  limites,  la  limite  inférieure  a  par 
exemple,  comme  fixe,  la  limite  supérieure  étant  variable,  l'inté- 
grale est  une  fonction  de  cette  limite  cpie  nous  écrirons 

F{x)=f  /(ndt, 

ou  plus  simplement     /     f(x)dx,  s'il   n'y  a  aucune  ambiguïté  à 

craindre.  La  fonction /(x)  étant  bornée,  il  est  évident  que  F(j7) 
est  une  fonction  continue  de  x. 
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Si  la  fonction  /{■(:)  est  continue,  F(x)  admet  pour  dr- 
riiée  f{x).   Nous  ;ivoiis  en  elfet 

P(.r  -H  /i  )  —  F  (.r  )  =  j  /(  l  )  dt, 

ou,  en  iip[)lic|nant  la  Ibrinulc  de  la  moyenne  (6), 

F^.r-r-/i)  —  F{x)  =  /(/(;i, 

?  élan!  compris  entre  J"  el  .i-r-h.  Lorsque  h  tend  vers  zéro,y"(;)  a 
pour  limite  f{x);  la  fonction  F{x)  a  donc  pour  dérivée  f{x),  et 
le  théorème  fondamental  du  Calcul  intégral  est  ainsi  établi  sans 
faire  aucun  appel  à  l'intuition  géométrique  (  '  ). 

Toute  autre  fonction  admettant  la  même  dérivée  s'obtient  en 
ajoutant  à  F(.r)  une  constante  arbitraire  C.  Il  existe  une  de  ces 
fonctions,  et  une  seule,  prenant  une  valeur  donnée  à  l'avance  )•„ 
pour  j?  =  <7;  c'est  la  (onction 

yo-+-  f  f(i)dt. 

Toute  fonction  avant  pour  dérivée  /(.r)  est  une  intégrale  inilé- 
fiuie  de  f{x)  et  se  représente  par  le  symbole 


//(. 


(x)d.r, 

OÙ  I  on  n'indique  pas  les  limites.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  a 
jf[x)dx=    j    /(x)dx-i-C. 

(')  Quand  la  fonction  /{x)  est  conlinue,  la   recherclie  d'une  fonction  primi- 
tive de  f(x),  ou  le  calcul  de  fintégiale  définie     /     f{x)  dx,  ne  forment  qu'un 

seul  problème.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  une  fonction  quelconque.  Tout  ce 
qu'on  peut  affirmer,  c'est  que,  si  une  fonction  intégrable  f{x)  est  la  dérivée  d'une 
fonction   F(j;),    la  fonction  primitive   F(x)  est  égale,   à   une   constante  près,   à 

l'intégrale  définie    /      f(x)  dx.  Cela  résulte  immédiatement  de  la  relation 

F(6)-K(a)  =  (x,— a)/(;,)-H{j;,-a;,)/(;,)  +.  ..-h  (6  -  i;„_,  ) /(=,.), 

qui  est  une  conséquence  de  la  formule  des  accroissements  finis.  Mais  il  peut  se  faire 
qu'une  fonction  intégrable  f[x)  ne  soit  pas  la  dérivée  d'une  autre  fonction, 
ou  qu'une  fonction  dérivée  ne  soit  pas  intégrable.  (  Voir  l'Ouvrage  cité  plus  haut 
de  M.  Lebesgue.) 
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Inversement,  si  l'on  a  oljlenu  par  un  moyen  quelconque  une 
(onclion  F(,r)  admeUanl  pour  dérivée  y'(j:'),  on  peul  écrire 

/     f(x)dx  =  F(x)-^C; 

pour  délerminer  la  conslante  C,  il  suffit  d'observer  que  le  premier 
membre  est  nul  jiour  .r  =  <7.  On  doit  donc  prendre  G  =  — F {(')■> 
et  l'on  a  la  foimule  fondamentale 

(8)  y  /(x)d.r=F(.r)-F(a). 

Remplaçons  dans  cette  formule  ./(j)  par  F'(.r);  il  vient 

F(x}  —  F(n)=   f    F\.r)d.r, 

ou,  en  appliquant  le  llieorème  de  la  moyenne, 

F{x)  —  F(a)  =  (x-a)F'(l), 

?  étant  compris  entre  a  et  x.  Nous  retrouvons  le  théorème  des 
accroissements  finis,  mais  la  démonstration  est  moins  générale 
que  la  première  (n"  17),  car  elle  suppose  la  continuité  de  la  dé- 
rivée F'(x). 

La  formule  fondamentale  (8)  a  été  établie  en  supposant  la  fonc- 
tion /(.r)  continue  entre  a  et  h.  Si  l'on  n'a  pas  égard  à  cette  con- 
dition, on  peut  être  conduit  à  des  conclusions  paradoxales.  Ainsi, 

en  prenant  /(.r)  =  — >  la  Cornuile  (8)  donne 

J„     x-  ~  a        b' 

le  premier  membre  n'a  île  sens  jusqu'ici  que  si  a  et  b  sont  de 
même  signe,  tandis  que  le  second  membre  a  une  valeur  déter- 
minée, alors  même  que  a  el  b  sont  île  signes  difierenls.  Nous 
verrons  plus  tard  l'explication  de  ce  paradoxe,  en  étudiant  les 
intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires. 
La  formule  (^8)  donne  de  même 
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si  f{fi)  el  J\b)  sonl  de  sli;nes  contraires,  /{:/')  s'annule  enlre  a 
et  />,  el  les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  n'ont  jns(|ii'ici 
anoiiii  sens  pour  nous.  On  verra  de  même  plus  lard  la  sii;nilication 
qu'il  convient  de  lui  attribuer. 

i.a  formule  (8)  peut  aussi  présenter  fjueUpie  arabigiiïlé  :  ainsi, 
en  prenant   f{x\=  r>   elle  donne 

1  .'    ,  \-^  x- 

[•''     dx 

I     -=  aie  tans (>  —  arc  tansro. 


Le  premier  memliie  a  un  sens  bien  déterminé,  tandis  que  le 
second /membre  présente  une  inllnité  de  délcrinmalions.  Pour 
lever  l'ambiguïté,  posons 

F(.r)=   r^^r. 

cette  fonction  F(a')  est  conliniie  dans  tout  intervalle  et  s'annule 
avec  X.   Désignons,    d'autre    |)art.    pai-  Arc  tan  g  .z;    l'arc    compris 

entre  —  -  et  -|-  -•  Ces  deux  fonctions  ont  même  dérivée  et  s'an- 

■2  2 

nnlent  pour  X  =  o  ;  elles  sont  donc  égales,  el  l'on  peut  écrire 
r''   dx  r''    dx         r"    dx         ^  ,       , 

/     =   / /      =  Arc  taiii;4>  —  Arc  taniro, 

.  '„      I  -;-  ■»'-         Jf,       I  -r-  .r-        J^        I  -H  X- 

en  prenant  louiours  pour  Arc  lang  la   valeur  comprise  entre  —  f 
el  —  -• 

On  établit  de  même  la  formule 

dx 


f 


/i  — JT» 


=  Arc  sin  0  —  Arc  sina, 


où   le   radical  est  pris  en  valeur  absolue,  où  a  et  l>  sonl  compri 
entre  — i   el  -f-i,  et  où  l'on  désigne  par  Arcsino'   l'arc  compri 


D'une  manière  générale,  lorsque  la  fonction  primitive  F(x)  admet  plu- 
sieurs déterminations,  on  choisira  une  des  valeurs  initiales  F(a)  el  l'on 
suivra  la  variation  continue  de  cette  détermination  lorsque  x  varie  dans  le 
même  sens  de  a  à  6.   Il  est  quelquefois  plus  commode  d'introduire  une 
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fonction  primitive  discontinne,  en  généralisant  d'aboiil  la  f(jrniule  (S). 
Cette  fonnuje  fondamentale  (8)  a  été  établie  en  supposant  que  les  deux 
fonctions  /(.r)  et  F(.r)  sont  continues  dans  l'intervalle  (a,  b)  et  qu'on  a, 
en  tout  point  de  cet  intervalle,  ¥' (x)  z=f{x).  Nous  allons  faire  des  hypo- 
thèses un  peu  plus  générales.  Supposons  que  les  deux  fonctions  V(x) 
et  f{x)  sastisfont  aux  conditions  précédentes,  sauf  en  un  nombre  fini 
de  points  de  l'intervalle  («,  6),  que  nous  appellerons  des  points  excep- 
tionnels. Nous  admettrons  de  plus  que  j{x)  reste  bornée,  et  que  ¥(x) 
n'a,  dans  cet  intervalle,  que  des  points  de  discontinuité  de  première 
espèce.  Pour  voir  comineiit  on  doit  modifier  la  formule  (8)  dans  ce  cas, 
supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  <lans  l'intervalle  (a.  b)  qu'un  seul  point 
exceptionnel  c\  £  désignant  un  nombre  positif  très  petit,  nous  pouvons 
écrire,  en  supposant  a  <_  c  <C  l>< 

I     f(^)dx=   j  f(x)dx-i-    j  f{xtdx-T-  f(x)dx, 

ou,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  points  exceptionnels  entre  a  et  c  —  e,  ni  entre 
c  -t-  e  et  6, 

/    /(^)(^.r  =  F(c  — e)— F(a)+   r        f(x  }  dx -i- F(b  )  —  F  (c  -h  t). 
Lorsque  £  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  /         f{x)dx,  et  il  vient 

f  /(x}dx=  V(b)  —  F(a)  —  \c. 


à  la  limite 


Ac  désignant   la    différence    F(c-H(>)  —  F(c  —  o),  ou    la  discontinuité  de 
F(x)  relative  au  point  c. 

S'il  y  a  plusieurs  points  exceplionuels  dans  l'intervalle  {a,  b),  on  le  par- 
tagera en  intervalles  partiels  ne  reiileirnant  chacun  qu'un  point  excep- 
tionnel ;  en  raisonnant  sur  chacun  de  les  intervalles  partiels  comme  on 
vient  de  le  faire,  et  en  ajoutant  les  résultats  obtenus,  il  vient 


(9) 


r'' 
I    f{x)dx=F(b)  —  F(a)—'^\, 


SA  désignant  la  somme  des  discontinuités  deF(T)  dans  l'intervalle  (a,  b). 
Cette  formule  (9)  se  réduit  à  la  formule  (8)  lorsque  F(x)  est  continue; 
on  voit  donc  que  la  formule  (8)  est  encore  applicable  à  une  fonction 
bornée/(a;),  ayant  un  nombre  fini  quelconque  de  points  de  discontinuité 
dans  (a,  b),  pourvu  que  la  fonction  primitive  soit  continue.  Cette  re- 
marque  sera    encore  étendue  plus  loin  au  cas  d'une  fonction  non  bornée. 

79.  Indices.  —  Pour  donner  une  apiilication  de  la  formule  générale  (9), 
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concilierons  l'inléiriale  définie 


.1      i-f-r^(.ri      ./         f'î^tiî 


P 
où/(2-)  =  -;->  P  et  Q  étant  deu\  fonctions  continues,  ainsi  que,  leurs  dé- 
rivées, dans  l'intervalle  (a.  h),  et  qui  ne  s'annulent  pas  en  niénie  temps. 
Une  fonction  primitive  est  F(a')  =  Arc  tang[y"(a^)].  Si  la  fonction  fi  a-  )  ne 
devient  pas  infinie  dans  l'intervalle  (n,  h),  cette  fonction  primitive  reste 
continue  et  Ion  a,  d'après  la  foiniule  (8), 

/ V- — —  =  Aie  tan«; /"iT)) — Arc  tans /"(«). 

Cette    formule   n'est    plus   applicable   en    général  si  /"(^t)  devient  infinie 
entre  a  et  b.   Soit  c  un  point  oùf{x)  devient  infinie  en   passant  de  -i- x: 

à    —  ^;   on    a     F(c  —  o)  =  -,  F(c-f-o)=  —  —  et    par    suite     A(.=  —  ~. 

Siy(.r)  passe  de  — x  à  -^  x:  pour  .r  =  c,  la  discontinuilé  est  égale  à  -. 
Enfin,  on  a  A,- =  o,  si  f(x)  devient  infinie  sans  changer  de  signe.  La 
somme  des  discontinuités  de  .Arc  tang[/(a7)]  est  donc  égale  à  — (  K  —  K')-, 
K  désignant  le  nombre  de  fois  unefi^x)  devient  infini  en  passant  de  -i- ao 
à  —  oc,  K'  le  nombre  de  fois  que /(:r)  passe  de  —  oc  à  +  oc. 

Le  nombre  K  —  K'  est  appelé  l'indice  de/(x)  dans  l'intervalle  (a,  b)  et 
se  représente  par  \a[J(x}\.  On  a  donc  la  formule  générale 

I     j  ^xjar    ^  ,^,.(,,.,n    ^(^)__j^rctans/i«.)-^-I*r/ia-)]. 
.  '^^     I  — /-(  X)  ■  ■  '  -^  '■•^         ' 

Lorsque /(.r)  se  réduit  à  une   fonction   rationnelle-^,  on  peut  calculer 

l'indice  par  des  opérations  élémentaires,  sans  connaître  les  racines  de  V. 
Il  est  clair  qu'on  peut  supposer  V,  premier  avec  V  el  de  degré  inférieur 
à  V,  car  on  ne  change  pas  l'indice  en  retranchant  un  polynôme.  Cela  posé, 
imaginons  la  suite  des  divisions  à  effectuer  pour  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  \  et  Vj,  en  changeant  chaque  fois  le  signe  du  reste. 
On  divise  d'abord  V  par  Vi,  ce  qui  donne  un  quotient  Qi  et  un  reste  —  V»  ; 
on  divise  ensuite  Vj  par  Vj,  ce  qui  donne  un  quotient  Qs  et  un  reste  —  V3, 
et  ainsi  de  suite;  on  finira  par  arriver  à  un  reste  constant — ^  «^i.  Les 
opérations  donnent  la  suite  d'égalités 

V  =  V,  Q,_V,,         Vi=V,Q,-V3,         ....         V„_,  =  V„0„— V„+„ 

et  la  suite  de  polynômes 

(10  j         V,     V,,     V„     ...,     V^-,,     \r,     V,^,,     ...,     V„,     V„^, 

jouit  des  propriétés  essentielles  d'une  suite  de  Sturm  :  1°  deux   polynômes 
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consécutifs  ne  peuvent  s'annuler  en  même  temps,  car  on  en  déduirail  de 
proche  en  proche  que  cette  valeur  de  x  doit  annuler  tous  les  autres 
polynômes  et  en  particulier  V„j-i  ;  2°  lorsqu'un  des  polynômes  intermé- 
diaires'V'i,  Vo,  ...,  V„  s'annule,  le  nombre  des  variations  présenté  par  la 
suite  (lo)  ne  change  pas,  car,  si  V;.  s'annule  pour  x  =  c,  \ r-\  etY^-Hi  sont 
de  signes  contraires  poiiix=c.  Il  s'ensuit  que  le  nombre  des  variations 
présenté    par  la  suite   iioi    ne  peut  changer  que  lorsque  .r  passe  par  une 

racine  de  V  =  o.  Si  -^r  passe  de  +  ce  à  — x,  ce  nombre  augmente  d'une 
unité;  il    diminue    au    contraire   d'une    unité,   si  —!■  passe  de   — x  à   -h  x. 

L'indice  est  donc  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  de  la 
suite  (lo)  pour  x  =b   et  a-  =  a. 

80.  Aire  d'une  courbe  plane.  —  Appeloos  domaine  polygonal 
tout  domaine  plan  borné  dont  la  frontière  secompose  d'un  nombre 
fini  de  portions  de  droites;  ce  domaine  peut  être  formé  de  pbi- 
sieurs  polygones  dont  les  frontières  n'ont  aucun  point  conimuu. 
L'aire  d'un  domaine  polygonal  a  été  définie  en  Géométrie  élémen- 
taire (').  Considérons  maintenant  une  courbe  fermée  sans  point 
double  C  (n°  13),  qui  divise  le  plan  en  deux  régions,  un  domaine 
Ultérieur  D  et  une  région  extérieure.  Attribuer  une  aire  au  do- 
maine D,cela  revient  au  fond  à  admettre  le  postulat  suivant  : 

I.  Il  existe  un  nombre,  et  un  seul,  qui  est  plus  grand  que 
tout  nombre  mesurant  l'aire  d'un  domaine  polygonal  quel- 
conque contenu  dans  D,  et  plus  petit  que  tout  nombre  mesurant 
l'aire  d'un  domaine  polygonal  quelconque  contenant  D. 

L'existence  d'un  nombre  unique  satisfaisant  à  ces  deux  condi- 
tions peut  être  établie  rigoureusement  lorsque  la  courbe  C  satisfait 
à  une  condition  très  générale  qui  est  toujours  vérifiée^  par  les 
courbes  qu'on  considère  habituellement. 

Soient  P  un  domaine  polygonal  contenant  D,/>  un  autre  do- 
maine polygonal  contenu  dans  D,  A  et  a  les  aires  respectives  de 
ces  deux  domaines.  Il  est  clair  que,  quels  que  soient  les  deux  do- 
maines polvgonaux  P  et /j,  on  a  A  >  a.  Les  nombres  A  ont  donc 
une  borne  inférieure  -l.,  et  les  nombres  a  une  borne  supérieure  A-'  ; 


(')    Voir,  par  exemple,  la  Note   D   des  Leçons  de  Géométrie  élémentaire  de 
M.  Hadamard. 
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de  plus,  on  a  nécessairemeni  ;A.>';£-Ai>.  Le  domaine  U  est  dii  i/iiar- 
rable.  si  l'on  a  -V'=-.l.,  el  le  nombre  As,  mesure  l'aiie  du  do- 
maine L)  ('  ).  Il  est  clair  (|ne  c'est  le  seul  noml)re  salisf'aisant  à  la 
condition  (I  ). 

Pour  que  le  domaine  D  soit  (juarrahle ,  il  faut  et  il  suffit 
que.  quel  que  soit  le  nombre  positif  i.  on  //uisse  trouKer  un  ilo- 
niaine  polygonal  P  renfermant  D,  el  un  autre  domaine  qwly- 
gonal p.,  contenu  dans  D,  tels  que  la  différence  A  —  a  des 
aires  de  P  et  de  p  soit  inférieure  à  t. 

La  condition  est  D(''cessaire,  d'après  la  dclinilion  même.  Elle 
est  aussi  suffisante,  puisque  la  différence  A  —  a  ne  peut  être  inté- 
rieure à  la  différence  ol, 1.'.  Il  suit  de  là  que,  si  le  domaine  D 

est  quarrable  et  a  pour  aire  d.,  il  est  toujours  possible  de  trouver 
deux  domaines  polygonaux  P  el  p,  l'un  contenant  I),  l'autre  con- 
lenu  dans  D,  tels  que  les  différences  A  —  -Ai,  -U  —  a  soient  moindres 
que  tout  nombre  positif  donné  t.  La  condition  précédente  pour 
(|ue  D  soit  quarrable  peut  encore  s'énoncer  ainsi  :  Il  faut  et  il 
suffît  que  la  frontière  C  puisse  être  renfermée  dans  un  do- 
maine polygonal  dont  l'aire  soit  moindre  que  tout  nombre 
donné.  Car  tout  domaine  polygonal  renfermant  C  est  la  diffé- 
rence de  deux  domaines  polygonaux,  l'un  contenant  D,  l'autre 
contenu  dans  D. 

Imaginons  qu'on  décompose  un  domaine  D,  formé  des  points 
intérieurs  à  C,  en  deux  domaines  analogues  D,  et  D^,  en  joignant 
par  exemple  deux  points  de  C  jiar  un  arc  de  courbe  G'  situé 
dans  D.  Si  D,  el  D^  sont  quarrables,  il  en  est  de  même  de  D,  et 
l'aire  de  D  est  la  somme  des  aires  de  D,  et  de  Dj. 

Soient  P,  et/),  deux  domaines  polygonaux,  lun  renfermant  D,, 
l'autre  contenu  dans  D|,  A|  et  rt,  leurs  aires  respectives;  Pj, /J^., 
Aj,  «2  ayant  la  même  signification  pour  D.i,  il  est  clair  que  le  do- 
maine polygonal  formé  par  la  réunion  de  />i  et  p2  est  contenu 
dans  D.  On  a  donc  «,  -|-«2<  -^'  •  D'autre  part,  les  deux  domaines  P, 
el  P^  formeni  par  imir  réunion  un  flomaine  polygonal  conlenanl  1). 


(')  Celte  définilion  des  domaines  plans  quarrables  priit  s'appliquer  à  des 
tloinaines  définis  d'une  façon  plus  générale  que  ceux  que  nous  considérons  ici. 
(  \'oir  Bahie,  Leçons  sur  les  théories  générales  de  l'Anahse,  t.  I,  p.  i4S.) 
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Comme  ils  ont  une  partie  commune,  on  a  A,  -+- Ao^^Ao,  et  par 
suite  =V  —  cl'.'<;(A, — «,)  +  (Ao  —  a-y).  Les  domaines  D,  et  Do 
étant  qiiarrables,  les  clifTérences  A| — a,,  A2  —  a^  peuvent  être 
rendues  aussi  petites  qu'on  le  veut.  On  a  donc  >l>'=  »îlo,  et  la  double 
inégalité  rt|  -|-  ao  <  A.  <  A,  +  A2  montre  bien  que  l'aire  de  D  est 
égale  à  la  somme  des  aires  de  D,  et  de  Do.  Inversement,  si  D 
et  D,  sont  quarrables,  il  en  est  de  même  de  Do;  en  effet,  D 
et  D,  étant  quarrables,  on  peut  enfermer  les  frontières  de 
ces  deux  domaines  dans  des  domaines  polygonaux  dont  l'aire 
est  moindre  que  tout  nombre  donné.  Il  en  est  donc  de  même 
de  la  frontière  de  Do;  Do  étant  quarrable,  il  résulte  de  la  pre- 
mière propriété  que  son  aire  est  la  différence  des  aires  de  D  et 
de  D,. 

Le  raisonnement  peut  être  généralisé.  Si  un  domaine  D  dont  la 
frontière  se  compose  d'un  nombre  quelconque  de  courbes  fermées 
peut  être  décomposé  en  une  somme  ou  une  différence  de  domaines 
quarrables  tels  que  ceux  dont  il  vient  d'être  question,  ce  do- 
maine D  est  quarrable  et  son  aire  est  la  somme  ou  la  différence 
des  aires  des  domaines  qui  le  composent. 

81.  Calcul  d'une  aire  plane.  —  Nous  ne  considérerons  que  des 
domaines  plans  limités  par  des  courbes  fermées  telles  que  celles 
que  l'on  considère  liabilueilement.  Il  est  facile  de  montrer  qu'ils 
sont  quarrables. 

Reprenons  d'abord  un  domaine  D  analogue  à  celui  qui  nous  a 
servi  de  point  de  départ  (n°  70),  limité  par  un  arc  de  courbe  AB, 
(ju'iine  parallèle  à  Oy  ne  peut  rencontrer  en  plus  d'un  point,  les 
deux  ordonnées  AP,  BQ  et  le  segment  PQ  de  l'axe  Ox.  Soient  a 
et  b  les  abscisses  des  points  P  et  Q  («<  b),  y=^f{x)  l'équation 
de  l'arc  AB,  f{x)  étant  une  fonction  continue  et  positive  dans 
l'intervalle  (a,  b).  Prenons  une  suite  de  nombres  croissants  .r,, 
Xo,  . . .,  Xn-{  compris  entre  a  et  b,  et  soient  m,-  et  M,-  les  valeurs 
extrêmes  def(x)  dans  l'intervalle  {xi_,,  x,).  Considérons  les  deux 
séries  de  rectangles  7'/  et  R,- limités  parles  droites  _^^  o,  x  =  Xi_i, 
x  =  Xi  d'une  part,  et  par  les  droites  Y  =  mi,  y  =  M,-  respective- 
ment. Il  est  clair  que  les  rectangles  /•/  forment  un  domaine  poly- 
gonal contenu  dans  D,  tandis  que  les  reclangles  R,-  forment  un 
domaine  polygonal  contenant  D.  Or,  les  aires  de  ces  deux  domaines 
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sont  res|iecliveinent 

7   /•,■  =   7   miixi — .r,_i  I, 


-NOTIONS    01  I    S  y    RATTACIIENr. 


H,  =  >   iM,.(.r,-2-,-_,): 


la  borne  supérieure  de  S/',  et  la  Ijornc  inférieure  de  SU,  sont 
égales.  Le  domaine  D  esl  donc  quarrable,  et  son  aire  est  repré- 
sentée |)ar  l'iiUégiale  définie  /  f(x)d.r.  Le  résuilat  est  bien  con- 
forme à  la  notion  intuitive  de  l'aire  foiiinie  par  la  Géométrie. 
Remarquons  t|ue,  quel  que  soit  le  signe  de  f{x)  dans  l'intervalle 

(a,  6),  on  peut  regarder  l'intégrale  définie  /  f{x)dx  comme  re- 
présentant une  aire,  pourvu  qu'on  adopte  la  convention  faite  plus 
haut  (n"  71).  On  a  conservé  le  nom  de  quadrature  pour  désigner 
le  calcul  d'une  intégrale  définie. 

Considérons  en  second  lieu  un  ilomaine  limité  par  deux  seg- 
ments AA',  BB'  de  droites  parallèles,  et  deux  courbes  A/Wi  B, 
A'wîjB'  situées  entre  ces  droites  et  rencontrées  en   un  seul  point 


;/ 

A' 

0     ; 

B 

/ 

A 

^. 

0 

f 

( 

)                             -^ 

par  une  parallèle  à  cette  direction,  et  ne  se  coupant  pas.  Choisis- 
sons pour  axe  Oy  une  droite  parallèle  à  AA',  et  pour  axe  Ox  une 
droite  perpendiculaire  telle  que  le  domaine  soit  tout  entier  au- 
dessus  de  cet  axe.  Dans  le  cas  de  la  figure,  le  segment  BB'  se  ré- 
duit au  point  B;  soient  y^  =  'J/|  (x),  y2^='\i{x)  les  équations  des 
deux  arcs  de  courbe  A/n,B,  A'/zî^B'. 

Le  domaine  D  esl  la  différence  entre  les  deux  domaines  qitar- 
G.,  I.  i3 
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rahles  limités  par  les  conlonrs  A/?!,BQPA,  A'wioBQPA';  il  est 
donc  lui-même  quarrable  et  son  aire  est  égale  à  la  différence  des 
deux  intégrales 


/     'i^i(x)dx,  j     'hi(x)dx. 


Tout  domaine,  qui  pourra  se  décomposer  en  domaines  tels  que 
le  précédent,  sera  donc  quarrable  el  son  aire  s'exprimera  par  une 
somme  algébrique  d'intégrales  définies.  Si  les  axes  de  coordon- 
nées, au  lieu  d'être  rectangulaires,  font  un  angle  '),  les  intégrales 
définies  devront  être  multipliées  par  sinO. 

Il  est  quelquefois  commode  d'employer  des  coordonnées  po- 
laires pour  le  calcul  des  aires.  Soit  à  évaluer  l'aire  d'un  domaine 
limité  par  deux  segments  de  droite  OA,  OB  faisant  des  angles  coo 
et  Q  avec  un  axe  polaire  O.r(wo  •<  Q),  et  un  arc  AMB  situé  dans 
l'angle  AOB  et  qui  n'est  rencontré  qu'en  un  point  par  une  demi- 
droite  située  dans  l'angle  AOB.  Soit  p  =y(co)  l'équation  en  coor- 
données polaires  de  cet  arc  AMB.  Divisons  l'angle  AOB  en  un 
certain  nombre  d'angles  plus  petits  au  moyen  de  rayons  vecteurs 
faisant  des  angles  croissants  lo,,  w^,  ...  avec  0.r.  Soient.  OM,-, 
OM,^^,  deux  rayons  vecteurs  consécutifs  faisant  avec  Ox  les 
angles  w/,  w,-^,,  p^-  et  pj  le  minimum  et  le  maximum  de/(cj)  dans 
l'intervalle (w,-,  w/+i).  Construisons  d'une  partie  triangle  isoscèle  </ 
de  sommet  O,  et  dont  les  deux  autres  sommets  sont  à  une  dis- 
lance p|  de  O  sur  OM,-  et  OM/^i,  d'autre  part  le  triangle  rec- 
tangle T,  de  sommet  O,  et  dont  le  sommet  de  l'angle  droit  s'ob- 
tient en  portant  sur  OM,  une  longueur  égale  à  oj,  le  troisième 
sommet  étant  sur  OM,.,., .  Il  est  clair  que  l'ensemble  des  triangles  /, 
forme  un  domaine  polygonal  contenu  dans  D,  el  l'ensemble  des 
triangles  T,  un  autre  domaine  polygonal  contenant  D.  Les  aires 
de  ces  deux  dom-aines  sont  respectivement 

2^(p''")'  sin(io,+,—  10,),  -V  (p^)- tang(a),+i— O),) 

■   ■     I  r" 

el  ont  I  une  et  l'autre  pour  limite  -    /      p-rfw.  La  première  par 
exemple  peut  s'écrire 
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£,  tendant  uniformément  vei's  zéi-o  en  même  temps  qne 
(('J(+i  —  f'^i)-  L'aire  du  domaine  D  csl  donc  égale  à  l'inlégrale  do- 
finie 

2  J^^     ' 

-o'-dto  est  l'élément  d'aire  en  coordonnées  polaires.  La  significa- 
tion géométrique  est  évidente. 

On  ramènera  aisément  à  ce  cas  particulier  le  cas  d'un  domaine 
limité  par  un  contour  de  forme  habituelle,  en  le  considérant 
comme  la  somme  ou  la  dififérence  d'un  certain  nombre  de  domaines 
tels  que  le  précédent. 

Remarque  I.  —  Le  nombre  fpii  mesure  l'aire  du  domaine 
limité  par  une  courbe  fermée  a  été  défini  comme  une  coupure 
dans  l'ensemble  des  nombres  posilifs.  De  celle  définition  résultent 
un  certain  nombre  de  propriétés  qui  pourraient  aussi  servir  de 
définitions.  En  voici  une  qui  se  rapproche  peut-être  davantage  de 
la  notion  vulgaire  de  l'aire.  Soit  G  une  courbe  plane  fermée  limi- 
tant un  domaine  qiiarrable  D  d'aire  A«.  l'ienons  un  domaine  po- 
lygonal P  contenant  D,  et  dont  l'aire  soit  inférieure  à  ^l, -f- £,  et 
un  autre  domaine  polygonal  p  contenu  dans  D  dont  l'aire  soit 
supérieure  à  «i.  —  s.  L'aire  du  domaine  polygonal  R,  différence 
des  deux  domaines  P  et/),  est  alors  inférieure  à  2ï. 

Cela  posé,  elTectuons  un  carrelage  plan  au  moyen  de  parallèles 
à  deux  directions  rectangulaires  distantes  de  p.  Nous  aurons  trois 
espèces  de  carrés  :  i°  les  carrés  intérieurs  à  13,  ceux  dont  tous  les 
points  intérieurs  font  partie  de  D  ;  2"  les  carrés  extérieurs,  qui 
n'ont  aucun  point  commun  avec  D;  3"  les  carrés  mixtes,  qui  ont 
à  la  fois  des  points  dans  D  et  des  points  extérieurs  à  D.  Il  est  aisé 
de  voir  que  la  somme  des  aires  des  carrés  mixtes  tend  vers  zéro 
lorsque  p  diminue  indéfiniment.  En  effet,  ces  carrés  mixtes  sont 
de  deux  sortes;  les  uns  sont  entièrement  contenus  dans  le  domaine 
polygonal  R  et  par  suite  la  somiue  de  leurs  aires  est  inférieure 
à  2£,  les  autres  ont  au  moins  un  point  commun  avec  la  fron- 
tière L  de  K.  Or,  étant  donnée  une  ligne  droite  A  de  longueur  /  et 
un  carrelage  de  côté  p,  tous  les  carrés  qui  ont  un  point  commun 
avec  A  sont  à  l'intérieur  d'un  rectangle  dont  les  côtés  sont  respec- 
tivement /4-2pv/2  etapy/a.  Il  s'ensuit  que    la   somme  des   aires 
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(les  carré.s  mixles  qui  onl  un  poiul  comimin  avec-la  ligne  polygo- 
nale L  tend  vers  zéro  avec  p;  il  existe  un  nombre  positif  A  tel  que 
la  somme  des  aires  de  ces  carrés  soit  inférieure  à  s,  si  l'on  a  p  <;  A. 
Or  £  est  un  nombre  positif  quelconque,  ce  qui  démontre  la  pro- 
priété énoncée.  On  en  déduit  aussi  que  la  somme  des  aires  des 
cari  es  intérieurs  tend  vers  l'aire  du  domaine  D  lorsque  p  di- 
minue indéfiniment.  En  effet,  cette  somme  est  inférieure  à  A,  et 
la  difféieuce  cnlie  les  deux  aires  est  moindre  que  la  somme  des 
aires  des  carrés  mixtes. 

Jiemarqne  II.  —  Considérons,  en  particulier,  un  domaine  tel 
que  celui  de  la  figure  i  (n"  9),  limité  par  le  contour 

ACC'DDBB„A„A. 

L'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  ACCDD'B  est  une  fonc- 
tion J\x)  de  .l'abscisse  qui  présente  un  nombre  quelconque  de 
points  de  discontinuités  de  pi'emière  espèce.  L'aire  de  ce 
domaine  est  évidemment  égale  à  la  somme  des  aires  des  do- 
maines AGCqAo,  C'DDoCn,  D'BB,|D|,,  c'est-à-dire  à  la  somme 
des  intégrales 

(il)  /    f(.T)d.r-^  I     f(x)clT+  j    f{x)dT=  I    J'(x)dx. 

Si  Ton   remplace  l'ordonnée   BB„  |iar   une  ordonnée   variable, 

l'intégrale  définie   F(a;)=    /     J\x)dx  est  encore   une   fonction 

continue  de  x.  En  un  point  ,r,  où  f{x)  est  continue,  on  a 
encore  F'(x)  =y'(x).  Pour  un  point  de  discontinuité,  j;  :=  c  par 
exemple,  on  a 

F(c-f-/0  — F(c)=   /         f(x)dr  = /if(c -h  fi /,),         o<9<i; 

P(^_l_/j) F(c) 

le  rapport a   pour   limite  /(c  +  o)  ou  J'(^c  —  o), 

suivant  que  h  est  positif  ou  négatif.  Cet  exemple  montre  bien 
clairement  que,  si  f{x)  est  une  fonction  intégrable  non  continue, 

l'intégrale  F(\r)=  /  J\x)  dx  nadmel  pas  nécessairement /(j^) 
pour  déi'ivée. 
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8:2.   Longueur  d'un  arc  de  courbe.  —  Soient 

Irois  fonctions  continues  de  /  dans  un  intervalle  [a,  h),  où  a  <  h. 
En  faisant  croître  t  de  a  à  ^,  le  point  de  coordonnées  [x.y,  z) 
décrit  un  arc  de  courbe  AB,  fermé  on  non.  pouvant  avoir  un 
nombre  quelconque  de  points  doubles.  Prenons  entre  ri  et  //  une 
suite  de  nombres  croissants  (fi  =  to<it,  <^2<  ••.  <C /«-i<^n  ^  />); 
et  soient  Po,  Pi,  ...,  Pn_(,  P„  les  points  correspondants  de  la 
courbe,  P^  coïncidant  avec  .\,  et  P„  avec  B.  Ces  points  Pq,  P(, 
P2,  ...,  P«  sont  les  sommets  .•successifs  d'une  ligne  polygonale 
inscrite  dans  l'arc  AB,  de  longueur  L.  Si  le  nombre  «  augmente 
indéfiniment,  de  façon  que  toutes  les  dillérences  </ — ti_t  tendent 
vers  zéro,  tous  les  côtés  de  celte  ligne  polygonale  tendent  aussi  vers 
zéro.  Lorsque  la  longueur  L  tend  vers  une  limite  S.  on  dit  que 
la  courbe  est  rectijiable ,  et  la  limite  S  re|irésenle  la  longueur 
de  l'arc  de  courbe  AB. 

Nous  allons  démontrer  que  la  courbe  est  reclijiable  lorscjue  les 
fonctions  f{t),  »(<),  •}(<)  admettent  des  dérivées  f  {t)^  '■^' i^)-: 
•y(i)  continues  dans  VintcrvaUe  i,a.  b)  ('). 

(')  Ce  sont  là  des  conditions  suffisantes,  mais  non  nécessaires.  Les  conditions 
à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  courbe  soit  rectifiable  ont  été 
données  par  M.  Jordan  :  Pour  qu'une  courbe  C  soit  rectijiable,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'ensemble  des  nombres  L,  qui  mesurent  les  périmètres  des  lignes 
polygonales  inscrites  dans  C,  soit  borné., 

La  condition  est  nécessaire.  Supposons,  en  effet,  que  L  tende  vers  une  limite  S. 
quand  n  croit  indéfiniment,  le  maximum  A  des  côtés  de  la  ligne  polygonale  ten- 
dant vers  zéro.  Il  ne  peut  exister  aucune  ligne  polygonale  inscrite  dans  C  dont 
le  périmètre  L'  soit  supérieur  à  S.  En  effet,  s'il  en  existait  une,  en  divisant  chacun 
des  intervalles  en  intervalles  partiels  de  plus  en  plus  petits,  les  périmètres  des 
nouvelles  lignes  polygonales  seraient  tous  supérieurs  à  L'  et,  par  conséquent,  ne 
pourraient  tendre  vers  S. 

La  condition  est  suffisante.  On  le  démontre  par  un  raisonnement  tout  à  fait 
pareil  à  celui  qui  a  été  déjà  emplojé  deux  fois  (n"  11  et  73).  Soit  S  la  borne 
supérieure  des  nombres  L;  z  étant  un  nombre  positif  donné  à  l'avance,  il  existe 
une  suite  de  nombres  croissants 

(a  =  a„<  a,  <«,<...<  0^=  6). 

telle  que  le  périmètre  A  de  la  ligne  polygonale  inscrite  correspondante  soit  supé- 
rieur à  S Considérons  une  suite  quelconque  de  nombres  croissants 

(a  =  /,<<,</,<...<<„_,<<„  =6), 
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SoieDl  x,.yi,  z-i  les  coordonnées  du  sommet  P/  et  c,-  la  longueur 
du  côté  P,_,  P,  ;  on  a 


ou, en  appliquant  la  formule  des  accroissemeQts  finis  à  xi —  a7,_i, ..., 


?(',  ''liî  ^/  étant  compris  entre  /,_,  et  /,-.  Lorsque  l'intervalle  (^,_(,  /j) 
est  très  petit,  le  radical  diflère  très  peu  de 


lelle  que  tous  les  intervalles  /, —  <,_,   soient  plus  petits  qu'un  nombre  positif  r,' 

qui  est  lui-même  inférieur  à  la   plus    pelile  des  dilTérences   o, —  o„,  a„—  a 

b  —  «„_i  ;   soit   L   le   périmètre   de   la   ligne   polygonale   inscrite  correspondante. 
Nous  allons  montrer  que  S  —  L  sera  <  s,  pourvu  que  n  soit  assez  petit. 

Pour  cela,  imaginons  qu'on  range  les  nombres  (,  et  a^  par  ordre  de  grandeur 
croissante,  et  soit  L'  la  longueur  de  la  ligne  polygonale  auxiliaire  obienue  par 
ce  nouveau  mode  de  division.  I.e  nombre  L'  est  supérieur  ou  au   moins  égal  à  L 

et  à  A,  et  par  suite   plus  grand  que  S 

On  passe  de  la  ligne  polygonale  de  longueur  L  à  la  ligne  polygonale  de  lon- 
gueur L'  en  remplaçant  les  eûtes  c,,  tels  qu'il  y  ait  un  point  «j  dans  l'inter- 
valle (<i_,,  <,),  par  les  deux  autres  ciHés  du  triangle  ayant  pour  sommets  les 
points  qui  correspondent  aux  valeurs  <_,,  ct,,  t^  de  t.  Le  nombre  de  ces  côtés  est 
au  plus  égal  à/)  —  i.  Supposons  que  l'on  ait  pris  le  nombre  ti  assez  petit  pour 
que  l'inégalité  |  t' — l"  \  <  t,  entraine  l'inégulilé 

v'[/('')-./'('")]^+l?(<')-9(<")J''-t-  ['>(/■) -'!'('")]'  <  -, 


ce  qui  est  possible  puisque  /,  is,'|/  sont  continues;  on  aura  L' —  L  <  -,  et,  comme 
L'  est  >  S )  on  aura  aussi  L  >  S  —  e.   Le  nombre  L  a  donc  pour  limite  S. 

2 

Le  nombre  L  est  au  moins  égal  à  cbacun  des  norïibres 

2]i'^.--^.-.l'    2]b'-jv,l,    V|.._^^_,|. 

Pour  que  I^  soit  borné,  il  faut  donc  que  les  trois  fonctions /(  O,  'i(t).  'i^(t) 
soient  à  variation  bornée.  Ces  conditions  sont  suffisantes,  car  on  a,  d'un  autre 
côté, 

L<2;  i^,-.r._,  I  +  V  b-,-y,_,  I  +^  I ..-  j,_,  1. 

En   résumé,  pour  qu'une  courbe  soit  rectijiable.  il  faut  et  il  suffit  que  les 
trois  fonctions  /{t),  <?(<),  ^O  soient  à  variation  boince. 
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lOiir  trouvei-  une  limite  de  la  différence,  nous  pouvons  récrire 
Or,  on  a 


et,  )iar  suite. 

Les  trois  lonclions  f'{t),  'f'ij),  'i  {t)  étant  continues,  à  tout 
nombre  positif  z  on  peut  associer  un  autre  nombre  positif  r,,  tel 
que,  dans  tout  intervalle  d'amplitude  moindre  que  t.,  l'oscillalion 

des  fonctions  /'(/),  o'(0'  '}'(0  *0''  inférieure  à  i^-  JXous  a\ons 
donc 


r,  tendant  uniformément  vers  z<ro  avec  li — <i_i,  et   par  consé- 
quenl  le  périmètre  L  =  Sr,a  pour  limite  (n"7o)  l'intégrale 

•>3)  S=  /"   v7'^-r^-^'^</'- 

La  démonstration  précédente  s  étend  aussi  au  cas  oij  les  déri- 
vées f,  s',  i'  seraient  discontinues  en  un  nombre  tîui  de  points 
de  1  arc  AB;  ce  qui  arriverait  si  la  courbe  présentait  des  points 
anguleux.  11  sufGrait  de  partager  l'arc  AB  en  plusieurs  autres, 
pour  chacun  desquels  _/',  es',  -V  seraient  continues. 

De  la  formule  (i3).  on  déduit  que  l'arc  compris  entre  un  point 
fixe  A  et  un  point  variable  M,  correspondant  à  la  valeur  t  du  para- 
niètie,  est  une  fonction  de  t  ayant  pour  dérivée 

d^         -T, 7, -, 

^  =  V/  — r  — V-- 

en  élevant  au  carré  les   deux  membres  et  multipliant  par  dt-,  il 
vient 

( 1 4  )  d'à-  =  dx-  -f-  dy-  —  dz-, 
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lormiile  qui  a  lieu,  quelle  que  soil  la  variable  indépendante.  On 
peut  la  retenir  aisément,  d'après  sa  signification  géométrique;  elle 
exprime  que  dS  est  la  diagonale  d'un  parallélépipède  rectangle 
dont  i/x^  dv,  d:  sont  les  trois  arêtes. 

Remarque.  —  En  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  à  l'in- 
tégrale définie  qui  re|)résenle  l'arc  IMdM,,  dont  les  extrémités  cor- 
respondent aux  valeurs  /„-  'i  dt'  paramètre  (/,  >  Z^,  ),  on  a 


s  =  arc  Mo  M,  =  (/,  —  /„')  v/'-<  ')  )  -l-  f-\»  )  -t-  'YH'i). 

f)  étant  compris  dans  l'intervalle  (/„,  f\).  On  a  de  même,  en  dési- 
gnant par  c  la  corde  M„iM|, 

en  appliquant  la  formule  des  accroissements  finis  à  chacune  des 
dilTérences  _/(<(  )  —  /(/o),  ...,  nous  pouvons  écrire 


les  trois  nombres  ç,  yi,  Z.  appartenant  à  l'intervalle  [to,  t,  ).  D'après 
le  calcul  fait  plus  haut,  la  difTérence  des  deux  radicaux  est  infé- 
rieure à  s,  pourvu  que  l'oscillation  des  fonctionsy"'(<),  o'it),  '!''(') 
soil  inférieure  à  ,y  dans  l'intervalle  (ta,  /,).  On  a  donc 

S  —  C<^(li—/„). 

et  |)ar  suite 

I  -  -  <    , 

^       V',/''^  "î  ) -+- 'f'M  0  ) -H  'YH'l) 

Si  l'arc  MoMi  devient  infiniment  petit,  /,  —  tg  tend  vers  zéro; 

il  en  est  de  même  de  î  et,   par  suite,  de   i •  Donc  le  rapport 

d'un  arc  infiniment  petit  à  sa  corde  a  pour  limite  V unité. 

Exemple.  —  Soit  à  trouver  l'arc  d'une  courbe  plane  donnée 
par  son  équation  en  coordonnées  polaires  p  =/((o).  En  prenant  w 
pour  variahle  indépendante,  la  courbe  est  représentée  par  les  trois 
équations  x  =  p  cosw,  y  =:  p  sin  w,  s  =  o,  d'où  l'on  tire 

ds"-  =  dx--^  dy-  =  (cosio  rfp  —  p  sinoi  rfto)'-H  (sinto  rfp  -h  p  costo  dm  )-, 

ou,  en  réduisant, 

ds^=d?-^^p^dM-^. 
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l'riMiKiis,  par  exemple,  la  carJioïde  représcnlée  par  ré(|iialion 

p  =  R  —  U  costo. 
La  formule  précédenlt;  tloiine 

cl  s-  =  R'  tAi.i-[sin'- w  -^  (  1  H-  rosoj  )'-]  =  4  R"  cos'  —  (ho-  ; 

si  nous  faisons  varier  (o  de  o  à  t.  seulenienl,  ou  en  déduit 
ds  =  iK  cos  —  dio, 

2 

et  la  longueur  diin  arc  a  pour  expression 

La  longueur  totale  est  donc  égale  à  8K. 

83.  Cosinus  directeurs.  —  Pour  étudier  les  propriétés  d'une 
conrhe,  on  est  souvent  conduit  à  prendre  l'arc  pour  variable  indé- 
pendante. On  adopte  alors  sur  la  courbe  considérée  un  sens  de 
parcours  positif,  et  l'on  désigne  par  s  la  longueur  de  l'arc  AM 
compris  entre  un  point  fi\e  A  et  un  point  quelconcpie  M,  affectée 
du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  direction  de  A  en  M 
est  la  direction  positive  ou  la  direction  opposée.  En  un  poini 
quelconque  M  de  celte  courbe  menons  la  direction  de  la  tangente 
qui  coïncide  avec  la  direction  des  arcs  croissants,  el  soient  a,  3,  y 
les  angles  que  fait  cette  direction  avec  les  directions  positives  de 
trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  O;.  On  a 

cosi        cos  3        cos  V  I  ±1 


dx  dy  dz  ydx'--^dy'--i-dz-i         ds  ' 

pour  savoir  le  signe  qui  convient,  supposons  que  la  direction  posi- 
tive de  la  tangente  fasse  un  angle  aigu  avec  Ox;  x  el  s  croissent 
en  même  temps,  on  doit  donc  prendre  le  signe  4--  Si  l'angle  a 
est  obtus,  cosa  est  négatif,  x  diminue  quand  i'  augmente,   -7-  est 

négatif,  il  faut  encore  prendre  le  signe   -{-.  On  a  donc,  dans  tous 

les  cas. 

dx  r,        dy  dz 

(13)  cosa=-— ,  cos3=-v-,  cosY  =  — -, 

ds  ^        ds  '        ds 
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dx,  dy,  dz,  ds  élant  les  différenlielles    prises  par  rappoil   à   la 
variable  indépendanle,  qui  peut  être  quelconque. 

HA.  Variation  d'un  segment  de  droite.  —  Soit  INIM,  un  segment 
de  droite  dont  les  extrémilés  décrivent  deux  courbes  C,  C,.  Sur 
chacune  des  deux  courbes  adoptons  un  point  pour  origine  et  un 
sens  positif  de  parcours. 

Soient  i-  l'arc  AM,  5,  l'arc  A,  M,,  ces  deux  arcs  étant  pris  avec 
un  signe,  /  la  longueur  MM,,  H  l'angle  de  MM,  avec  la  direction 
positive  de  la  tangente  MT,  6,  l'angle  de  M,  M  avec  la  direction 
positive  de  la  tangente  M,!",.  Nous  allons  chercher  une  relation 
entre  h.  H,  et  les  diirérentlelles  ds,  dst,  dl. 


Appelons  x^  y,  :,  x,,  yt,  z,  les  coordonnées  des  points  M,  M, 
respeclivement,  a,  p,  v  les  angles  de  MT  avec  les  axes,  a,,  ^1,  y, 
les  angles  de  M|T,  avec  les  axes.  On  a 

/2=  ( .V  —  X, )- -^  (y  —  yif  -^  (^  —  ^i)-; 
on  en  déduit 
Idl  =  {x  —  Xi)(dx  —  da::i)^(y  —}'i)(dy  —  dj;) -^(  z  —  z,)  (dz  —  rfs,  ), 

ce  qui   peut  s'écrire  en  tenant  compte  des  formules  (i5)  et  des 
formules  analogues  pour  C,, 


dl: 


/  X  .Tj 


Mais 


.r  —  X,     y  —  y 


y  - 

cosa  -H  :!— 

-ri 
i 

cosa,+  21 

-r 

1         -■  —  ■"!      ., 

nnt 

cosS 


cospi 


/ 


- cosY  )  ds 
cosYi  )  ds^ 


l 
—  sont  les  cosinus  directeurs  de  M,jM, 


l  l  l 

et  le  coefficient  de  ds  est  —  cosfJ.  De  même,  le  coefficient  de  </.s'i 
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est  —  cosO,  el  l'on  obtient  la  relation  cherchée 

(r6)  (// =  — (/ïCosO  —  fl's,  cosO,, 

dont  nous  allons  indujuer  une  appliralion  intéressante. 

83.  Théorèmes  de  Graves  et  de  Chastes.  —  Soient  E,  E'  deux  ellipses 
homofocale*;  d'un  point  M  de  l'ellipse  extérieure  E',  on  mène  les  deux 
tangentes  MA,  MB  à  l'ellipse  E;  la  différence  MA -i- MB  —  arc  .\NB  reste 
constante  lorsque  le  point  M  parcourt  l'ellipse  E'. 

Soient  s  et  s  les  arcs  OA  el  OB,  <j  l'arc  O'M,  l  et  /'  les  longueurs  A.M 
et  BM,  6  l'angle  de  MB  avec  la  direction  positive  de  la  tangente  MT; 
d'après  les  propriétés  focales,  l'angle  de  .M.\  avec  MT  est  égal  à  -  —  0. 
En  observant  que  AM  co'i'ncide  avec  la  direction  positive  de  la  tangente 
en  A  et  que  BM  est  opposée  à  la  direction  positive  de  la  tangente  en  B, 
la  formule  (i6)  donne  successivement 

dl  =  —  ds  —  <r/îcos6. 
dl'  =       ds'  —  di  cos  0, 
et,  en  ajoutant,  il  vient 

d{l-^r)  =  dis'—s)  =  f/arcANB, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Ce  théorème  est  dû  à  un  géomètre  anglais,  Graves.   On  démontre  de  la 


même  façon  le  théorème  suivant,  découvert  par  Chasles  :  Etant  données 
une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocale  se  rencontrant  en  N,  si  d'un 
point  .M,  pris  sur  la  branche  d'hvperbole  qui  passe  au  point  N,  on  mène 
les  deux  tangentes  M.A,  MB  à  l'ellipse,  la  différence  des  arcs  NA — NB  est 
égale  à  la  différence  des  tangentes  .'MA  —  .MB. 
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L  n  grand  nombre  d'inlégralis  définies,  que  l'on  ne  peut  obtenir 
immédiatement,  se  calculent  an  moyen  de  deux  procédés  généraux 
que  nous  allons  faire  connaître. 
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80.    Changement  de  variables.   —   Si.   dans   une  inli'grale  dé- 

finie     /     f(x)dx,    on   reniplnce   la   variable  j-  par  une    nouvelle 

variable  indépendante  t  au  moyen  de  la  substilulion  x^'Sf(t),  on 
obtient  une  nouvelle  intégrale  définie.  Nous  supposerons  que  la 
fonction  <s(t)  est  continue  et  admet  une  dérivée  continue  entre  a 
et  p,  et  que  '■p(<)  varie  toujours  dans  le  même  sens  depuis  a 
jusqu'à  b  lorsque  t  varie  de  «  à  |3. 

L'intervalle  (a,  jî)  étant  partagé  en  intervalles  plus  jietlts  par 
des  valeurs  intermédiaires  a,  ^|,  /o,  ....  ;„_,.  3,  soient  «,  x,, 
X2.  ...,  x„_t.  b  les  valeurs  correspondantes  de  x  =  ■■i{t).  On  a, 
d'après  le  théorème  des  accrolssemenls  finis, 

.r,—  xu-i  =  (ti—  /,_,  )  tf'(  0,), 

0,  étant  compris  entre  ti_^  et  /,  ;  soit  ;,=  '^('j,)  la  valeur  carres- 
pondante  de  .r,  cjui  est  comprise  entre  x/.  ,  et  Xi-  La  somme 

/(«!}  (>•,  — a) -(-/(ï,)  (X,— :r,) -h.  .  .-+-/(^„)  (i  — a-„_i) 

a  pour  limite  l'intégrale  définie  considérée.  Mais  cette  somme  peu  t 
aussi  s'écrire 

/[9(6,;]Q'(ei)('i-5<)-+-.-.+/[?(9/)]?'{e/)(«,— i-,--!)^..-, 

et,  sous  cette  forme,  on  reconnaît  qu'elle  a  pour  limite  la  nouvelle 
intégrale  définie     /     y  [cp(/)]  s'(/ )  rf;.  On  a  donc  I  égalité 


(17) 


J    f{x)d.r=   f   /[-^(n]-f./)fl'/, 


qui  constitue  la  formule  du  changeinenl  de  variable.  On  voit 
qu'on  obtient  la  nouvelle  différentielle  sous  le  signe  d'intégra- 
tion en  remplaçant,  dans  f(x)dx,  x  et  dx  par  leurs  valeurs  o(/) 
et  's'{^t)dt,  tandis  que  les  nouvelles  limites  sont  les  valeurs  de  t 
correspondant  aux  anciennes  limites.  En  choisissant  convenable- 
ment la  fonction  3(<),  il  peut  se  faire  que  la  nouvelle  intégrale 
soit  plus  facile  à  calculer  que  la  première,  mais  on  ne  saurait 
donner  à  cet  égard  de  règles  bien  précises. 

Exemple.   —  Soient  a  et  Z*  deux  nombres  positifs  ;  nous  avons 

r"'' dr  _  r" d^      r"''f^. 
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en  posant  daiis  la  tiernirre  intégrale  x  =  a  )',  il  vient 

r""i^'=  Ç''  'Il  =  Ç''  'Ll, 

et,  par  suite,  on  a  1  égalité 

Nous  retrouvons   la  propriété   fondamentale   du   logarillime  [cf. 
n°  oo). 

Toutes  les  Iijpotlièses  cpii  ont  été  faites  pour  établir  la  for- 
mule (17)  ne  sont  pas  indispensables.  Ainsi  il  n'est  pas  nécessaire 
que  la  fonction  cB(i)  varie  toujours  dans  le  même  sens  lorsque  t 
varie  de  a  à  [3.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  t  croissant  de  a 
à  y(y<P),  o(<)  aille  en  croissant  de  a  à  c{c';>b),  puis  que,  t 
croissant  de  y  à  p,  o{t)  décroisse  de  c  à  b.  Si  la  fonction  /(>7')  est 
continue  dans  l'intervalle  (a,c),  on  peut  appliquer  la  formule  à 
chacun  des  intervalles  (a,  c),  (c,  b),  ce  qui  donne 

f    f{x)dx=   f    f[^{t)]'S(t)dt, 

/     fix)dx=  I     f[<f(l)]o\t)d!: 
-y 

en  ajoutant  ces  deux  égalités,  il  vient 

f  fia-)d.T=  f'f[o(l)]o'(/)dl. 

Par  contre,  il  est  nécessaire  qu'à  une  valeur  de  x  comprise 
entre  a  et  b  corresponde  au  moins  une  valeur  de  t  entre  a  et  3.  Si 
l'on  ne  tient  pas  compte  de  cette  condition,  on  peut  être  conduit 

à  des  résultats  absurdes.  Par  exemple,  si  à   l'intégrale    /       f/x  on 

3 
applique  telle  quelle  la  formule  (17)  en  posant  x  =  tr,  on  est  con- 
duit à  écrire  | 

/       dx  =  (    -Jtdt, 
résultat  qui  est  absurde,  puisque   la  seconde  intégrale  est  nulle. 
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Pour  appliquer  correclemenl  la  formule,  il  laul  partager  l'inler- 
valle  ( — I,  +i)  en  deux  intervalles  ( — i,  o),  (o,  i).  Dans  le 
premier  intervalle,  on  posera  x  =  —  v^'^'  ^^  ''°"  ^^'"'^  varier  l 
de  I  à  o  ;  dans  le  second  intervalle,  on  posera  3^=  y/7^,  et  l'on  fera 
varier  <  de  o  à  i.  On  trouve  ainsi  un  résuilat  exact 

/       dx  =  i  I    \ft  dt  =  (  ■>(-)„=  1. 

Remarque.  —  Si  l'on  remplace,  dans  la  formule  (17),  les  limites 
supérieures  b  et  J3  par  les  limites  variables  x  et  ^,  il  vient 


f  f(x)dx=  I   /[■i(t)]'^-{ndr. 


ce  qui  montre  qu'une  foiiclion  F(x)  dont  la  déiivée  es\  f(x)  se 
change,  quand  on  pose  x=a(i),  en  une  fonction  <I>(0  dont  la 
dérivée  est/[o(^)]  f'{t).  C'est  aussi  ce  qui  résulte  immédiatement 
de  la  formule  qui  donne  la  dérivçe  d'une  fonction  de  fonction. 
Nous  pouvons  donc  écrire,  d'une  manière  générale, 


ffyx)dr=   ff[-o(t)]i(t)dt; 


c'est  la  formule  du  changement  de   variable   dans  les   intégrales 
indéfinies. 

87.   Intégration  par  parties.  —  Soient  u   et  c  deux   fonctions 
continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  u  et  v\  entre  a  et  b.  On  a 

du 


d.T  f/.r  dx 

et,  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  égalité, 
r''  d[m)  ,         r''    </.'    ,  r''    du  , 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

(18)  /     udv  =  [uv]'^—j    vdu, 

en    désignant    d'une    façon    générale    par    [F^x)]*    la    dilVérence 


m.    —    CmXGEMËNT    lue    VVlUABl.IvS.    —    l.M  E(iRATI().N    V\R    PAUTIKS.        /O" 

F(^)  —  V(n).  Si  1(111  remplace  hi  limite  />  par  une  limite  va- 
riable X,  a  restant  fixe,  ce  qui  revient  à  considérer  les  inl(''f;i'alt's 
indéfinies  an  lien  des  intégrales  définies,  on  a  de  même 


('9) 


/"--'"-/ 


l^e  calcul  de  l'intégrale  /  ii  (h'  est  ainsi  ramené  an  calcnl  de 
l'intégrale  /  vdu,  qui  peut  être  plus  facile.  Soit,  par  exeni|)le, 
à  calculer  l'intégrale  définie  /  .r'"logj'rf,r  (/»  +  i^o);  en 
posant  (/  =  lo".;\   v  = la   l'ornuile  (:8)   donne 

'  ~  /H  -t-  I  ^ 

/      \o^.v.x"'  ax  = /     .7'"  d.r 

J  L      '"  "^  '      J"        »(  -H  1  .  / 

_  r.r"'+"  log.r  :7-"'+i     T '' 

~  L  "î  —  1      (//)  +  !  f  \  „  ■ 

La  foi'mule  ne  s'applique  plus  si   /»  +  i  =  u  ;   on  a,  dans  ce  cas 
particulier, 

r'',       (f'-      f  '   I        ,1* 

.'„  •'■  L'^  J« 

La  formule  (i8)  jjeut  être  généralisée.  Désignons  par  u\ 
m",  ...,  ?/'"+'),  (■',  i",  ....  ('f"+')  les  dérivées  successives  des 
deux  fonctions  n  et  c.  L'application  de  la  formule  (i8)  aux  inté- 
grales   /  uch'''"\    /  //VA'"^'',   ...  conduit  aux  égalités  suivantes  : 

r''  r''  r'' 

j     uv'-"-*-^'  dx  =  I     «  rfp'*"'       =[«i'"'']f;       —   /     u'v"  dx, 
f    u'v^">dx     =  f    «'rfi-"-"=[«'('l«-"];ï—  r    «"ri''-2'rfx, 

C    u"U''dx      =   f    u^"' dt'       =[;<!«' i'],';      —j      ii"+^h>dx. 
En  multipliant  ces  égalités   par  -|-  i    et   —  i    alternativement  et 
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ajoutant,  il  vient 

(20)       /     «(-•<«+''  d.r  =  [!«■'"'—  ;«'(''"-'  -f-  («"i'"'--'  — .  .  .-H  ( —  i)"  it*"' c],'; 
-4-  (—  I  )"+'   /     («'«+1'  V  dx, 

formule  qui  ramène  le  calcul  de  Fintégiaie    /  in'^"'*''^  dx  au  calcul 
(le  l'intégrale    /  ii^"+'U'(lx. 

Cette  formule  s'aiipliquc  eu  |)articulier  quand  on  a  sous  le  signe 
d'intégration  le  produit  d'un  polynôme  u  de  degré  n  au  plus  par 
la  dérivée  d'ordre  (/;  +  i)  d'une  fonction  connue  c;  on  a,  en 
effet,  11^"'^'^  ^  o,  et  le  second  membre  ne  renferme  plus  aucun 
signe  d'intégiatiou.  Soil,  |)ar  exemple,  à  calculer  l'intégrale  détlnie 


fe^^^-f,: 


X  )  dx, 


où   /{x)    est    un    polynôme    de    degré    n;    ou    posera    ?/=_/'( .r), 
r  =  ,  et  la  formule  (20)  donne,  en  mettant  e"^-"'  en  facteur, 


(21) 


/'..v>..-=i-[-^'-^--'-"-^]i:- 


La  même  méthode,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  une  suite  d'inté- 
grations par  parties  permet  de  calculer  les  intégrales  définies 

/     coimxf(x)  dx,        I     sinmx  f{x)  dx, 

où  f{x)  est  un  polynôme. 

88.  Formule  de  Taylor.  —  Dans  la  formule  (20),  remplaçons  n 
par  (6  —  xy\  V  par  une  fonction  F(^),  continue  ainsi  que  ses 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  w  +  1,  entre  a  el  b.  Elle  devient 


r     (b—xy^F^'^+i^x)dx 


=  [(6  —  x)«  F>'')(^)  -i-n{b  —  X)"-'  F"'-"(^)  +  . . . 

-^  n\{b  —  x)F'{x)-i-n\F(x)]'i. 
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On  lire  de  là 

F(ù  )  =  F{ii  ) F'  I  n  )  -i- . . . 

(l>  —  a  )" 


— r^  Fi"' (  a  ) -i-  -^    f   F'-''+'UT)<b—xydx; 
n .  Il'  ,/ 


le  fadeur  (^  —  .r )"  conservant  un  siijnc  constant  lorsqut'  .r  varie 
de  a  à  b,  on  |)eut  appliquer  la  formule  de  la  movenne  à  rinléf;rale 
du  second  membre,  ce  qui  donne 

f  Fi''+"(.r)(6  — .7-)''rf:r=  F"-''(^)  /"  (b  —  xYdx 

=  — !— (6  — «)"+!  F'''+'i(£), 
«  -i-  I 

;  étant  compris  entre  a  et  h.  En  substituant  cette  valeur  dans 
l'égalité  précédente,  nous  retrouverons  précisément  la  formule 
de  Tavlor,  avec  la  forme  du  reste  de  Lagrange 

89.  Transcendance  de  e.  —  La  formule  (21)  permet  de  démoiUrer  \in 
théorème  célèljre.  découvert  par  M.  Hermile  :  Le  nombre  e  n'est  racine 
d'aucune  équation  algébrique  à  coefficients  entiers  (  '  ). 

Faisons,  dans  la  formule  (21),  a  =  o,  oj  = — i;   il  vient 


f   e-^f{x)dx=—[e-x¥{x)\'i, 


P(x)=f{x)^f(.r)^...^f"Hx), 

ce  que  nous  pouvons  encore  écrire 

(22)  F(6)  =  e*F(o)  —  e*  /    f(x)e~^dx. 

•^  0 

Gela  posé,  admettons  que  e  soit  racine  d'une  équation  algébrique  à  coef- 
ficients entiers 

Cg-i-  Cie  -i-  c^e--i-. .  .-7-  c,„ e"'=  o. 

Dans  l'égalité  précédente  (22),  faisons  successivement  6  =0,  i,  2,  . . .,  /h, 
et  ajoutons  les  formules  obtenues,  après  les  avoir  multipliées  respective- 


(')   Cette  démonstration  est  due  à  M.  ilurwitz,  qui  s'est  inspiré  de  la  métliode 
suivie  par  .M.  Hermite. 

G.,  I.  .4 
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ment  par  Co:  c,.  ....  c„,  ;  il  vient 

(2S)     Cu  Fio)  ^  f,  F(i) -I-. .  .+ f,„  F( /») -f-^   c,e'   /    /(  ,r  )  e-^  «/.r  =  o, 

l'indice  i  ne  prenant  que  les  valeiiis  entières  o,  i.  2 m.   Nous  allons 

montrer  qu'une  telle  relation  est  impossible,  si  le  polynôme  f{x),   qui  est 
resté  arbitraire  jusqu'ici,  est  convenablement  choisi. 
Prenons 

fi x )  = 3-1'   ' (x  —  i)i>  (a-  —  -x)!' .  . .  (x  —  m  \P, 

1/)  — I)'. 

p  étant  un  nombre  premier  supérieur  à  m;  ce  polynôme  est  de  degré 
mp-i-p  —  I,  et,  si  l'on  calcule  ses  dérivées  successives,  à  partir  de  la /)'""', 
tous  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  divisibles  par  p,  car  le  pro- 
duit de  p  entiers  consécutifs  est  divisible  par/)!.  D'ailleuis  /(.r)  s'annule, 
ainsi  que  ses  ( p  —  i)  premières  dérivées,  pour  x  =  1 ,  2,  . .  . ,  m;  il  s'ensuit 
que  F(i),  F(  2),  .  .  .,  F  (m)  sont  des  nombres  entiers  divisibles  par/).  Reste 
à  calculer  F'(o), 

F(o)=/(o)-h/(o)-)-...+/(/-"(o)-H/'''(o)-H//'->'(o)+...; 

on  a  d'abord /(o)  =/'(o)  =.  ..  =  /'/'-'-'(  o)  =  o,  et /'/''(  o  ),/■''+•' (o),  ... 
sont  des  nombres  entiers  divisibles  par  p  pour  la  même  raison  que  tout  à 
l'heure.  Pour  avoir  y"'''-"(o),  il  suffit  de  multiplier  par  (p  —  i)!  le  coeffi- 
cient de  xi'-'  dans  /(a:),  ce  qui  donne  rt  (i.  2. .  ./?!  )/'.  La  somme 

Cti  F(o)  +  Cl  F(  I)  -4-.  .  .-H  c,„  F(/)!) 

est  donc  égale  à  un  nombre  entier  divisible  par/),  augmenté  de 
±  Co(l.2.  .  .ni)f>; 

si  l'on  a  pris  pour  p  un  nombre  premier  supérieur  à  m  et  à  Co,  ce  der- 
nier nombre  ne  pourra  être  divisible  par  p,  et  la  première  partie  de  la 
somme  (2'5)  sera  un  nombre  entier  différent  de  zéro. 

Nous  allons  montrer  maintenant  qu'en  prenant  pour  /<    un  nombre  pre- 
mier assez  grand,  la  somme 


Ci  e'  I    /(t)  e-^  dx 


peut  être  rendue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Lorsque  x  varie 
de  o  à  i,  chaque  facteur  de  /(a-)  est  plus  petit  que  m;  on  a  donc 


î/^^)i<  [73771 '""'"*""'• 


/    f(x)e-^  dx\  <  ; '- m"'P+i'-'   I 


dx  -C 


(P  —  ')-  Jo  (/>  —  ') 
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et  par  i^iiile 

>   a  C  I   fix)  e-^  dx\<iU  '— j-  C"  =  a(p), 

M  élanl  une  limite  supérieure  de  |  Co  |  ^  |  ''i  |  -1-.  •  •-<-  |  c„,  \.  I^orsque  p  aug- 
mente indéfiniment,  la  fonction  '^f/M  tend  vers  zéro,  car  c'est  le  terme 
général  d'une  série  convergente,  où  le  rapport  d'un  ternie  au  précédenl 
tend  vers  zéro.  On  peut  donc  trouver  un  nombre  premier  p  assez  grand 
pour  que  l'égalité  (aS)  soit  impossible:  ce  qui  démontre  le  théorème  de 
AI.  llermite. 

ilO.    Polynômes   de   Legendre.   —    Proposons-nous   de   déterminer   un 
polynôme  île  degré  n,  P„(x),   tel  que   l'intégrale 

f    Qi'„(fr, 

où  Q  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  ii.  soit  nulle,  quel  que  soit  ce 
polynôme  Q.  On  peut  considérer  l"„  comme  la  dérivée  n'"""  d'un  poly- 
nôme R  de  degré  7.11,  et  ce  polynôme  H  n'est  pas  complètement  déter- 
miné, car  on  peut  lui  ajouter  un  polynôme  arbitraire  de  degré  n  —  r.  sans 
changer  la  dérivée  /; ■■.  Nous  pouvons  donc  luuiiiurs  supposer  que  l'on  a 

P„  =  — ; — j    le    pulvnome    H    s'anrruhml    ainsi    (lue    ses   (n  —  1)    iiremiéres 
dx"  ' 

dérivées  pour  x  =  a.    D'autre   part,   la  formule   d  intégration   par   parties 

nous  donne 


J  d.r"  \      clx"-^  dx"-- 


dx"- 


puisque  l'on  a.  par  hypothèse, 

R('rt)  =  o.         R'(rt)  =  o,         ....         R  "-!'(«)  =  0, 

il  faudra  que  l'on  ait  aussi,  pour  que  l'inlégralc  •^oit  nulle, 

Qib)  R'"-"(b)  —  q'{b)  R"-'-\b)--r-.. .  =  Qi"-i>(  6  )  R(6)  =  o. 

Le  polynôme  Q  de  degré  n  —  i  étant  arbitraire,  les  quantités  0(b), 
Q'(6),  ...,  Q'"-i'(Z<)  sont  elles-mêmes  arbitraires,  et  il  faudra  que  l'on 
ait  aussi 

R(6)  =  o,         R'(;'j  =  o,  ....  R"'-i:(/;)  =  o. 

Le  polynôme  R(x)  est  donc  égal,  à  un  facteur  constant  près,  au  pro- 
duit (X — a)"  (x  —  6)",  et  le  polynôme  cherche  P„  est  complètement 
déterminé,  à  un   facteur  constant  près, 

P„=  C  -r-^^[(x  —  a)"(x—  b j"]. 
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Lorsque  les  limites  a  et  /*  sont  — i  et  H- i ,  les  polynômes  P„  sont  les 
polynômes  de  Legendie.  En  clioisissant  la  conslanle  C  comme  Legentlre, 
nous  poserons 

^    '  '        ■..4.(i.  ..2«  d.r"  ^  ' 

Si  l'on  convient  en  oulre  de  poser  X,,  =  i,  on  a 


X„=i,         X,=  r,  X.,=  _-^,         X3=-^— ,  ...; 

Jl.„  est  un  polynôme  de  degré  n,  où  tous  les  exposants  de  x  sont  de  même 
parité  que  n.  La  formule  de  Leibniz,  qui  donne  la  dérivée  «'"'"  d'un  pro- 
duit de  deux  facteurs,  montre  immédiatement  que  l'on  a 

(■<'.!  x„(i)  =  i.       x„f—r)  =  (-!)''. 

D'après   la   propriété   générale   que   nous   venons  d'établir,  on    a,   (p(a7) 
désignant  un  polynôme  <|uelconque  de  degré  inférieur  à  «, 


{■i(>) 


I      \n  »(•«'  I  '/■'■  =  o; 


en  particulier,  si  m  et  ii  sont  deux  nombres  entiers  différents,  on  a  tou- 
jonis 

(K)  f       X,„X„o',r  =  o. 

Cette  formule  permet  d'établir  très  simplement  une  relation  de  récur- 
rence entre  trois  polynômes  X„  consécutifs.  Observons  d'abord  que  tout 
polynôme  de  degré  n  peut  s'exprimer  comme  fonction  linéaire  à  coeffi- 
cients constants  uu  moyen  de  Xo,  X,.  ...,  X„.   Xous  pouvons  donc  écrire 

xX„  =  C„  \n+x  +  C,  X„  -H  C,  X„-,  -\-  C;, x„_,  + . .  . , 

Cl,.  Cl,  Cj,  ...  étant  des  coefficients  constants.  Pour  déterminer  C3,  par 
exemple,  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  X„_2  et  inté- 
gions  entre  les  limites  — i  et  +  1  ;  il  reste,  en  vertu  des  formules  (26) 
et  (27), 

C3    /  Xn-2  "^■*'  =  O' 


et,  par  suite,  C3  =  o.  On  démontrerait  de  même  que  l'on  a  C4  =  o, 
(^^  =  0,  ....  Le  coefficient  Ci  est  nul  aussi,  puisque  le  produit  a7X„  ne 
renferme  pas  de  terme  en  x".  Enfin,  pour  déterminer  Go  et  Ci,  nous 
n'avons  qu'à  égaler  les  coefficients  de  rr"~',  et  à  égaler  les  deux  membres 
pour  X  =  I.  Nous  obtenons  ainsi  la  relation  de  récurrence 

(28)  (n  ■+■  i)X„  +  ,  —  (2«  -f-  i)x\,i-\-  nX„_,  =  o. 
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qui  permet  de  calculer  très  simplement  les  polynômes  X^  de  proclie  en 
proclie. 

La  relation  (  <S)  montre  que  la  suite  des  polynômes 

...ji  Xo.     X„     X,,      ...,     X, 

jouit  des  propriétés  d'une  suite  de  Sturni;  x  variant  d'une  manière  con- 
tinue de  — 1  à  -^i,  le  nombre  des  variations  présentées  par  cette  suite  ne 
peut  changer  que  lorsque  a-  passe  par  une  racine  de  X„  =  o.  Or,  les  for- 
mules (îd)  montrent  que,  pour  x  =  —  i,  la  suite  (29)  présente  n  varia- 
tions, et  n'en  présente  aucune  pour  j- =  1 .  L'équation  X„=o  a  donc 
«  racines  réelles,  comprises  entre  — 1  et  -i- 1  ;  ce  qui  résulte  aussi  très 
facilement  du  théorème  de  Rolle. 


IV.  —  EXTE.NSIO-NS  DI\  ERSES  DE  L.'^^  NOTION  D  INTEGRALE. 
INTÉGRALES  CURVILIGNES. 

]\oiis  allons  généraliser  encore  la  clélinition  de  l'Intégrale  ilé- 
linie.  On  a  toujours  supposé  jusqnici  la  fonction  bornée  et  Fin- 
lervalle  d'intégration  borné.  On  peut,  dans  certains  cas,  écarter 
ces  restrictions. 

91.  L'une  des  limites  devient  infinie.  —  So\tf(x)  une  fonction 
bornée  et  intégrable  dans  tout  intervalle  (a,  l),  où  a  est  un 
nombre  fixe,  /  un  nomljre  (|uel(:oiiqiie  supérieur  à  a.  L'inté- 
grale /  f[x)djc,  où  l'^a.  a  une  valeur  déterminée,  aussi  grand 
que  soit  l:  si  cette  intégrale  tend  vers  une  limite  lorsque  /  aug- 
mente indéfiniment,  on  représente  cette  limite   par  /       f[^,r)djL. 

Lorsqu  on  connaît  une  fonction  |)rimilive  dey(x),  il  est  facile 
de  voir  si  linlégrale  a  une  limite.  Ainsi  l'on  a 

/     '/-^ 

/      -=  .Arc  tant;/: 

lorsque    /    augmente    indélinimenl,    le    second     membre    a    pour 
limite  -)  et  nous  pouvons  éciire 


I 


On   a  de   même,  en  supposant  a   positif  et  |jl  —  i  différent  de 
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zéro,  . 


r^ 


k  dx  k      /_! i_  \  . 

I  — aWlJ--'        ai^-i/' 


si  pi  est  plus  grand  que  un,  le  second  membre  lend  vers  une  limite 
lorsque  /croit  indéfiniment,  et  l'on  peut  écrire 

r^'  kdx  _  k 

J  xV-  {\i  —  I  ifjM--' 

Au  contraire,  si  ijl  est  plus  petit  que  un,  l'intégrale  augmente  indé- 
finiment avec  /.  Il  en  est  de  même  si  [a  ^=  i ,  car  l'intégrale 
s'exprime  par  un  logarithme. 

Dans  le  cas  général,  il  s'agit  de  reconnaître  si  la  fonction 


.=/'. 


F{  l)  =  I    /(  X  )  dx 

lend  vers  une  limite  lorsque  /  augmente  indéfiniment.  D'après  un 
résultat  établi  plus  haut  (n°  9),  il  faut  et  il  siijftt,  pour  que 
P[l)  ait  une  limite,  que  la  différence 

Fiq)  —  F(p)=   f    f{x)dx 


ternie  vers  zéro  lorsque  les  deux  nombres  p  et  q  croissent  indé- 
finiment, indépendamment  l'un  de  l'autre. 

Le  nombre  a  ne  figure  pas  dans  celte  condition,  ce  qui  s'ex- 
plique, piiiscpi'on  peut  prendre  pour  limite  inférieure  de  l'inlé- 
grale  tout  nombre  supérieur  à  a.  La  condition  est  facile  à  vérifier 
sur  l'exemple  de  tout  à  l'heure  où  f(.r)  =  kx'V-. 

Si  q  est  plus  grand  que  p,  on  a 

I   r''  I     r'' 

/     f(x)dx\^    /      \f{x)\dx, 
Kp  \    '^p 

,  l 
et  par  conséquent  V intégrale  j    f{x)dx    a  une  limite  si  l'inté- 
grale j    \f{x)\dx  a  elle-même  une  limite,  mais   la  réciproque 
n'est  pas  vraie. 
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On  remarquera  lanalosie  de  la  règle  précédente  avec,  la  ri':;le 
générale  de  convergence  des  séries  (a"  o).  Comme  celle-ci,  elle 
est,  en  général,  d'une  applicalion  difficile,  si  la  fonclion  f{x)  est 
quelconque.  Nous  allons  passer  en  revue  qnel(|ues  cas  particuliers, 
qu'on  rencontre  souvent,  où  l'on  peut  reconnaître  si  l'intégrale  a 
une  limite  ou  n'en  a  pas. 

Supposons  que  la  l'onction y(j")  soit  de  la  forme  x'^'h^x),  'h(x) 
étant  une  fonction  qui  reste  bornée,  lorsque  x  augmente  indclini- 
ment.  Le  premier  théorème  de  la  moyenne  donne  l'égalité 


(3o) 


r''  /"' 

/      r-* '|(.r)  rf^  =  ;jL    /      x-^  dx. 


pL  étant  un  nombre  compris  entre  la  borne  supérieure  M  et  la 
borne  inférieure  m  de  'i(vr),  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supé- 
rieures à  un  nombre  fixe  A,  plus  petit  que  les  nombres  p  et  q. 

Cette  formule  conduit  à  une  conclusion  certaine  dans  les  deux 
cas  suivants  : 

i"  Si  le  nombre  y.est  plus  grand  que  un,  V  intégrale  f  /(x)dx 

a    une   limite,    car    le    facteur    'ji   reste  fini,    tandis    i[ue    le   fac- 

leur  /     X  ^dx  tend  vers  zéro    lors(|ue  p  et  q  croissent  indélini- 

ment. 

2"  Si  le  nombre  a  est  '^i,  et  si  M  et  m  sont  du  même  signe, 
l'intégrale  n'a  pas  de  limite. 

En  elfel,  la  valeur  absolue  de  •].,  qui  est  compris  entre  deux 
nombres  du  même  signe  M  et  m,  reste  forcément  plus  grande  que 
le    plus  petit   des    deux    nombres    \m\    et    |M|.    Quant    au    fac- 

teur  /     x'^^dx,  il  augmente  indéfiniment  avec  p,  si  l'on  prend  par 

Jp 

exemple  q  =  p'-. 

Il  y  a  doute  lorsque  a  est  <i,  si  les  deux  nombres  M  et  m  sont 
de  signes  différents,  car  le  second  facteur  du  produit  (oo)  ne  tend 
pas  vers  zéro,  mais  on  ne  peut  rien  affirmer  du  premier  facteur  a. 

// 
;  dx    a  une  limite,  car   le   pro- 
1  -H  .r'^  ' 

duit  x-J\x)  est  constamment  jtlus  petit  c[ue  l'unité  en  valeur  abso- 
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lue.  On  ne  peul  rien  dire  jusqu'ici  de  l'iûlégrale  /    ^ dx -,  nous 

avons  en  efiet  dans  ce  cas  a  :^  i ,  M  ^  i ,  7/«  =  —  i . 

IjCS  règles  précédentes  suffisenl  pour  décider  si  une  intégrale  a 
une  limite  ou  non  quand  on  peul  trouver  un  nombre  positif  a  tel 
(pie  le  produit  œ'^/{x)  tende  vers  une  limite  différente  de  zéro 
pour  X  infini.  Dans  ce  cas,  en  efTel,  les  deux  nombres  M  et  m 
sont  du  même  signe  que  la  limite  de  ce  produit.  L'intégrale  a  donc 
une  limite  si  a  est  plus  grand  que  un  et  n'a  |)as  de  limite  si  a  est 
inférieur  ou  égal  à  un. 

Par  exemple,  pour  que  l'iiilégrale  d'une  fraction  rationnelle  ail 
une  limite,  lorsque  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  augmente 
indéfiniment,  il  faut  el  il  suffit  que  le  degré  du  dénominateur  sur- 
passe le  degré  du  numérateur  d'au  moins  deux  unités.  Prenons 
encore 

Aa-)  =  > 

P  el  R  étant  deux  polynômes  de  degrés  p  et  /•  respectivement;  le 

produit  x'-  y(j;)  a  une  limite  dillérenle  de  zéro  pour  x  infini, 
l'our  que   l'intégrale  ait  une   limite,    il   faut  et   il  suffit  que  l'on 

ait/X^-i. 

92.  Application  de  la  seconde  formule  de  la  moyenne.  —  Le 

raisonnement  qui  précède  peut  être  généralisé.  Lorsque  la  fonc- 
tion f{x)  est  de  la  forme  y\j")  =  »(x)tj/(x),  la  fonction  '^-j{x) 
étant  positive  et  la  fonction  -j(.r)  restant  bornée  lorsque  x  aug- 
mente indéfiniment,  la  première  formule  de  la  movenne  donne 

/     f{x)dx=  |jt   1      ■!j{r)dx, 

'j.  étant  un  nombre  qui  reste  borné  lorsque  p  et  q  augmentent 
indéfiniment.    Si    l'intégrale  /    ■h{x)dx    lend    vers    une     limite, 

I     'l(x)dx  tendant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  /    J\x)dx^  et 

dp         '  ^  Jp 

|)ar  suite  rintégràle  /  f[x)dx  a  aussi  une  limile. 
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La  secoiidf  formule  de  la  moyenne  conduit  de  même  i'i  une  nou- 
velle condition  suffisante  de  convergence. 

Si  la  (onction ^/"f .2')  est  de  la  forme  -si  x)'l(u-),  '■^(■x)  élanl  une 
fonction  positive  décroissante,  on  a  (n"  77) 

(3i)  /      tpO)  iJ-(^)  rf.r  =  9(/))    /     ■lnjrjclx         (p<;<<j), 

d'où  l'on  déduit  immédiatement  la  proposition  ci-dessous  : 

L'inlcgfate  j    ■^ix)'b(x)(/x,  où  ■:i{x)  est  une  fonction  positive 

décroissante  qui  tend  vers  zéro  lorsque  x  croît  indéfiniment,  a 

ri 
une  limite  pourvu  cjue  la  valeur  absolue  de  l'intégrale  /     'l{x)dx 

J,. 

reste  plus  petite  qu  un  nombre  fixe,  quels  que  soient  p  et  q. 

Ou  a  un  exemple  sim[)le  en  prenant  !l/(,r)  =  sinj",  car  la  valeur 
absolue  de  /     ûuxdx  est  au  plus  égale  à  2.  Il  est  facile  de  montrer 

directement  que  rintégrale  /  o(x)  smxdx,  où  «u)  eslune  fonc- 
tion positive  décroissante,  qui  tend  vers  zéro  lorsque  x  croît 
indéfiniment,  a  une  limite,  et  que  la  convergence  est  comparable 
à  celle  d'une  série  alternée. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  (/:=  o,  le  produit  o[x)s\ax 
restant  fini  pour  j"  =  o.  La  courbe  j)'  ^  cs^.r)  siu  .r  a  l'aspect  d'une 
sinusoïde,  traversant  l'axe  Ox  aux  points  x  ^  /.-.  Nous  sommes 
ainsi  conduits  à  étudier  la  série  alternée 

(Sa)  «u  —  «1  -T-  «2  —  «3-1-. . . ^  I —  1  )"«„-T-. . ., 

011  l'on  a  posé 

«,,=      /  o{x)Mnxdx\\ 

an  représente  l'aire  de  la  boucle  comprise  entre  la  courbe  et  le 
segment  de  Ox  limité  par  les  points  d'abscisses  /(tt  et  («  +  i)-. 
En  posant  x  ::=  y  -{-  n~,  on  a  aussi 


"n=  I     'H}-+  ii-)-\uj-dy. 
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Il  esl  évident  f|iie  la  fonclion  sous  le  signe  d'inlégration  dimiiuie 
(jiiand  n  auginenle,  piiisc|ue  »(a;)  est  une  fonction  décroissante,  et, 
par  suite,  on  a  a„+i<;a„.  D'autre  part,  a„  est  plus  petit  que 
7r3(rt7r)  et  par  conséquent  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indé- 
finiment. La  série  alternée  (Sa)  est  donc  convergente.  Soit  l  un 
nombre  compris  entre  mz  et  {n  +  i)-;  nous  avons 


r 


9(jr)  sin^  (/j  =  S„ih  6a„         (oSO<i), 


S„  étant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (32). 
Lorsque  /  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  du  nombre 
entier  /i,  a„  tend  vers  zéro  et  l'intégrale  a  pour  limite  la  somme  S 
de  la  série  (Sa). 

On  démontrede  la  même  façon  que  les  intégrales  /        s\n.r'-dx, 

I        cosx'-elj:,  qui  se  présentent  tians  la  théorie  de  la  diffraction, 

ont  une  valeur  finie.  La  courbe  y  :=  sinx-,  par  exemple,  a  la  forme 
ondulée  d'une  sinusoïde,  mais  les  ondulations  vont  en  se  resser- 
rant de  plus  en  plus,  car  la  différence  y/(/«  +  1)11  —  y/rtit  de  deux 
racines  consécutives  de  sinx-  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfi- 
niinenl.  On  peut  du  reste  ramener  ces  intégrales  à  la  forme  précé- 
dente en  posant  ,r-  =JK- 

Remarque.  —  Ce  dernier  exemple  donne  lieu  à  une  remarque  intéres- 
sante. Lorsque  x  croit  indéfiniment,  sina?-  oscille  entre  —  i  et  -l-  i  ;  l'inté- 
grale peut  donc  avoir  une  limite  sans  que  la  fonction  sous  le  signe  d'inté- 
gration tende  vers  zéro,  autrement  dit,  sans  que  la  courbe  y=f(x)  soit 
asymptote  à  l'axe  des  x.  Voici  encore  un  exemple  où  il  en  est  de  même  et 
où  la  fonction  /(x)  conserve  de  plus  un  signe  constant.  Soit 


■  :r'>  sin-a; 


cette  fonction  est  constamment  positive  si  .r  est  positif,  elle  ne  tend  pas 
vers  zéro,  car  on  a /( Atî)  =  Att.  Pour  faire  voir  que  l'intégrale  a  une 
limite,  considérons  comme  plus  liaul  la  série 


.../" 


sin-.r  ' 
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2-  variai!  l  de  n-  a  (  n  -i-  \)t.,  x''  est  su  péri  eu  r  à  7i«r«.  et  l'on  a 

an  <  (  rt  -h  I  I-   /  ,     ,-     ■    ,      • 

Une  fonction  primitive  est 

—  -  Arc  tang(\/  I  ^-  «'-'  langx). 

X  variant  de  /i  -  à  («t-i)-,  laug.r  devient   inlinie   une  seule  fois  en  pas- 


sant de   -r- X   à   — 3c  :   donc   l'intégrale    est   égale  (  n"  79  )    à  —        "    —  et 

/i -(-/;«-* 
l'on  a 

(_n -^- \)-7i'-        (rt-f-i) 

«n  <  --  <  5 

v/l-+-7i«-'i  "'- 

La  série  S  «,,  étant  convergente,  l'intégrale   /     fix)dx  a  une  limite. 

-         J,   •'^     ■ 

Il  est  d'ailleurs  à  peu  près   évident  que,  si  f(x)  a  une  limite  différente 

de    zéro    pour   x   infini,    l'intégrale   ne   peut   avoir   de   limite.    On    a    en 

fi 
effet  /     f(x)dx  ^=  'j-iq — />  i  :   i\f[x)   a   ui-.e    limite    II  ^o,    [x  a   la   même 

"-  P 
limite  /(,  et  le  produit  \x(q  —  p  )  ne  peut  tendre  vers  zéro. 

93.  La  fonction  à  intégrer  devient  infinie.  —  Considérons  d'a- 
bord le  cas  particulier  suivant.  La  fonction  y(j?)  est  bornée  et  in- 
légi-able  dans  tout  intervalle  (a  +  î,  6),  où  «  ■<  ft.  z  élanl  un 
nombre  positif  quelconque  plus  petit  que  b  —  a,  mais  elle  devient 
infinie  pour  j?  =  a.  L'intégrale  dey(x),  prise  entre  le.s  limites  a  +  z 
et  b.  a  une  valeur  finie,  aussi  petit  que  soit  :.  Si  cette  intégrale 
tend  vers  une  limite  lorsque  z  tend  vers  zéro,  on  convient,  comme 
il  est  naturel,  de  représenter  cette  limite  par 


.(' 


f{x)  dx. 
Lorsqu'on  connaît  une  fonction  primitive  dey(,r),  soit  t  (j"),  on  a 

J     f(x)dx=?(b)-¥(a-^-.) 
et  il  suffit  d'examiner  si  F(rt  +  î)  tend  vers  une  limite  lorsque  z 
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lenJ  vers  zéro.  On  a,  par  exemple, 

Si  [JL^i,  le   ternie—^  aiigmenle   indéfininienl  lorsque  s  lend 
vers  zéro;  au    coiilraire,  si  ijl  esl  moindre  que   un,  on  peul  écrire 
'     =  z'^v-,  et  l'on  voit  que  ce  terme  lend  vers  zéro  avec  z.  L'in- 
léyrale  définie  tend  donc  vers  une  limite 


et  le  second  membre  augmente  indélinimenl  lorsque  s  lend  vers 
zéro.  En  résumé,  pour  que  l'inlégraie  considérée  ail  une  limite,  il 
faut  et  il  suffit  que  [a  soit  moindre  que  un. 
La  courbe  quia  pour  éc|ualion 

M 


y  = 


(x~a)\^ 


admet  la  droite  x  =  a  pour  asymptote,  si  a  est  positif.  Cependant 
l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x,  une  ordonnée  fixe  x^^b,  la 
courbe  et  son  asymptote  a  une  valeur  finie,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  voir,  pourvu  qu'on  ait  ij.  <;  i . 

Dans  le  cas  général,  la  question  revient  à  reconnaître  si  la  fonc- 
tion de  î 


F(e)=   r    f(x)d.r 


tend  vers  une  limile  lorsque  £  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives. 
Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  (n"  9)  que  la  différence 


F(£)-F(e')=   r         f{œ)dx 


tende  i^ers  zéro,  lorsque  les  deux  nombres  positifs  £,  s'  tendent 
vers  zéro,  indépendamment  l'un  de  Vautre. 
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On  en  dédiiil  les  mêmes  conséquences  qu'an  n"  91;  nous  les 
indiquerons  rapidemenl.  Si  la  fonction  /(.r)  est  de  la  forme 
f(x)  =  — 'ï-£l — ,  a  étant  un  exposant  positif,  et  ■l(.r)  une  fonc- 

'lion  qui,  dans  le  voisinage  du  point  «,  reste  comprise  entre  deux 
nombres  fixes  iM  et  m,  on  a 

[j.  étant  compris  entre  M  et  m.  Gela  étant  : 

1°  Si  a  est  inférieur  à  un,  l'intégrale  a  une  limite; 
■i"  Si  a 41,  (es  deux  nombres  M  et  m  étant  de  même  signe, 
l'intégrale  n'a  pas  de  limite. 

Il  V  a  doute  si  a^i,  lorsque  M  et  m  sont  de  signes  difl'érents. 

Toutes  les  fois  cpi'il  existe  un  nombre  a  tel  que  le  produit 
(x  —  aYf{x)  ait  une  limite  K.  différente  de  zéro,  lorsque  x  tend 
vers  rt,  il  faut  et  il  suffît  que  a  soit  inférieur  à  un  pour  que 
V intégrale  ait  une  limite. 

,    .     .      ,        P 
Exemples.  —  bohfix)  =  --  une  fonction  rationnelle;  si  a  est 

une  racine  d'ordre  m  du  dénominateur,  le  produit  [x  —  a)"'f{x) 
tend  vers  une  limite  difTérenle  de  zéro  pour  x  ^  a.  Comme  m  est 

au  moins  égal  à  un,  on  voit  que  l'intégrale  /      fix)dx  croît  indé- 
finiment lorsque  î  tend  vers  zéro.  Supposons  au  contraire 

Pi.r) 


fix)  = 


i/RT^ 


P  et  R  étant  deux  j)ol  vnomes  etR(  j-)  étant  premier  avec  sa  dérivée  : 

1 
a  étant  une  racine  de  R(J-),  le  produit  (x  —  a)-f{x)  a  une  limite 
pour  X  ^  a;  l'intégrale  a  donc  elle-même  une  limite.  Ainsi 


£ 


d.r 


v/T^ 


a  pour  limite  -  pour  £  =  o. 

Prenons    encore    l'intégrale  /     \ogxdx;    le    produit   x^logx 
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zéro  pour  limile;  à  [iiiilir  «l'iiiK'  \aleur  de  x  assez  pelile  on  |ieul 

1 
fionc  écrire  I  log,f|  <  M.r    -,    M  élaiii  tin   nombre  positif  clioisi  à 
volonlé.  L'intégrale  a  donc  une  limile. 

Tout  ce  qui  a  été  dit  de  la  limile  inférieure  a  peul  être  ré|)élé 
sans  modificalion  pour  la  limite  supérieure  h.  Si  la  fonction  y(x) 

r*  • 

est  infinie  pour  x  =  b,  on  d(>finira  l'intégrale  /  f(x)(la;  comme 
limile  de  l'inlégrale  /  /{.v)cLr,  lorsque  t'  tend  vers  zéro.  Si 
/'(,r)  est  infinie  aux  deux  limites,  on  définira  /    f{x)dx  comme  la 

limite  de  I  intégrale  /        /{x)dx,  lorscpiejet  î' tendent  vers  zéro, 

indépendamment  l'un  de  l'autre.  Soit  c  un  nomijre  c|uelconque 
com|)ris  entre  rt  et  6;  nous  pouvons  écrire 


/  f(.r)dx=    I       f{x)dx-^    /  /i 


'(  r  )  d.r, 


el  chacune  des  intégrales  rpii  sont  an  second  membre  doit  admettre 
une  limite.  Enfin,  si  fÇx)  devient  infinie  pour  une  valeur  c  com- 

prise  entre  a  el  6,    on    définit    l'intégrale  /    /[x)dx   comme    la 

somme  des  limites  des  deux  intégrales  /        f(x)dx,  j     f(^x)dx, 

el  l'on  procède  de  la  même  façon  pour  un  nombre  quelconcpie  de 
discontinuités  comprises  entre  rt  et  l>. 

Il  est  à  remarquer  (pie  la  formule  fondamentale  (8),  qui  a  été 
établie  en  supposant /'(>r)  continue  entre  a  et  b,  s'applique  encore 
si /"(j;)  devient  infinie  enlre  ces  limites,  pourvu  que  la  fonction 
primitive  F(j;)  reste  continue.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que 
la  fonction  y"(.r)  ne  devienne  infinie  que  pour  une  valeur  r  com- 
prise entre  a  et  b.  On  a 

/     /(.r)  rf.r  =  lini     /  /O)  rf.r -+- lim    /       f(x)d.r; 


si  F(.r)  est  une  fonction  priinilive  de  y(.r),  nous  pouvons  écrire 
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/     /(x)  dx  =  \im  F(c  —  s')  —  F(a)  -^  F(i )  —  lim  F(  c-!-  £). 

La  loiiclion  F(,r)  élanl  sii|)posée  continue  pour  x  ^^  c,  F(c  +  £) 
etF(c  —  î')  ont  la  même  liniile  F(r'),  el  |iar  suite  il  reste 


Par  exemple, 


/ 


f{x)dx=  ¥ib)  —  Y{a). 
' dx  „    i~- 


Si  la  l'onction  primitive  F(j;)  devient  elle-tnême  infinie  entre  a 
et  b.  la  formule  n'est  plus  applicable,  car  l'intégrale  qui  est  au 
premiei' membre  n'a,  du  moins  jusqu'à  présent,  aucun  sens. 

Les  formules  du  changement  de  variable  et  de  l'intégration  par 
parties  s'étendent  de  la  même  façon  aux  nouvelles  intégrales,  en 
les  considérant  comme  limites  dinlégrales  ordinaires. 

9-4.  La  fonction  fiai.  —  I,'iiuéi;rale  définie 

(33)  Via)  —    I         x^-^e-^  dx 

•  0 

a  une  valeur  déterminée,  pourvu  que  n  soit  positif. 
Considérons  en  effet  les  deux  intégrales 


/     x<'-^  e^-'  dx,        I     x"-'  e~'  dx, 


où  £  est  un  nombre  positif  1res  jielil.  el  /  un  nombre  positif  très  grand. 
La  seconde  intégrale  a  toujours  une  liniile,  cai-  à   partir  d'une  valeur  de  x 

assez  grande  on  a  x"-' e~^  <^  — ji  ce  qui  revient  à  écrire  e^  y- x"^' .  Quant 

à  la  première  intégrale,  le  produit  x^-''f{x)  a  pour  liniile  i  lorsque  a- tend 
vers  zéro;  pour  que  l'intégrale  ait  une  limite,  il  faut  et  il  suffit  que  i  —  a 
soit  inférieur  à  un,  ou  que  a  soit  positif.  Supposons  celte  condition  rem- 
plie :  la  somme  des  deux  limites  est  la  fonction  r(a),  appelée  aussi  inté- 
grale eulérienne  de  seconde  espèce.  Cette  fonction  V(a)  devient  infinie 
lorsque  a  tend  vers  zéro;  elle  a  une  valeur  positive  pour  toute  valeur 
positive  de  a.  el  augmente  indéfiniment  avec  a.  Elle  présente  un  minimum 
pour  i  =  1, 46 1 6321 . . .,  et  la  valeur  correspondante  est  o,8|i56o32. . . . 
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Intégrons  par  parties  la  formule  (33  )  et  supposons  a>i;  en   considé- 
rant e"'^  dx  comme  la  difTérenticlle  fie  — e^^-,  il  vient 


r(a)  =- [.r"-ie--»-]J»+ (a  — I)  Ç 


f-'e  ■»■  dx  ; 


mais  le    produit  x"--'^e^-^  est  nul   aux   deux  limites,    puisque   o>i,   et  il 
reste 

(34)  r(a)  =  (a  — i)  r(a  — n. 

L'application  répétée  de  cette  formule  permet  de  ramener  le  calcul 
deTia)  au  cas  où  l'argument  a  est  compris  entre  o  et  i.  Il  est  facile  d'en 
déduire  la  valeur  de  r(«f),  lorsque  a  est  un  nombre  entier.  On  a  d'abord 


r(.) 


=    /         e-^  dx  =  —  \  fi- 


la  formule  précédente   donne    ensuite  successivement,   en   faisant  «  =  2, 
3,  ...,/(,  ..., 

r(2)  =  r(i)  =  I,       rrs)  =  2r(2)  =  1.2, 

et,  d'une  manière  générale,  si  n  est  un  nombre  entier'  positif, 
(35  I  r(/(  )  =  i.2.3  . . .  («  —  I). 

9o.  Intégrales  curvilignes.  —  Voici  une  extension  d'une  autre 
nature,  extrêmement  importante,  de  la  notion  d'intégrale.  Pre- 
nons, pour  fixer  les  idées,  une  courbe  plane  G,  représentée  par 
les  deux  équations  x=f{t),  y  =  (s(^t);  en  faisant  varier  t  de  (/ 
à  ù,  on  obtient  un  certain  arc  AB  de  cette  courbe.  Supposons, 
par  exemple,  a  <  i,  et  prenons  entre  a  et  h  une  suite  de  nombres 
croissants  (a  =  /o  <  'i  <  '2  <C  •  •  •  <  '«_  i  <C  'n  =  ^)  >  et  dans 
chaque  intervalle  partiel  (<,_(,  /,)  prenons  à  volonté  une  autre 
valeur  H,-  [ti^i^^i^Ci).  Soient  (x,-,  yi)  les  coordonnées  du  point 
de  G  qui  correspond  à  la  valeur  /,•  du  paramètre,  (ç,-,  Y),)  les  coor- 
données du  point  qui  correspond  à  la  valeur  9,.  Soit  P(x,y)  une 
fonction  des  deux  variables  x  el  y  continue  tout  le  long  de 
l'arc  AB;  considérons  la  somme 

(36)  P($i,1i)(a'i-a^o)  +  P(^2,  iQ-2)(^2-^i)-^... 

-t-P(?o  Tl,)(a7,-ar,_,)-H..., 

étendue  à  tous  les  intervalles  partiels.  Lorsque  le  nombre  /;  croît 


IV.     —    EXTENSIONS    DIVERSES    DE    LA    NOTION    D  INTEGRALE.  225 

indéfinimenl,  de  façon  que  ia  plus  grande  des  différences  1 1 —  /,_, 
tende  vers  zéro,  la  somme  précédeiile  lend  vers  une  limite  (]ue 
l'on  appelle  V intégrale  cuii.'iligne  de  P(.i-,y)  étendue  à  l'arc  AB, 
et  que  l'on  représente  par  le  svmljole 


/     P(.7'.  K)  </.r, 


•-   AB 


qui  se  iil  :  somme  le  long  de  AB  de  P{a,j')'/u\ 

Pour  démontrer  lexislence  de  cette  limite,  nous  supposerons 
que  l'on  peut  partager  l'intervalle  (a,  h)  en  un  nombre  fini  d'in- 
tervalles partiels  dans  chacun  desquels  la  fonction  x'^^f(l)  va 
constamment  en  croissant  ou  en  décroissant,  ou  reste  constante. 
Supposons  dabord  que,  /  croissant  de  (/  à  b,  x  croisse  constam- 
ment de  x„  à  X. 

L"arc  de  courbe  AB  n'est  renconlié  (pi'en  un  point  par  une 
droiie  parallèle  à  0>',  et  peut  être  représenté  par  une  équa- 
tion ^z= '];(,/•),  la  fonction  'i>(.<)  étaiil  continue  de  x^  à  X. 

En  remplaçant  )'  |iar  '\{x)  dans  P(,r,  >i,  le  résultat  est  une 
fonction  continue  <I>(.r)^  P[j7,  •]>(./)],  et  l'on  a 

Pi  t„  r,v.  =  Pf  ,'„ 'if  ?,)]  =  *(  t)- 

La  somme  (36)  peut  donc  s'écrire 

*(?l)(3-i—  A.)-!-  *(^2)(X5— ^•,)H-...-r-<J>t  =,j(  3-,—  3V_,  )-(-...  ; 

elle  A  pour  luiiile  rinli>t;rale  déllnic  oïdiuairc 

/      <t>ix)dx  -    I      P[.r,  ■l>(.r)\dj- 
et,  par  suite,  on  a  légalilé 

.X 

/    P(x,_y),ù-=    /      V\.>;'!j[X)]dj-. 
■Ab  •-  .„ 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'on  ail  une  courbe  telle 
que  ACDB  {fis-  ''^^j  si""  laquelle  se  trouvent  deux  points  C  el  D, 
où  l'abscisse  est  maximum  ou  minimum.  Chacun  des  arcs  AC, 
CD,  DB  satisfait  n  la  condition  précédente,  et  nous  écrirons 

/        Vix^y  )dx  =    I     V  I  .r.y  i  c/.r  -+-    I    ¥{x,y)dx  -^    1    P(x,y  )  dx: 
G.,  I.  i5 
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mais  il  est  à  remarquer  que,  pour  calculer  les  trois  intégrales  du 
second  membre,  on  devra  remplacer  v  par  trois  fonctions  diffé- 
rentes de  la  variable  x  dans  ^{x,y). 


Si  la  liinclion  ,/( /)  garde  une  valeur  con?lante  dans  un  inter- 
valle pailiel  [c,ii),  une  portion  de  (i  se  réduit  à  un  segment  de 
parallèle  à  O}",  et  l'intégrnle  curviligne  correspondante  /  ï'{x,y)dx 
est  nulle,  d'après  la  définition  même. 

Les   intégrales   curvilignes     /    0[x,y)dy  se   définissent  de  la 

•Al: 

même  façon;  ces  intégrales,  comme  on  le  voit,  se  ramènent  immé- 
diatement aux  intégrales  définies  ordinaires,  mais  leur  introduc- 
tion se  justifie  par  leur  utilité.  Nous  ferons  remarquer  aussi  que 
lorsque  l'arc  AB  se  compose  de  plusieurs  segments  de  courbe  di--- 
lincts,  tels  que  droites,  arcs  de  cercle,  etc.,  on  doit  calculer 
séparément  les  intégrales  curvilignes  provenant  de  chacun  de  ces 
segments. 

Un  cas  très  fréquent  dans  les  applications  est  celui  où  les  fonc- 
lions_/'(i),  '^(t)  ont  des  dérivées  continues  dans  l'intervalle  (rt,  6). 
Dans  ce  cas,  nous  avons 

.^:,-.r,_l=/■(6,)(7,-^_,). 

9;  étant  compris  entre  /,_i  et  /,  ;  si  l'on  prend  pour  le  point  (;,,?!,) 
celui  qui  correspond  à  cette  valeur  ^,.  il  vient 

et,  en  passant  à  la  limite, 

f  Y>(x.y\dr  =   f   P\fit\-i(t)]f{t)dt. 
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Oïl  ohlieiulrait  de  la  iiiêine  façon  une  formule  analogue  |iour  |  (^)  il\  , 
et,  en  ajonlant  les  deux  fonmiles,  il  vient 


(37) 


c'est  la  lormiile  du  changement  de  vaiiahle  dan»  les  intégrales  cur- 
vilignes. Bien  enlendu,  si  Tare  de  courbe  AB  se  compose  de  por- 
tions de  couriies  distinctes,  les  fonctions  /'(/)  et  'j(i)  n'auront  pas 
la  même  expression  tout  le  long  de  AB,  et  Ion  a|)pli(juera  la  for- 
nuile  à  chacune  des  portions  séparément  ('). 

tKî.  Application  à  l'aire  d'une  courbe  fermée.  —  Pour  donner 
un  exemple  de  l'utilité  des  intégrales  curvilignes  dans  la  généra- 
lisation des  énoncés,  reprenons  la  formule  qui  donne  l'aire  du 
domaine  limité  par  la  courbe  fermée  Aw^iB/HoA'A  de  la  figure  12 

(n"  81).    Les   deux    intégrales     /     ■l-,(^x)  dx ,     j     à,{x)rlx    sont 

égales     respectivement     aux    intégrales    curvilignes      /         y  dx ., 

/        y  dx;   d'autre   part,   lintégrale    /     y  dx   est  nulle,   et   l'on 
'-  Km,\i  •J.w' 

change  le  signe  d'une  intégrale  curviligne  en  changeant  le  sens 
de  parcours.   Si   nous   convenons   de  dire  que   le    contour  C  est 


(')  Il  est  facile  de  démontrer  l'exisleiice  d'une  limite  pnur  la  somme  (36), 
<lan5  un  cas  plus  général  que  celui  qui  est  considéré  dans  le  texte.  Cette  somme 
peut  s'écrire  en  elTet 

y]  l'Ce,)  [/(/,) -/(<,_,)]; 

si  l'on  se  reporte  à  la  note  du  n"  73,  on  voit  que  celte  somme  a  une  limite 
lorsque  la  fonction /(<)  est  croissante. 

Il  en  sera  évidemment  de  même  si  f{t)  est  la  différence  de  deux  fonctions 
croissantes,  c'est-à-dire  une  fonction   à   variation  bornée.    De  même,  l'intégrale 

curviligne  /  Q(a;,  y  )  rfx  aura  une  valeur  déterminée  si  la  fonction  y=^o(t) 
est  à  variation  bornée.  En  appliquant  cette  remarque  aux  intégrales  curvi- 
lignes   /  y  clx.    j  X  dy,  on  en  conclut  que  le  domaine  D,  limité  par  une  courbe 

fermée  C[.r  =/(<),  y  =  o(  <  j],  est  quarrable  pourvu  qu'il  existe  une  combi- 
naison linéaire  ax  +  by  qui  soit  une  fonction  à  variation  bornée,  car  on  pourra 
toujours  choisir  les  axes  de  façon  que  l'abscisse  soit  une  fonction  à  variation  bornée. 
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décrit  dans  le  sens  direct  lorsqu'un  observateur  debout  sur  le 
plan  et  décrivant  ce  contour  laisse  à  sa  gauche  l'aire  enveloppée 
(les  axes  ajanl  la  disposition  habituelle,  comme  dans  le  cas  de  la 
figure),  le  résultat  obtenu  peut  s'exprimer  comme  il  suit  :  L'aire  Q 
enveloppée  par  le  contour  fermé  C  a  pour  valeur 

(38)  Q  =—  I     rdr, 

l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  fermé  C  dans 
le  sens  direct.  Cette  intégrale  ne  changeant  pas,  quand  on  déplace 
l'origine  des  cooi'données,  la  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la 
position  du  contour  C  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 

Considérons  maintenant  un  contour  C  de  forme  quelconque, 
^ous  supposerons  qu'on  peut,  en  menant  des  transversales  joi- 
gnant deux  points  de  C,  obtenir  des  contours  partiels  dont  chacun 
n'est  rencontré  qu'en  deux  points  par  une  droite  parallèle  à  Oy. 
Tel  est  le  cas  de  la  région  limitée  par  le  contour  C  de  la  figure  i6 
que  l'on  décompose,  au  moyen  des  transversales  ab,  cd,  en  trois 
régions  limitées  respectivement  par  les  contours  amba,  abndcqa, 
cdpc,  à  chacune  desquelles  on  peut  appliquer  la  formule  précé- 
dente. En  ajoutant  les  résultats  obtenus,  les  intégrales  curvilignes 
provenant   des   lignes  auxiliaires   «6,   cd  se   détruisent,   et  l'aire 

limitée  par  C  est  encore  égale  à  l'intégrale  curviligne  —  /  ydx, 
prise  le  long  de  C  dans  le  sens  direct. 


On  démontre  de  la  même  façon  que  l'on  a 
(39)  -=  f  ^ ''•>'• 


IV.    —    EXTENSIONS    DIVERSES    DK    LA    NOTION    D  INTKCiRALE.  lig 

et,  en  conibiiiiiiU  les  deux  formules,  il  vient 


(4o) 


-    I     .r  (/y 


les  intégrales  étant  toujours  prises  dans  le  sens  direct. 

Par  exemple.  Taire  de  l'ellipse,  représentée  par  les  formules 

.r  =  <7  oos/.         y  =  b  sin^, 


a  pour  expression 


Q  =  -   I       ab(  coi 


t  4-  sin-/  )  dt  =  T^ab. 


Quand  on  passe  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordon- 
nées polaires  par  les  formules  x  =  p  cosio,  y  =  p  sinti>.  on  trouve 
aussitôt  la  relation  x  dy — -y  rf.r  =  p- rfto,  de  sorte  que  l'intégrale 
curviligne  (4o)  est  identique  à  l'inlégrale  -  /  p-r/w,  |)rise  le  long 
de  la  courbe  G  {cf.  n"  81). 

Remarque.  —  On  peut  aussi  exprimer  Taire  d'une  courbe 
fermée  par  nne  formule  indépendante  de  la  disposition  des  axes. 
Reprenons  le  domaine  limité  par  la  courbe  fermée  A/WiBwJaA'  de 
la  figure  la  (n°  81).  Menons  en  un  |)oin[  M  de  cette  courbe  la 
direction  de  la  normale  qui  va  vers  l'extérieur,  et  soient  a,  p  les 
angles  que  fait  cette  direction  avec  les  axes  Ox,  Oj^,  ces  angles 
étant  comptés  de  o  à  — .  Le  long  de  Tare  A7?i,B,  l'angle  [B  est 
obtus  et  Ton  a  fix  =  —  rAcosjî,  de  sorte  que  Ton  peut  écrire 


/  y  dx  =—    l  ycoi 


\ds. 


Le  long  de  Bz/îo-^',  Tangle  jii  est  aigu,  dans  Tinlégrale  curviligne 
le  long  de  B«î.2  A',  c/.ï- :'s!  négatif,  et,  si  Ton  convient  de  regarder  rfs 
comme  toujours  jiositif,  on  a  encore  dx  ^= — ds  cos^.  L'aire  de  la 
courbe  fermée  est  donc  représentée  par  l'intégrale 


/  y  cos[i  ds. 


Tangle  [ï  étant  défini  comme  on  Ta  dit,  et  d.i  étant  essentiellement 
positif.  La  formule  s'étend  comme  plus  baut  à  un  contour  de  forme 
quelconque,  et  Ton  verrait  de  même   que  Taire  est  égale  aussi  à 


7.3o 
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X  cosa  ds. 


Cet  énonce  s'étend  à  l'aire  d'un  domaine  D  limité  par  une 
courbe  fermée  quelconque,  pourvu  que  cette  courbe  admette  une 
tangente,  sauf  en  un  nombre  fini  de  points  anguleux.  Si  le  contour 
présente  des  points  anguleux,  on  le  partagera  en  plusieurs  arcs  de 
telle  façon  que  le  long  de  cliacun  d'eux  cosa  el  cos^S  soient  des 
fonctions  coulinues  de  l'arc  ^. 

!l".  Valeur  de  l'intégrale  -  /  oc  dy — y  d.r.  —  Il  est  naturel  de  se 
demander  ce   que  représente  l'inlégrale  -    /  x  dy — y  dx,   prise   le   long 

d'une  courbe  de  forme  quelconque,  l'eruiée  ou  non. 

Considérons,  par  exemple,  les  ileux  courbes  fermées  OAOBO, 
ApPiqCrXsBtCuX'jJlff.  \- )   qui   ont   respectivement   un   point  double 


et  trois  points  doubles.  11  est  clair  que  l'on  peut  les  remplacer  lune  et 
l'autre  par  la  réunion  de  deux  courbes  fermées  sans  point  double.  Ainsi 
le  contour  fermé  UAOBO  est  équivalent  à  la  suite  des  deux  contours  OAO, 
OBO.  L'intégrale  prise  le  long  du  contour  total  est  égale  à  l'aire  de  la 
boucle  OAO  diminuée  de  l'aire  de  la  boucle  OBO.  De  même,  le  second 
contour  peut  être  remplacé  par  les  deux  courbes  fermées  ApRqCrX 
et  XsBtCuA.  L'intégrale  est  donc  égale  à  la  somme  des  aires  des 
boucles  .\/)BiA,  B;C^B,  ArCiik,  plus  deux  fois  l'aire  de  la  boucle 
\sBf/CiiX.  Le  raisonnement  est  général.  Un  contour  fermé,  avec  un 
nombre  quelconque  de  points  doubles,  détermine  un  certain  nombre 
d'aires  partielles  a,,  a,,  ...,  jj,,  qu'il  limite  complètement.  L'inlégrale, 
prise  le  long  du  contour  total,  est  égale  à  une  somme  de  la  forme 


mj,  m,,  ...,  nif,  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  que  l'on 
détermine  par  la  lègle  suivante  :  Etant  données  deux  aires  limitrophes 
tr,  a'  séparées  par  un  arc  ab  du  contour  C,  on  imagine  un  observateur 
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itebout  sur  te  plan  et  décrivant  le  contour  ilaiis  le  sens  intli(jiiç  par 
les  flèclies :  l'aire  laissée  à  gauche  a  un  coefficient  supérieur  d'une 
unité  à  celui  de  l'aire  laissée  à  droite.  On  donne  le  coedicicnt  o  à  l'aire 
illimitée  extérieure  au  contour,  el  l'on  détermine  le<  autres  coefficients  de 
proche  en  proche. 

Si   l'on    a   un    arc  de  courbe    VB   non   fermé,  on   le  transforme   eu   une 
courbe   ferinéi'    en    joignant    les   exirémités   A    et    B    à    l'origine,    et    l'on 

applique  la  rè^le  précédente  à  ce  contour;  car  rintéi;iale     /  3dy — ydx, 

prise  le  long  des  rayons  OA  el  OB,  est  éviilernment  nulle. 

V.  -   DIFFÉKENTIATIUN   ET  I.\TÉGKAT10N  SOUS  LE  SIGNE     j  . 

i)8.  Différentiation  sous  le  signe    /  .  —  On  ^i  soiiveni  à  étudier 

des  inlégriiles  définies  oi'i  la  fonctmn  à  iniégrcr  dépend  non  seu- 
lement de  la  variable  d'inlégralion ,  mais  d'une  ou  plusieurs 
variables  que  l'on  considère  comme  des  paramètres.  Soit  J\x,  a) 
une  fonction  des  deux  variables  x  et  a.  continue  lorsque  .r  varie 
de  .rn  à  X  et  que  x  varie  entre  certaines  limites  a,,,  a,.  L'intégrale 
définie 

Ffa)=   j     f(x,  %)dx, 

oà  l'on  suppose  que  ■/.  ait  une  valeur  déterminée  comprise  entre  a^ 
et  a,,  et  où  les  limites  .z,,  et  .\  sont  indépenilantes  de  a,  est  une 
fonction  de  la  variable  a,  dont  nous  allons  étudier  les   propriétés. 
Nous  |)ouvoiis  écrire 

(4i)  F(a-HA3c)^F(a)=   1"    \f(:r,i-rlx)—f{r.i)\dx. 

la  lonctioii  y(.r,  a)  étant  continue,  on  petil  prendre  Aa  assez  petit 
pour  que  la  difiérence  nous  le  signe  d'intégration  soit  moindre 
en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  donné  à  l'avance  s,  quel 
que  soit  X.  L'accroissement  AF(a)  sera  donc  moindre  en  valeur 
absolue  que  î|X — •■/'oh  '^^  1"'   prouve  la   continuité. 

Si  la  fonction  y(.r,  a)  a  une  dérivée  jiar  ra|)port  ^'i  la  \ariable  a, 
on  a 

fix,  a  -+-  Aï)  — /(.7-,  a)  =  A4/a(.r,  a)  +  ■], 
e  leiidanl  vers  zéro  en  même  temps  cpie  Aa.  On  peut  donc  écrire. 
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en  divisanl  les  deux  memhl•e^^  rie  l'égalité  (4i)  par  Aa 
F(  2  -f-  Aï)  —  Fia) 


^    f:,{T,a)(ix- 


i  ,/.) 


désignons  par  rj  une  liinile  supérieure  de  £  en  valeur  absolue,  la 
dernière  intégrale  esl  moindre  eji  valeur  absolue  ipie  •/)  |  \  — ./•„  | 
et,  en  passant  à  la  liinilc  il  vieni 

(42)  ^  =f    fi(.r.x)dr. 

l'our  (lue  la  conclusion  soit  absolument  rigoureuse,  il  faut  être 
assuré  que  l'on  peut  prendre  Aa  assez  petit  pour  que  la  valeur 
absolue  de  e  soit  moindre  que  tout  nombre  positif  y;  donné 
à  l'avance,  et  cela  poui-  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
les  limites  x^  et  X.  Il  en  est  certainement  ainsi  lorsque  la  dé- 
rivée /ai-c-,  '^■)  est  elle-même  continue.  En  ell'el ,  le  lliéorème 
des  accroissements  Huis  donne 

/(a-,  a  -H  Aa)  — f(^,  a)  =  Aa/ii>-,  a  H-  0  Aa  ),  o  <  9  <  i, 

et  l'on  a,  par  consi'quent, 

e  =/a(.r,  z  -)-  0  Aa  )  — /i(2-,a). 

Si  la  fonction  /'^  est  continue,  la  dilférence  s  sera  moindre  que  r^ 
en  valeur  absolue,  quels  que  soient  or  ela,  pourvu  que  |Aa|  soit 
inférieur  à  un  nombre  positif /i  choisi  assez  petit  (  n"  12). 

Supposons  maintenant  que  les  limites  X  et  j?o  sont  elles-mêmes 
des  fonctions  de  a.  On  peut  écrire,  en  désignant  par  AX  et  Aj;„ 
les  accroissements  corresixtudant  à  un  acrroissement  Aa, 


F( 


a-!-Aa) — F(o()=    /     [/(.r,  a -t- Aa  ) — f(3-,a)]dx 


/  f(x,i  +  \i.)d.r  —   j  /(.r,  a-l-Aï)«;/.r, 


OU,  en  appli(|uant  le   lliéorème  de  la  moyenne  aux  deux  dernières 
intégrales  et  divisanl  par  Aa, 

F(a-(- Aï)  — Ffo!)         /""/(•'"i  ï  -4-  Aï)  --f<r.  y.) 


—  /(  X  ^  e  AX,  ï  +  Aï)  —  — /(^o  -H  0'  Xv„,  ï  -+-  Aa). 
Jï  -^  Aï 


V.    —    DIFKEREMIATION    ET    I.NTÉl.H  VTKIN.  2)3 

l^oisque  Ix  leud  vers  zéro,  la  premièie  intèjjrale  a  la  mênie 
liiiiiU'  que  plus  liant,   el   il   \ient,   en  passant  à   la  limite. 

C  est  la  formule  générale  de  di (férenliation  sous  le  signe    1  . 

Toula  iiitéijrale  curviligne  pouvant  se  ramener  à  une  somme 
d'intégrales  définies  ordinaires,  la  formule  s"v  étend  immédiate- 
ment. Par  exemple,   soit 

Fiai=    /     \'ia:,r,y.)dj:-^0i.r,y,3.)dr 

•    AR 

une  intégi'ale  curviligne  prise  le  long  d'un  arc  AB  qui  est  le  même, 
qnel  que  soit  a;  on  a 

F'(ai=    /    Pa(.r.  V,  I  )  rf.r -^  Oa(^,  V.  I  )  (/j. 

•    A|; 

l'intégrale  étant  prise  le  Ion:;  de  la  même  courbe. 

99.   Intégration  sous  le  signe    /  .  —  Soit  f(x,  y)  une  fonction 

des  deux  variables  .l'.y.  qui  est  continue  dans  le  domaine  D  défini 
parles  conditions  (a^j?^  6,  c^^^c?),  a.  (>,  c,  d  étant  des  con- 
stantes. La  signification  de  l'expression 

I     dx  I     f(T,y)dy 

est  bien  claire:  x  ayant   une  valeur  déterminée  comprise  entre  a 

et  b,  I  intégrale    /     /(•^■!y)dy  est  une  lonclion  «ontinue  de  x  que 

l'on  intègre  ensuite  entre  les  limites  a  et  /j.  D.ins  cette  expres- 
sion, on  peut  intervertir  V ordre  des  intégrations  sans  changer 
le  résultat.  En  d'autres  termes,  on  a  l'égalité 

(44)  f   dxj  ,f(x,y)dy=J    dy  f  /(x.,y)d.r, 

qui  est  in  for  ni  u  le  d'intégration  sous  le  signe   f  . 
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Pour  le  démontrer,    laissons   a,  c,  d  constanls  et  remplaçons  li 
par  un  nombre  variahle  t  compris  entre  a  et  b\  l'égalité  devient 


(4''.i 


j     dx  j     f{x,y)dy=   j     dy  j    J\x,y)dx. 


Les  deux  membres  de  celle  formule  sont  des  fonctions  de  l 
qui  sont  nulles  pour  t^=^a;  il  suffira  donc  de  prouver  que 
leurs  dérivées  par  rapport  à   l  sont  identiques.  Or,  si   l'on  pose 

j    f{x.y)dy=z  F(:r).    j  /{x,j)(/x  =  (S>{t,y),  la  relation  (4.V) 


s  écrit 
(4i)' 


/     F(x)  dx  =    I     <i>it,y)  dy. 


et  l'on  vérifie  immédialenieni  que  les  dérivées  des  deux  membres 

/''  rt<b  "'' 

-T-dy,  sont  égales  à    /    f(t,y)dy. 

Les  démonstrations  des  formules  (4i5)  et  (44)  supposent  que  la 

fonction  sous  le  signe    /   est  continue  entre  les  limites  de  l'iiué- 

gration  et  que  ces  limites  elles-mêmes  sont  finies.  Si  l'on  applique 
ces  formules  sans  tenir  compte  de  ces  conditions,  on  peut  être 
conduit  à  des  résultats  illusoires  ou  même  absurdes. 


Far  exemple,  en  appliquanl  la  formule  générale  (43)  à  l'intégrale  définie 

/(x)dx 


F(.)=|^ 


on  obtient  la  différence  de  deux  infinis;  dans  ce  cas,  la  fonction  sous  le 
signe  /  devient  infinie  pour  une  des  limites  de  l'intégration.  Prenons 
de  même  l'intégrale 

F  (  a  )  =    /         — —  dx  ; 

en  posant  ax=y,  il  vient 


f'^^dx^:^f^-l^dy, 


V.        -    DIFFERENTIATIO.N    El     INTEGRATION.  /ia 

le  sii.'i)e  devani  la  seconde  iiilégrale  étant  le  signe  de   a,    car  les  limites  de 
la  nouvelle  intégrale  sont  o  et  -^-  se,  ou  o  et  —  x,  suivant  i|ue  x  est  positif 

ou  négatif.  On  a  vu   plus  haut  ui°  9- )  que   l'inlégrale     /  ^ — ~ '^.V  est 


une  quantité  positive  \'.  L'intégrale  ronsidérée  est  donc  égale  à  d=  \,  sui- 
vant le  signe  de  a.  En  appliquant  à  cette  intégrale  la  formule  (43),  on 
arrive  à  l'égalité 

F'(a)  =    /         cosï.<-  f/.r, 

dont  le  second  membre  n'a  aucun  sens. 

Considérons  encore  la  fonction   fi.j\  }■  ,  =  — ,  l-1  appliquons-lui 

la  formule  (  i4  ),  les  limites  des  deux  intégrations  étant  o  et  i  :  on  obtient 
ainsi  légalité 

Une  première  intégration  nous  donne 

.  »^    {  X- ^ y^  y-    "         \  .r- -i- _y- /  Il        I -H  J^2 

et  le  premier  membre  de  l'égalité  a   pour  \aleui   — •   lin   opérant  les  inté- 

i 
grations  dans  l'ordre  invei^e.  on  trouve  de  même  pour  valeur  iln  second 

membre  — — •    L'absurditi'    du    résultat    tient   à    ce    fait    que    la    fonction 

4 
/ix,y)  est   discontinue  pour   le    point   .T^y  =  o,  situé   sur  la  frontière 
du  domaine  considéré  (voir  plus  loin  n'  ISG  ). 

I(K).  Intégrales  uniformément  convergentes.  —  On  peiil  eepen- 
daiil  appliquer  les  rorriuiles  {.\5  )  el  i  41  '  glatis  des  cas  plus  géné- 
raux que  ceux  qui  ont  été  considérés  dans  la  démonslraliou.  Soil 
/{x,  a)  une  fonction  continue  des  variables  x  el  a,  lorsque  x  est 
supérieur  à  un   nombre  a  el   que  a  reste  cumpris   entre   a,,   et   y.,. 

Si    l'intégrale     /     /'(x,  a)c/x    leiid   veis  une  limite  lorsque  /  aiig- 

mente  indéfiniment,   quel  c]ue  soil  a,  celle  limite 

(47)  F(a)=  1"       f(x,7i)dx 
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€sl  une  (onction  de  a  qui  n'est  pas  nécessairement  continue,  comme 
le  prouve  un  des  exemples  cités  tout  à  l'heure. 

Nous  dirons  que  l'intégrale  (4;)  est  uniformément  conver- 
gente si  à  tout  nombre  positif  t  on  peut  faire  correspondre  un 
autre  nombre  L  tel  que  l'on  ail 

<48)  Ç       /(a-,  a)rf.r    <i, 

pourvu  que  Ton  ail  /2:L,  ce  nombre  L  étant  le  même  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  dans  l'intervalle  (a,,,  a,).  La  fonction 

<I>(a,  n)=    /  f(x,i.)dx, 

où  n  est  un  noml)re  entier  positil',  tend  donc  uniformément  vers 
sa  limite  F(a),  lorsque  n  croît  indéfiniment,  et  par  suite  F(7.)  est 
une  fonction  continue  de  a. 

Supposons  maintenant  que  l'intégrale  obtenue  par  la  règle  habi- 
tuelle (le  difTérentiation  sous  le  signe    / 

ait  un  sens  et  soit  elle-même  uniformément  convergente  dans  l'in- 
tervalle (a,i,  a,).  La  fonction 

<i>i  I  »■  "  I  =   /  -=-  f/a- 

tend    uniformément    vers    sa    limite    F,  (a);    or,    on    a,    quel    que 

soit    /i ,    <ï>,  (a,  «)  =  —  [<I>(a, /t)]    si    —   est   continue.    Par   suite, 

F,(^a)  est  la  dérivée  de  F(a)  (n"  32). 

Ainsi,    on   a    le   droit   d'appliquer   à   l'iiilégrale  (4;)  'î"  formule 

habituelle  de  difTérentiation  sous  le  signe    /  ,  pourvu  que  l'inté- 
grale obtenue  de  cette  façon  soit  uniformément  convergente. 
De  même,  siy'(x,a)  est  infinie  pour  la  limite  .r  ^^  n  de  l'inté- 
gration, on  dira  que  l'intégrale 

<  5o  )  F  (  I  )  =    /     f[x.  %)dx         (a  <b) 
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est  unifoniu'ineiU  convergente  si  à  tout  nombre  positif  :  on  peut 
faire  correspondre  un  antre  nombre  positif  -ri,  indépendant  de  a, 
tel  (]ue  l'on  ait 

iiour  toutes  les  valeurs  positives  de  //,  inlérieures  à  tj.  On  peut 
encore  appliquer  à  l'intégrale  (oo)  la  formule  liabiluelle  de  difl'é- 
rentiation.  si  l'intégrale  obtenue  ainsi  est  uniformément  conver- 
gente: la  démonstration  est  analogue  à  la  précédente. 

On    peut   de   même  étendre    la    formule  d'intégration    sous    le 

signe     /    au  cas  où  l'une  des  limites  est  infinie.  Soit  ./(.r,  y.)  une 

fonction  des  deux  \ariables  .r  et  a,  continue  pour  jTiio,  y.j^aSai. 

Si  V intégrale   j       f{^-  '^)  <i>'  <^sl  iiniforméinenl  omvcrgente 
dans  r  intervalle  (a^,  a,),  on  a 


r     dr   f    '  fuT.:,)d^=    f    "a    /" 


/'(  T,  3.)  dx. 


Sou  /  un  nombre  fpielconcpie  supérieui'  à  a;  d  après  la  formule 
générale  (44)j  "n  a 

(52)  /    dx   j       f{x,3}dï=    I       d-j.   I    /(x,a)dx. 

Lorsque  /  augmente  indéfiniment,  le  second  membre  de  cette  éga- 
lité a  pour  limite 

Jl       rfa   /  /'(  x.  a  )  dx-, 

car  la  différence  entre  ces  deux  expressions  est  égale  à 

/       dx   I         /{x,%)dx, 

quantité  inférieure  en  valeur  absolue  à  £  |  a,  —  a„  |,  pourvu  que  l 
soit  supérieur  à  un  nombre  L.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (Sa)  tend  donc  aussi  vers  une  limite  qui  est  représentée  par 
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le  sjmbole 

,  +  »  a, 

/         '^■'"   /      /'  •'"'  ^)  d^- 

lin  égalanl  ces  deux  limites,  on  ohlienl  la  lormiik  (5i). 


Exemples.    —     i"    Gonsidéruns   l'intégrale    F(aj=    / 

itégiale    est    uniluiniéinent    coii' 
seconde  tornuile  de  la   moyenne. 

r''      „    sin.r  e-^'    T'    . 

/      e"'-' f/.r  =  — r-    /      "n.- 

J,  .^  /     ./, 


où    a^o.    Cette    intégiale    est    uniloiniément    convergente,   car   on    peut 
écrire,  d'après   la  seconde  tornuile  de  la   moyenne, 


où  /  <  î  <  y,  et,  par  suite,  on  a 

1/,  +  «  I 

/  s  m./'    ,  ■>. 

.'/  ■'■  I        ' 

si  /  est  supérieur  à  -,  le  premier  membre  de  celte  inégalité  sera  inférieur 
E  '^ 

à  E,  quel  que  soit  a  î:  o.  Donc,  la  l'onction  F(a)  est  continue  pour  aSo. 

1,'intégrale  obtenue  par  la  dilTérentiation  est  uniformément  convergente 

pour  toutes  les  valeurs  de  2  supérieures  à  un  nombre  positif  A".   On  a.  en 

elVel. 

\  f^'        ■         I      r ^ *  I 

/         ('-''■'  sin.r  rf.r      ;    /         e-"-^  dx  =^  -  f-^', 
\-'i  \       ■',  ^ 

et  il  suffit  de  prendre  /  assez  grand  de  façon  que  l'on   ail  ke'^'y-  -   pour 

que  la  valeur  absolue  de  cette  intégrale  soit  inférieure  à  e,  lorsque  a  est 
supérieur  à  k.  On  a  donc 

l'"fa)= —    /         g-*"^  sin.r  rf.r  ; 

l'intégrale  indéfinie  s'obtient  aisément,  et  l'on  trouve 

„,               re-*-r(cos.r -r-  X  siii^  )1*=°          — i 
F('')=      :; -l       =  ;; 

on  tire  de  là 

F(x)  =  G  —  Arc  tanga, 

et  l'on  détermine  la  constante  G  en  leniarquanl  que  l'intégrale  définie  F(a) 
tend   vers  zéro  lorsque  a  croît  indéfiniment,  ce  qui  donne  G  =  — •   On  a 
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'•39 


ilonc  en  rléliuilive 

(53  f 


-d.r  =  Arc  tan  g  -• 


Celte  formule  n'est  établie  que  pour  les  valeurs  positives  He  x.  iuai>  on  a 
remarqué  que  Fi/x)  est  une  fonction  continue  de  a,  même  pour  a  =  o.  En 
faisant  tendre  a  vers  zéro,  il  vient  donc  à  la  limite 


(  ii  ) 
■i"  Soit 


J„      ^Jy■-x 

la  fonction /(x)  étant  continue,  ainsi  (\\it  f  i  x),  dans  un  intervalle  (o.  a), 
et  a  étant  compris  dans  cet  intervalle.  On  a  remarqué  plus  haut  (n"  99) 
que  la  formule  de  différentiation  habituelle  conduit  à  un  résultat  illusoire. 
En  posant  x  =  ni,  il  vient 

l'intégrale  obtenue  par  ilifférentialion 


\f%  f(o.l)  dt 


f(y.t\-^t  \f^  f'[  T.I) 


est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle  (aoi^i)!  ^o  ^t  'i   étant 
positifs  et  inférieurs  à  a.  car  elle  est  comparable  aune  intégrale    /       '  , 


.M  étant  un  nombre  fixe.  En  revenant  à  la  variable  x,  on  a  donc 


F'(a) 


-[ 


f{X)^  -ÎX  f'ix) 


Proposons-nous,  comme  application,  de  déterminer  la  fonction  f{x)  de 
façon  que  la  fonction  ¥(%}  soit  indépendante  de  a.  La  dérivée  F'(a)  doit 
être  nulle,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  fonction  _/"(ar) -t- 23? _/'(  a- )  est 
nulle  identiquement,  du  moins  si  l'on  admet  que  cette  expression  n'admet 
pas  une  infinité  de  zéros  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Cette  condition 
peut  s'écrire 

4^^-L  =  o. 

f{x)  IX 
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C 

et  l'on  en  tire  J\x)  =  -^-   .Cette  fonction  répond  bien  à  la  c|ueslion  :  on 

v/.r 
a.  en  effet, 


J„      v'.îM»  — ■'■I 
comme  on  le  voit  aisément  an  moyen  de  la  .substitution  .;•  =  ï  sin'-o. 

101.  Théorème  de  D'Alembert.  —  Si,  en  calculant  séparément  les 
deux  membres  de  la  formule  (44  )i  o"  arrive  à  des  résultats  différents, 
on  doit  en  conclure  que  la  fonction  J(x, y)  est  discontinue  pour  un  sys- 
tème au  moins  de  valeurs  de  ar  et  de  y^  vérifiant  les  conditions  a^x^b, 
cSySd.  Gauss  a  déduit  de  cette  remarque  une  démonstration  très  simple 
du  théorème  de  D'Alembert. 

Soit  P(z)  un  polynôme  entier  en  .;  de  degré  m,  dont  nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  les  coefficients  réels.  En  remplaçant  3  par 

pfcosto  -t-  i  sinw), 
et  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  on  peut  écrire 

!•(;)=  P-r-i'Q, 
en  posant 

P  =  Aop'"  cosMîio  4-  .Al  p"'-i  coi(m  —  i)ui  -h .  .  ., 
Q  =  A,ip"'  sin  mm  -+-  .\ip"'-'  sin  (»i  —  i)io  -I-. . .. 

P 

Soit  \   la  fonction  arclangj=-;   on  a 

0\  dp  OG  d\  iJuj  (ko 

et,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  développer  le  calcul,  on  voit  que  la  dérivée 

seconde est  de  la  forme 

dp  Ouj 

,P  V  M 


dp  dto      I  p--r-  Q-r- 

M  étant  une  fonction  continue  de  p  et  de  (o.  Cette  dérivée  seconde  ne  peut 
devenir  discontinue  que  pour  les  systèmes  de  valeurs  (p,  to)  qui  annulent 
à  la  fois  P  et  Q,  c'est-à-dire  pour  les  racines  de  l'équation  F(^)  =  o.  Si 
donc  on  démontre  que  les  deux  intégrales 


(5J; 
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sont  inégales,   pour   une    valeur  donnée   de   K,   on   peut   en   conclure   que 
l'équation  F(;)  =  o  a  au  moins  une  racine  de  module  inférieur  à  R.  i!>r  la 

seconde  intégrale  est  toujours  nulle,  car  on  a    /        —  dm  =     —  , 

.\         '^^  '-'"•'  L  f^?  Jo)  =  o 

,JV 

et  —  est  une  fonction  périodique  de  tu,  de  période  ît:.  Calculons  de  même 

la  première  intégrale:  on  a 


et  un  calcul  facile  montre  que  —  est  de  la  forme 


d\        —  "''^o  9'"'  '^  ■ 


les  termes  non  écrits  étant  de  degré  inférieur  à  nm  eu  p,  et  le  numéraleui 
n'ayant  pas  de  terme  indépendant  de  p.  I^orsque  p  augmente  indéfiniment, 
le  second  membre  a  pour  limite  — m;  on  peut  donc  choisir  R  assez  grand 

pour  que  la  valeur  de  —— ,  pour  p  =  R,  soit  égale  à  —  m  -\-  i,  t  étant  infé- 
rieur à  /;(  en  valeur  absolue.  L'intégrale  /  ( — m  ^i- e  )  dui  est  évidem- 
ment négative  et,  par  conséquent,  la  première  des  intégrales  i  iî  i  ne  peut 
être  nulle. 

EXERCICES. 

1.   Démontrer  que  la  somme r- ->-...- a  pour  limite  log2, 

n        II  —  1  m 

lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

r  ,,./"'    >It     "] 

On  prouve  que  cette  somme  a  pour  limite  1  intégrale  définie    / 

i.  Trouver  de  même  les  limites  des  sommes 


«'■=+  (/)  —  I  f 


\J  n- — I         \/""  —  '-'-'^  \/"'  —  <."  —  ')' 

en  les  rattachant  à  des  intégrales  définies.  D'une  façon  générale,  la  limite 

de   la    somme    ^tp(j, /i)  pour  n   infini  est  égale   à   une   intégrale   définie 

lorsque  tp(î,  n)  est  une  fonction  homogène  de  degré  —  i  de  /  et  de  «. 
G.,  I.  i6 
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;î.  Trouver  la  valeur  de  l'intésiale  définie    /      iog(s\n.T)  dx  = 'og2. 

I  On  peut  partir  de  la  l'orniule  connue  de  Trigonométrie 

T.    .     ■>-  .    (  n  -^  I  \-  n 

1-1  n  —  SI  11 •  •  sin = , 

n  n  n  i"-' 

011  s'appuyer  sur  les  égalités  presque  évidentes 

/     logi  sina")rfa- =   /      log(cosj-)  <y,i- =  -    /      log(^^ — — ^  j  rfa-.  I 
4.   Déduire  de  la  précédente  la  valeur  de  l'intégrale  définie 
/      (x —  —  jlangxdx. 

.'i.    Méniontier  que  l'on  a     1      — — dx  =  — log). 

I  <  In  peut  poser  J^  =  tangç.  et  partager  l'intégrale  (d)lenue  en  trois- 
parties.] 

*0.  Trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie    /      log(i  —  22  cosa:  +  a^)  rfj?. 

•-'0 

I  Poisson.] 

En  partageant  l'inlervalle  de  o  à  7:  en  n  parties  égales  et  iippliquanl 
une  formule  connue  de  Trigonométrie,  on  est  conduit  à  clierclior  la  limite, 
pour  II  infini,  de  l'expression 

-log    2 !.(a2"—  I)    : 

-  1   et  -(-  I,   celte  limite 

7.  1,'inlégrale  définie    /  — .  où  a  est  positif,  est  égale 

J^^     \/i  —  2a  C0S3"  -h  a' 

.    i     ■ 
a  2  SI  a  est   <i.  et  a  -  si  a  est  >i. 

X 

8.  Soient/i  x)  et  f{x)  deux  fonctions  inlégrables  dans  l'intervalle  (a,  b). 


si  a  est  compris  entre  — 1   et  -i-i,   celte  liniile   est  nulle.   Hlle   est   égale 
à  Ti  loga^,   si   a^>'  1 . 
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Démonlm  riiicfjalité  fie  Seliwai/. 

(    f    f'^,h:^  <    /     p{x)(Lrx   f    -f-'(.r)f/.r. 

l'égalili'    ne    pouvnrit    a\iiii   lien  (|iie  si  le  ra|i|i(irl    -   est  ednslant. 

(In  |ieul  ieniai-i|UiT.  |iai-  e\eiM|ile,  ijne  l'iiilé^iale  /  \7./ix)-r-  i,<f(.r)]-d3: 
est  une  forme  i|iiadi'ati(|ue  délinie  positi\e  en  a,  p. 

it.  Soient  fix)  el  &(./»  deux  l'onctions  continues  dans  l'inteivalle  (a,  b) 
et  (  a,  ,r,,  j-2,  ..../>  )  une  division  de  cet  intervalle.  Si  l'on  prend  deux 
valeurs  quelconques   ç,,   r,,   dans  chaque   intervalle    partiel    (3:,_i,.r,),    la 

somme    t    /"(  ^i)  Ç(  Tj/)  (x, —  -''i-i  )  a    |)OUi    limite   rinléi;rale   définie 

f    f(x)-^ix)dT. 

10.  Soit  /{.r)  une  fonction  ontinue  et  positive  dans  l'intervalle  («,  b). 

/''  .                  f''   c/.v 
f'(.i- )  c/.r,    I     — est  minimum 
•  ',    /'■'■' 
lorsque  la  fonction  est  constante. 

11.  Soit  I     l'Indice  d'une  fonction  (  n"  79)  entre  .r„  et  j,.  On  a  la  relation 

où  E=-i-i  lor.*que  /{Xo)'>o,  /(a-,  )  <  o,  e  — —  i  lorsque  /(.r„  )<  o, 
/(Ti  )  >  o,  et  £  =  0  lorsque  /(a;,,)  el/ixj)  ont  le   même  signe. 

On    ap|dique     la    formule    de    la    page    i8i)    aux    deux    fonctions  fix) 
I 
et 

*12.  Soient  U  el  V  deux  polynômes  de  degrés  ii  el  n  —  i  piemiers  entre 
eux.   L'indice  de  la  fraction   rationnelle  yr»   entre  les  limites  — x  et  -f- oo 

de  la  variable,  est  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  U  -H  ï  V  =  o,  où  le  coefficient  de  i  est  positif,  et  le 
nombre  de  ces  racines  où  il  est  négatif. 

[Hkr.mite,  Bulletin  de  la  Société  matliématiijue,  t.  Vil,  p.  128.] 

*13.  Etablir  le  second  théorème  de  la  moyenne  au  moyen  il'une  intégra- 
lion  par  parties. 
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Soient  f(r)  et  tfi(j")  deux  fonctions  continues  dans  riniervalle  (  a,  b  ) 
dont  la  première  f(x)  est  constamment  croissante  ou  constamment 
décroissante  et  admet  une  dérivée  continue.  On  a,  en  posant 

<t>(,r  )  =  /     ■■fijr)  dx, 
et  intégrant  par  parties. 

1     /(T)o(x)rl.r  =f(b)<Pib}—  j    f  {r)^ix)  dx; 

la  dérivée  f'ix)  ayant  un  signe  constant,  il  suffit  maintenant  d'appliquer 
la  première  formule  de  la  moyenne  à  la  nouvelle  intégrale. 

14.  Vérifier  que  l'intégrale   définie     /  r  dy — r  dx.   prise   le   long   d'un 

contour  fermé,  se  change  en  une  intégrale  de  même  forme  quand  on  passe 
d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  autre  système  d'axes  rectangu- 
laires de  même  disposition. 

15.  De  la  formule 

r''  > 

/     coslx  dx  — -(s'inlb  —  sin),«) 
déduire  les  intégriiles  définies 

/     .r2/'-t-i  sinXxrfa-,         /     x-i' cos'/.x  dx. 

16.  Étant  données  deux  courbes  planes  quelconques  C,  C,  on  fait  cor- 
respondre les  points  (x,r),  {x'.y')  des  deux  courbes  où  les  tangentes 
sont  parallèles.  Le  point  de  coordonnées  Xi  =  px  ^qx' ,  y\=  py  -^  <}y', 
ail  p  cl  q  sont  des  constantes  données,  décrit  une  nouvelle  courbe  Ci,  et 
l'on  a,  entre  les  arcs  correspondants  des  trois  courbes,  la  relation 

S\^± ps  ±  qs'. 

17.  Les  arcs  correspondants  des  deux  courbes 

^ix  =  tf'(t)-f(t)    -+-<f'(t),         ^,   {  x  =  tf>t)-  fit)    -o{t), 
^  \  y=    f'(t)   -t<s'{t)  -1-a  (O.  \  y  =  f\n   -^  t 'i  (t)  —  <a{t) 

ont  la  même  longueur,  quelles  que  soient  les  fonctions  f(t),  fit). 

18.  Étant  données  dans  un  plan  n  courbes  Ci,  Cj,  ....  C„.  on  abaisse 
d'un  point  iVl  du  même  plan  des  normales  MP,,  ...,   -MP„  à  ces  courbes. 
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Soit  /,  la  lonuiUMjr-  AH',.  Le  lieu  des  points  M  tel?  que  l'on  ait  une  lelalion 
lie  t'orme  donnée  \'{fi.  /;,  ....  /„  )  =  o  entre  les  /(  longueurs  /,  esl  une 
courbe  F.  Si  l'on  porte  ^nr  clia(|iie  droite  MP,,  et  dan'  un  sens  convenable, 

une  longueur  proportionnelle  à  —j-,  la  résultante  de  ces  n  segments  donne 

la  direclion  de  la  normale  à  la  courbe  1\  Kxtension  aux  surfaces. 


li).  Soit  C  une  courbe  rciiiiée.  Le  lieu  des  points  .\  tels  que  l'aire  de  la 
podaire  correspondante  ail  une  \aleur  donnée  est  un  cercle  dont  le  centre 
est  fixe. 

On  définit  la  courbe  C  par  son  équation  tangentielle  rcos/  -i-_ysin  <  =_/"(<). 

20.  Soient  C  une  courbe  fermée,  Cj  la  podaire  de  cette  courbe  relative- 
ment à  un  point  A.  Co  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  A  sur  les  normales  à  C.  On  a,  entre  les  aires  de  ces  trois  courbes, 
la  relation  .U  =  :Aoi —  -A-s- 

D'après  les  propriétés  de  la  podaire  (  n"  (12  ),  si  p  et  lo  sont  les  coor- 
données polaires  d'un  point  de  C, ,  les  coordonn.es  du  point  corres- 
pondant de  Go  sont  0'  et   w -! ,   et  celles  du   point  correspondant  de  C 


«ont  /■  =  v''?'--!-  p'-  et  'i  =  to  -H  arc  tang  — • 

21.  Lorsqu'une  courbe  C  roule  sans  glisser  sur  une  droite,  tout  point  A 
invariablement  lié  à  la  courbe  C  décrit  une  courbe  appelée  roulette  : 
1°  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  la  roulette  et  la  base  est  égale  au 
double  de  l'aire  correspondante  de  la  podaire  du  point  .\  par  rapport  à  C; 
■1°  l'arc  de  la  roulette  est  égal  à  l'arc  correspondant  de  la  podaire. 

[Sthiner.] 

Pour  démontrer  ces  théorèmes  par  l'analyse,  soient  X,  Y  les  coordon- 
nées du  point  .A  par  rapport  à  un  système  d'a\es  mobiles  formé  par  la 
tangente  et  la  normale  en  un  point  M  de  C,  i  l'arc  OM  compté  à  partir 
d'un  point  fixe  O  de  C,  et  to  l'angle  des  tangentes  en  O  et  en  M.  On 
établit  les  relations 

ih  -!-  d\  =  Y  (/w,         </Y  +  X  rfto  =  o, 

d'où  les  propositions  se  déduisent. 

■V-.    i^  •                          .•■•./"!  sin.7'  I     ,         ,  ■     , . 

"l'i.   Uemontier  que  I  inlegrale    / ax-,  ou  n-i,  augmente  inde- 

I  ^  J^  X"  '  ^    '        = 

lininient  avec  /. 


CHAPITRE  V. 

CALCUL  DES  LNTÉGRALES   DÉFLMES. 


I.  —  INTEGR.VLES  INDEFINIES. 

Il  est,  en  général,  très  difiicile  de  calculer  la  valeur  diine  inté- 
giale  définie,  en  partant  de  lii  définition  ('),  tandis  que  l'intégrale 
s'obtient  immédiatement,  quelles  que  soient  les  limites,  quand  on 
connaît  une  fonction  primitive  de  f(x).  On  a  vu,  en  Algèbre  (-), 
comment  on  trouve  les  fonctions  primitives  des  fonctions  ration- 
nelles, et  de  celles  qui  s'y  ramènent  par  un  changement  de  variable, 
comme  les  fonctions  rationnelles  de  x  et  d'un  radical  carré  portant 
sur  un  polynôme  du  second  degré,  et  les  fonctions  rationnelles  de 
sin  j?  et  de  cosx.  Ce  calcul  n'exige  que  la  résolution  d'une  équation 
algébrique,  et  l'intégration  d'une  fonction  rationnelle  n'introduit 
qu'une  seule  transcendante,  le  logarithme,  car  nous  verrons  plus 
loin  (t.  II)  que  la  fonction  Arc  lang./-  se  ramène  ;'i  la  fonction 
logarithmique. 

En  dehors  de  ce  cas  très  simple,  l'intégrale  indéfinie  d'une  fonc- 
tion algébrique  ,/(j?)  est,  en  général,  une  fonction  transcendante, 
qui  ne  peut  s'exprimer  par  une  combinaison  en  nombre  fini  de 
symboles  élémentaires.  L'étude  des  propriétés  de  ces  transcên- 
•dantes  et  leur  classificalion  sont  un  des  objets  les  plus  importants 
du  Calcul  intégral.  Au  point  de  vue  du  calcul  pratique  des  inté- 
grales définies,  il  y  a  un  inlérêl  évident  à  réduire  ces  transcen- 
dantes  nouvelles  au  plus  petit  nombre  possible,  afin  de  pouvoir 


(')    \'oir  reM-iii|)l<-  (in   n"  Tu  cl  It;-  (.-NeiTicc^  :i  et  (i  du  Cliapitre  IV. 
(-)    loir,  pai'  exeinplc-,  les   Leçons  d'Algèbre  (le  Cli.  Hricil,   >"  l'artie,   i^i"  édi- 
tion revue  par  E.  Goursal  (Paris,  Delagrave;  ly^S). 
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•dresser  des  ïaliles  de  leurs  valeurs  numériques  pour  des  valeurs 
sullisanimenl  rappiocliées  de  la  variable. 

lOâ.  Formule  générale  de  réduction.  —  Dans  l'intégration  des 
fonctions  ralioiinelles  et  de  (juel(|ues  autres  fonctions,  on  a  sou- 
vent l'occasion  d'appliquer  la  méthode  générale  de  réduction  sui- 
vante. Rappelons  d'abord  que  toute  fonction  rationnelle  R.(a;) 
peut  être  décomposée  en  une  partie  entière  E(j?)  et  une  somme 

■de  fractions  rationnelles  de  la  forme  -rr^.  X  étant  premier  avec  sa 

■dérivée  et  avec  A,  et  ce  dernier  polynôme  étant  de  degré  infé- 
rieur à  X".  Si  l'on  connaît  les  racines  du  dénominateur,  on  peut 
prendre  pour  X  un  binôme  du  premier  degré,  provenant  d'une 
racine  réelle,  ou  un  trinôme  du  second  degré,  provenant  dun 
•couple  de  racines  imaginaires  conjuguées.  Mais  cette  décomposi- 
tion de  la  Traction  rationnelle  R(j;)  en  une  somme  de  fractions  de 
la  forme  -^^  n'exige  pas  que  l'on  connaisse  les  racines  du  dénomi- 
nateur, et  peut  êlie  obtenue  par  des  opérations  rationnelles,  mul- 
tiplications et  divisions  de  polynômes.  Seulement  les  polynômes  X 
peuvent  être  de  degré  quelconque,  chacun  deux  étant  le  produit 
des  facteurs  binômes  qui  correspondent  aux  racines  du  dénomi- 
nateur de  R(-y)  d'un  même  degré  de  multiplicité.  Le  calcul  d'une 
intégrale  indéfinie  de  la  forme  /  K{x)  o(x)  dx,  R(x)  étant  une 
fonction  rationnelle  et  v(x)  une  fonction  quelconque,  se  ramène 
donc  au  calcul  de  deux  types  particuliers  d'intégrales 


fE(x)o{x)dr.  /"^^TT 


■  d.T. 


Lorsque  />  est  >i,  on  peut,  dans  bien  des  cas,  remplacer  la 
seconde  intégrale  par  une  intégrale  de  même  forme,  où  l'exposant 
de  X  au  dénominateur  est  diminué  d'une  unilé. 

En  elVet,  X  étant  premier  avec  sa  dérivée,  d'après  un  lliéorofiic 
classique  d'Algèbre,  on  peut  trouver  deux  autres  polynômes  B 
■cl  C  donnant   lieu  à  l'identité 

BX  -H  CX'  =  A, 
el  nous  pouvons  écrire 
r\-^i.r)ff.r         /-BX-CX'  ,  rHalr)   ,  /-X'C-vCr)   , 
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Intégrons  par  parties  la  dernière  intégrale,  en  posant 
il  vient 

et,  en  portant  dans  la  relation  |)réeédenle,  on  a 


C.-çl.r) 
(  n  —  i)X"- 


11  peut  se  faire  que  celte  (ornnili>  de  réduction  (  i '^  soii  avanta- 
geuse poui'  certaines  Jormes  de  la  fonction  tp. 

Supposons  par  exemple  0(^7)  =  e"^,  {_(>  étant  un    fadeur  con- 
stant.   Une    intégrale     /  R(x)e'"-^f/x  se  ramène   à    une   intégrale 

que  l'on  sait  calculer  /  P(j[)(''"'' c/j^,  ^{x)  étant  un  polynôme 
(n"  87),  augmentée  d'une  somme  d'intégrales  de  la  forme 

r.a  formule  générale  de  réihiction  (1)  devient  dans  ce  cas 

/    \e<^^dx  _  Ce"-'-  /    "   '  l,     ""'     M  — I    J"^ 

et  le  calcul  de  l'inlégrale  (a)  est  ramené  au  calcul  d'une  intégrale 
de  même  forme,  où  l'exposant  de  X  est  diminué  d'une  unité.  En 
continuant  de  la  sorte,  on  est  conduit  à  une  intégrale 

r  B  ew^  dx 


où  l'on   peut  toujours   supposer  B  de   degré  inférieur  à  X,  aug- 
mentée d'une  partie  toute  intégrée  de  la  forme 

a(x) e"< 
X''-i     ' 

!p(.r)  étant  un  polynôme. 
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Consiflérons  maiiilenanl  uni'  fonclion  lalionnellc  (juelcon(]iio 
■p— ^ — >  où  ,/(r)  esl  premier  avec  F{x). 

Supposons  celle  fonclion  rationnelle  déconiposée  en  iiae  partie 

entière  E  et  une  suite  de  fraclions  -^,  X  étant  premier  avec  sa 

dérivée;  imaginons  (pi'on  applii|ne  la  méthode  précédente  à  cha- 
cune de  ces  fractions,  qu'on  ajoute  les  résultais  obtenus  ainsi  que 

l'intégrale    /  e""^  E(j")  c/.r  ;   on   ojjliendra  ruialenient  une  identité 

de  la  (orme 

V(j:)  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  F{x)  et  sa 
dérivée,  U (x)  le  quotient  de  F(^')  par  V(.?'),  P{x)  cl  Q(a-)  deux 
polynômes.  Si  l'équation  F(:r)  =  o,  de  degré  n.  a  /•  racines  dis- 
tinctes, U  est  un  poljnome  de  degré  /•  premier  avec  sa  dérivée, 
V  est  de  degré  n  —  ;■,  et  ces  deux  polynômes  s'obtiennent  par  des 
opérations  rationnelles.  Quant  au  polynôme  Q(x),  ou  peut  tou- 
jours le  supposer  de  degré  au  plus  égal  à  /• —  i.  Les  deux  poly- 
nômes P  et  Q  s'obtiennent  aussi  par  des  opérations  rationnelles. 
En  effet,  égalons  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'identité  (4)  ; 
il  vient,  après  axoir  multiplié  par  UV?"'"'^, 

(5)  /(.r)  =  (oPU-4-PU  — P^  -^  QV. 

Soit^  le  degré  inconnu  du  poUnome  P.  Le  produit  VU  est  divi- 
sible par  V,  d'après  la  délinilion  des  polynômes  U  et  V,  et, 
si  oj  jzé  o,  l'ensemble  des  trois  premiers  termes  du  second  membre 
est  de  degré  p -\- r.  (^uant  au  |)roduit  QV,  il  est  au  plus  de 
degré  n  —  i.  Cela  posé,  deux  cas  sont  à  distinguer  suivani  le 
degré  m  de  f{x)  : 

1"  Si  l'on  a  7»  >  /?  —  1 ,  1)11  doit  avoir  forcément  p  -\-  r  ^  m  ; 
2"    Si    m    ;  n  — ^  1,    on    a    aussi   p  -{-  r '^  n  —  i    et,    par    suite, 
pS  n  —  /■  —  I . 

Connaissant  ainsi  une  limite  supérieure  des  degrés  des  deux 
polynômes  P  et  Q,  on  n'a  plus  qu'à  identilier  les  deux  membres 
de  la  relation  (5).   I^es  coeflicienls  inconnus  sont  déterminés  par 
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des  équations  linéaires,  doiil  le  nomijre,  H  esl  aisé  de  le  voir,  est 
égal  au  nombre  des  inconnues. 

La  méthode  s'applique  encore  pour  w  =:  o.  Supposons,  pour 
simplifier,  m'^n  —  i,  ce  qui  est  évidemment  permis.  On  voit 
alors  aisément  que  le  degré  du  second  membre  de  (5)  serait  supé- 
rieur à  /?  —  I  si  le  degré  p  de  ^{x)  était  supérieur  à  n  —  /•.  Si  P(.r) 
est  de  degré  n  —  /•,  on  peut  évidemment,  en  retranchant  une  con- 

P 
stanle  convenable,    remplacer   la   fraction   rationnelle   ^    par  une 

fraction   rationnelle   -^i    dont    le    numérateur   est,    au    plus,    de 

degré  n  —  /•  —  i ,  et  la  conclusion  esl  la  même  que  tout  à  1  heure. 
Dans  ce  cas  particulier  où  to  ^  o,  on  a  ainsi  obtenu,  par  des  cal- 
culs rationnels,  toute  la  partie  rationnelle  de  l'intégrale  indéfinie 
■d'une  fonction  rationnelle.  Il  est  clair,  en  effet,  que  l'intégrale 

r Q(x)dx 

j         \J(X)      ' 

où  Q(-r)  est  de  degré  inférieur  à  celui  de  U,  et  U  premier  avec  sa 
dérivée,  ne  renferme  que  des  termes  transcendants.  On  ne  peut 
pousser  plus  loin  le  calcul  sans  décomposer  U  en  un  produit  de 
facteurs  de  degrés  moindres,  sauf  dans  le  cas  où  (^{jc)  serait,  à 
un  facteur  constant  près,  la  dérivée  de  \J(x).  Pour  que  l'intégrale 
d'une  fonction  rationnelle  soit  elle-même  une  fonction  rationnelle, 
il  faut  et  il  suffit  que  Q(x)  soit  itlentiqiiement  nul. 

Si   (')   est  diflérent   de  zéro,   (ui   ne  |)enl    plus  simplifier   1  inté- 

1  /'  ^Q(X)C/X  ....  .  ,  .  1  TT 

urale    /  c'"'^ -^ — ;    mais,   si    I  on   connaît   les  racines  de   U,   on 

'^  .  '  U  (  .r  ) 

peut  ramener  cette  intégrale  à  une  seule  transcendante  nouvelle. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  tontes  les  racines  réelles;  l'inté- 
grale se  décom|)ose  en  |)lusieurs  intégrales  de  la  forme 


que  l'on  peut  ramener  à  l'une  ou  l'autre  des  formes  suivantes,  en 

posant    a;  ==«-!-—'    /^  =  e',   et  faisant  abstraction  d'un   facteur 

■construit. 

Ç  g'  (ly  r    fin 
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Celle   tlerniére    intégral*'     /   z- csl    une   fonclion    Iranscetidante 

(in'on  appelle  logarithme  intégral. 

M?i.    Courbes  unicursales.   —    (  lonsidéroiis    mainlenani    d'une 
façon  i;énérale  les  inléi;ialcs  de  fondions  algébriques.   Soient 

((i)  F(  ;?•.)')  =  ■> 

réi|ualion  d'une  courbe  algéljrii|ue ,  el  R(x,  )')  une  fonction 
ralionnelle  de  .r  el  de  )■;  imaginons  i]ue  dans  R(.r,i')  on  rem- 
place Y  par  une  des  racines  de  léquation  (());  le  résultai  est 
lonction  de  la  seule  variable  ./•  et  rintégrale 

/  H  { .T.  y  )  dr 

est  une  intégrale  uhélicitne  attacliée  à  la  courbe  (6).  Lorsque  la 
courbe  donnée  et  la  fonclion  R(.i,  y)  sont  quelconques,  ces  inté- 
grales sont  des  ftiiirtions  1  l'anscendantes.  Mais,  dans  le  cas  parli- 
calier  où  la  courbe  esl  uuicursale.  c'est-à-dire  où  les  coordon- 
nées X  el  V  diin  point  de  cette  courbe  peuvent  s'exprimer  par 
des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  variable  t,  les  intégrales 
abéliennes  attachées  à  celle  courbe  se  ramènent  immédiatement  à 
des  intégrales  de  fonctions  rationnelles.  Soient,  en  ellel, 

X  =/(o,       y  =<?('> 

les  expressions  des  coordonnées  .r  el  y  en  fonclion  de  t\  en  pre- 
nant /  pour  nouvelle  variable  indépendante,  on  a 

j  \Mx,y)d:r=    j  R|/(/i,  '^(t)\f(t)dt. 

et  la  nouvelle  fonclion  à  intégrer  est  évidemment  rationnelle. 

On   démonti-e    dans    les    Cours    de    Géométrie    analytique    que 

,                           I        ,        ,          .                    ,  ,      (  n  —  I W  n  —  r>.\ 
toule  courbe  nnicursale  de  (  esre  il   possède  i'  .  .ils 

doubles,  et  que  réciproquement  toute  courbe  de  degré  n  ^  jssédant 
ce  nombre  de  points  doubles  est  nnicursale.  Je  rappel!  ,rai  seule- 
ment comment  on  peut  obtenu-  les  evjtressions  des     oordonnée» 
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en  ("onction  du  parainèlre  auxiliaire.  Etant  donnée  une  courbe  C„ 

(le  degré  //,  possedani  o=  points  doubles,  parées 

0  points  doubles  et  /?  —  3  points  siniples  de  C,[,  faisons  passer  un 
faisceau  de  courbes  de  degré  «  —  2  ;  ces  points  déterminent  bien 
un  faisceau  de  courbes  de  degré  n  ^  i,  car 

{  n  —  \)  (  n  —  il  I  II  —  •)  I  (  /t  -)-  I  ) 


et  il   laut  points   pour  cleteriiiiuer  une  courbe   de 

degré  n  —  2.  Soit  ¥ {x , y)  +  I  (^{x , y)  ^  o  l'érpiation  des  courbes 
de  ce  faisceau,  t  désignant  un  paramètre  arbitraire;  chaque  courbe 
du  faisceau  rencontre  la  courbe  C„  en  ni^n  —  2)  points,  dont  un 
certain  nombre  sont  indépendanls  de  /,  les  /(  —  3  points  simples 
choisis  et  les  S  points  doubles  dont  chacun  compte  pour  deux  points 
d'intersection.  Mais  on  a 

n  —  5  -^  2  0  =  7i  ^  î  -I-  (  /!  —  1  )  (  «  —  2  )  =  «  (  /(  —  2  )  —  I  : 

il  reste  donc  un  seul  [loint  d  intersection  variable  avec  t.  Les  coor- 
données de  ce  point  sont  données  par  des  équations  du  premier 
degré  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  t;  ces 
coordonnées  sont  donc  elles-mêmes  des  fonctions  rationnelles  de  t. 
On  pourrait  aussi  emplover  un  faisceau  de  courbes  de  degré  n  —  1 

,  (  /(   I  )   (  /(    >.  !  ■  III  T 

passant  par  les   ■    points  doubles  et   2/?  —  3   points 

simples  pris  à  volonté  sur  C„. 

c-  •  (  "  I  )  (  «  —  2  )  Il  1 

31    «  =  2,    on   a    '■ i- =  o ;  toute  courbe  du  second 

j         .        ,    j                               I       c  •               1                  i.  n  —i\{  Il  —  21  . 

degré  est  donc  uniciirsale.  01  n  =  a,  on  a  =  1;  les 

courbes  unicursales  du  troisième  degré  sont  donc  celles  qui  ont 
un  point  double.  Le  point  double  étant  pris  pour  origine,  l'équa- 
tion de  la  cubique  est  de  la  forme 

'i^{'^,y)  -t-  <f2(a",  y)  =  o, 

•jj  el  'J3  étant  des  polynômes  homogènes  d'un  degré  marqué  par 
leur  indice.  Une  sécante  y  = /.r  passant  par  le  point  double  ren- 
contre la  ciibi(jue  en  un  seul  point  variable  avec  /,  dont  les  coor- 
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données  sont 


?3<  1,    t) 


Une  courlie  iiniciiisale  du  (|Matrièiiie  degré  possède  liois  points 
doubles.  Pour  avoir  les  coordonnées  d'un  point,  on  formera  l'équa- 
tion d'un  faisceau  de  coniques  passant  par  les  trois  points  doubles 
et  par  un  autre  point  simple  pris  à  volonté  sur  la  courbe.  Chaque 
conique  de  ce  faisceau  rencontre  la  qnarliqiie  en  un  seul  point 
variable  avec  le  paramètre;  si  l'on  forme,  par  exemple,  l'équation 
aux  abscisses  des  points  d'intersection,  cette  équation,  débarrassée 
des  facteurs  qui  correspondent  aux  racines  connues,  se  réduira  au 
premier  degré  et  donnera  x  en  fonction  rationnelle  du  paramètre. 
On  opérera  de  même  pourjK- 

Prenons  par  exemple  la  lemniscate 


ipii  a  un  point  doui)le  à  l'origine  et  qui  admet  en  outre  pour 
points  douilles  les  points  circulaires  à  l'infini.  \Jn  cercle  passant 
par  l'origine  et  tangent  en  ce  point  à  une  des  bianches  de  la  lem- 
niscate 

rencontre  celte  courbe  en  un  seul  point  variable  avec  /.  Une  com- 
binaison facile  de  ces  deux  équations  donne 

n{x  —  y)^=  a^(.T'-—y"-), 
el,  en  divisant  par  x  —  >',  il  reste 

t'^(.r  — y)  =  a^(x  -h y): 

celte  dernière  équation  représente  une  droite  passant  par  l'ori- 
gine, qui  coupe  le  cercle  en  un  point  différent  de  l'origine,  dont 
les  coordonnées  sont 


On  arrive  encore  plus  vile  à  ces  formules  par  la  métliode  suivante, 
(|ui  est  applicable  à  toute  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre 
dont  on  connaît  un  point  double.   Uoupons  la  lemniscate  par  la 
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sécante  yz='Kx\  elle  renconlre  la  courbe  en  deux  [joints  de  coor- 
données 

±  a  v/i  — À-' 

Le  |Joljnome  sous  le  radical  est  du  second  degré  et,  pour  faire 
disparaître  l'irrationalité,  il  siiflira  de  poser  _^ ,'  =  (  -  j  ,  ce  qui 
conduit  liien  aux  lornuiles  précédentes. 

Remarque  l.  —  Lorsqu'une  courbe  plane  admet  des  points 
singuliers  d'espèce  supérieure,  on  démontre  que  chacun  d'eux  est 
équivalent  à  un  certain  nombre  de  points  doubles  distincts.  Pour 
qu'une  courbe  soit  unicursale,  il   sullit  que  ses  points  singuliers 

1  ,       (  'i  I  )  (  /'  ■-!  )  ■  1  II  ,-,  I 

soient  équivalents  a  points  doubles.   Par  exemple, 

une  courbe  de  degré  n  ayant  un  point  multiple  d'ordre  n  —  i  est 
unicursale,  car  une  sécante  issue  du  point  multiple  la  rencontre 
en  un  seul  point  variable. 

Remarque  II .  —  Il  peut  se  faire  que  l'on  ail  sous  le  signe    / 

une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  plusieurs  irrationnelles  dis- 
tinctes y,  ;,  ...;  on  démontre,  en  Algèbre,  que  toutes  ces  irra- 
tionnelles peuvent  s'exprimer  au  moven  d'une  seule  irrationnelle 
auxiliaire.  Supposons,  par  exemple,  <|ue  l'on  ail  l'intégrale 


/ 


^(x,  x'-,  x^' ,  . . .)  dx, 


R    étant   une  fonction    lalionnclla    cl    1rs  (Nposaiils   y.,    y.',    a",    ... 
étant  des  nombres  fracliciin.T!!  l- .   !  ;■  loiiction  U  ne  contient,  en 

1 
réalité,    qu'une    irrationnelle    .r",    D   désignant    le    dénominateur 
commun  des  fractions  a,  a',  a",  ...  réduites  au  même  dénomina- 
teur, et  il  suffit  de  poser  .t  =  <"  pour  être  ramené  à  une  fonction 
rationnelle. 

104.  Intégrales  algébrico- logarithmiques.  —  Toute  intégrale 
abébenne  attachée  à  une  courbe  unicursale  est,  d'après  le  para- 
graphe précédent,  une  fonction  algébrico-logarithmique,  c'est- 
à-dire  qu'elle  est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  >', 
augmentée  d'une  somme  de  lo"arithmes  de  fonctions  rationnelles 
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de  X  el  de  y  nuillipliés  par  des  factems  coiislanls.  Lorsque  la 
courbe  (6)  n'est  pas  une  courbe  unicuisale,  une  intégrale  abé- 
lienne  attachée  à  celle  courbe  est,  en  général,  une  foiiclion  Irans- 
cendanle  qui  ne  peut  s'exprimer  au  moyen  de  la  seide  Iraiiscen- 
darite  logarithmique.  Cependant,  quelle  que  soit  la  relation 

^ix-.y)  =  <'. 

il  existe  toujours  une  inhnilé  cic  fonctions  rationnelles  R(x,  j>')' 
telles  que  l'intégrale    /  V^(^x^y)dx  soit  algélirico-logarithmique, 

car  la  dérivée  d'une  fonction  de  celle  espèce  est  toujours  une 
fonction  rationnelle  de  x  el  de  y.  La  fonction  R(j",  v)  étant 
donnée,  il  est  en  général  très  diCficile  de  reconnaître  si  l'inté- 
grale   /  R(j7,  »')  rfx  est  une   fonction  aigébrico-logaritlirnique.   Il 

en  est  ainsi  rn  particulier  lorsqu'une  substitution  algébrique, 
mais  non  forcément  rationnelle,  permet  de  ramener  R(.r,y)  c?x 
à  une  difTérentielle  rationnelle. 

Nous  citerons  comme  exemple  les  diffcrenticlles  binômes 

x'"  (  a  3-'<  4-  b  )!'  dr, 

OÙ  m,  n.  p  sont  cominensu/ cibles.  Il  c;.t  c'air  que  la  rela- 
tion y  =  x"'{ax"  -\-  b)P  peut  être  remplacée  par  une  relation 
algébrique  entière  eu  x  et  y,  F{x,y)^o,  qui  ne  représente 
pas,  en  général,  une  courbe  iinicursale. 

Cette  courbe  est  unicursale  si  p  est  un  nombre  entier.  Eu  ellet, 
en  désignant  par  D  le  dénominateur  commun  des  deux  nombres  ni 
et  n,  il  est  clair  qu'en  posant  x  ■=  t^' ,  y  sera  aussi  une  fonction 
rationnelle  de  t.  Mais  ce  nest  pas  le  seul  cas  où  l'on  puisse  faire 
disparaître  l'irrationalité  et  achever  I  intégration.  Pour  découvrir 
de    nouveaux    cas    d'intégrabilité ,    essayons    du    changement    de 

variable 

a  X"  -^  b  ^  I  : 

vJ  vient 


\     a     /                        na  \     a     j 
I  X'"  (  ax"  -T-  è  C  rfa~  =  —    1  f  ( ) 
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la  nouvelle  iutégiale  esl  de  même  forme  que  la  première,  el  l'ex- 

,                    .   ■  «I  —  I  ,  , 

posant  qui  remplace />  est  ici i:  on  pourra  donc  achever 

I  iiitcgralion  si est  un  nombre  entier. 

D  autre  pari,  l'intégrale  peut  s'écrire 

/  x"'^"i'{a  -t-  bx-")i'  dx. 

et    l'on    voit    qu'on    a    un    nouveau    cas    diiitéyrabilité    lorsque 

m  -r-  np  —  I  m  -^  i  ■  ■  rr 

'- =: \- n  est   un    nombre  entier.    t,n  résume,   on 

Il  n  ' 

peut  ellectuer   l'intégration  lorsque  l'un   des   trois   nombres  p, 

, \- n  est  entier.  Ces  trois  cas  sont  les  seuls  ou  1  in- 

n  n  ' 

tëgrale  s'exprime  au   moyen  d'un   nombre  fini  dé  symboles  élé- 
mentaires lorsque  m,  n,  p  sont  commensurables. 

Pour  eflectuer  l'intégration  lorsqu'elle  est  possible,  il  est  com- 
mode de  ramener  d'abord  l'intégrale  à  une  forme  plus  simple  où 
ne  figurent  que  deux  exposants.   Posons  pour  cela  ax"^bl;  il 

vient 

t  1 

X  =  i  -]  t",         dx  =  -  {  -  )  t"      dt. 
\a /  Il  \ a I 

i x"^{ax<'^b)P  dx  =  —  (  -  j  ^  t~^        '(1^0''^'- 

En  faisant  abstraction  du  facteur  constant  et  posant 
m  —  1 

on  est  conduit  à  l'intégrale 

I  t'iii  —  /  II'  dt. 

et    les    cas    d'intégrabilité    sont    le»    suivants    :     /'(//;    des    trois 
nombres  p,   q,  p  +  q  doit  être   un   nombre  entier. 

Si  p  est   entier  et  q  ^  -,    on   posera   t=ii';    si   q  est   entier 

el  p=^-,   on   posera   de   même    i -|- /  =  w^.   Enfin,    si  p -\- q  est 
entier,  on  peut  écrire  l'intégrale 
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et  l'on  n'a  cju'à  poser  i  +  /  =  /ii^.  tii  su[)|)Os;nii  />  ^  -  .   [loiii  laire 
disparaître  l'irratioDalilé. 

Prenons  par  cximplf  I  iiiléi;ral<' 


/•.■^7 


on   a  ///  ^  1  ,   //  =  j    //  ^     ,  +  /;  z=  I  .  On  est  donc  dans  un 

'  i        /i  ' 

cas  d'intégrabilili'.  En  posant  d'abord  x'=/,   on   est  conduit  à   la 
nouvelle  intésraie 


et  il  sidlira  dn  nnnveaii  chan4;emenl  de  varialile  i  +  /=  lu\  pour 
faire  dispai'aili'e  le  radical. 

lOo.   Réduction  des  intégrales  elliptiques  et  hyperelliptiques.  — 

Soit  P(x)  un  polynôme  entier  de  de^'ré/;,  premier- avec  sa  dérivée. 
Une  inli'grale 

/  H[.r,  /PT^ijo'.r. 

OÙ  R  désigne  une  fonction  rationnelle  de  .r  et  du  radical  j"  =  y/P(j:), 
ne  peut  pas  en  générai  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  élémen- 
taires, lorsque  le  degré  de  P(x)  est  supérieur  à  2.  Ces  intégrales, 
qui  sont  des  cas  particuliers  des  intégrales  abéliennes  les  plus 
générales,  se  décomposent  en  une  partie  algébrique  et  logarith- 
mique, et  en  un  certain  nombre  d'intégrales  spéciales  qui  consti- 
tuent des  transcendantes  nouvelles  qu'on  ne  peut  exprimer  au 
moyen  d'un  nombre  fini  de  symboles  élémentaires.  Nous  allons 
exposer  celle  réduction. 

La  fonction  rationnelle  R(x,j')  est  le  quotient  de  deux  poly- 
nômes entiers  en  r  et  en  y\  en  remplaçant  une  puissance  paire 
de  y^  telle  que  y-i ,  par  [P(j;)]?,  et  une  puissance  impaire,  telle 
que  y-?"''',  par  j^'[P(j:)]?,  on  voit  qu'on  peut  supposer  les  deux 
termes  de  la  fraction  du  premier  degré  en  y^ 


C-t-DK 


A,  B,  C,  D  étant  des  polynômes  entiers  en  x.  En  multipliant  les 
G.,  I.  17 
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deux  termes  par  C  —  Dy  et  remplaçant  de  nouveau  y^  par  P(^), 
on  peut  encore  écrire 

et  l'intégrale   considérée  se  partage  en   deux   autres,    dont   l'une 
/  — — ^  est  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  el  dont  la  seconde 

/   -^dx.  qui  peut  s  écrire 


r      W  d.r 
J    Ni/P(x) 


M  et  N  étant  deux  polynômes  entiers  en  x.  doil  seule  nous 
occuper.  La  fraction  rationnelle  -j^  |)eut  être  décomposée  en  une 
partie  entière  E{x)  el  en  une  somme  de  termes  fractionnaires 

chaque  polynôme  X,  étant  premier  avec  sa  dérivée.  On  n"a  donc 
à  considérer  que  deux  sortes  d'intégrales 


Les  intégrales  Y,„  s'expriment  toutes  au  moyen  des  p  —  i  pre- 
mières Y  „,  Y,, Yp_2,  et  de  quantités  algébriques,  si  P(x) 

est  de  degré  p. 
Soit,  en  effei, 

Y'{x)  =  a^xl'-^  a,3-''-'-i-.  .  . . 
On  a 

im.r'"^'  Pi  .ri  ^  ,?•'"  F  (.r)_ 

le  numérateur  est  un  polynôme  de  degré  /n  +/;  —  i  dont  le  lerme 
de  degré  le  plus  élevé  est  (2m  +  p)aoX"''*~P~' .  Il  vient,  en  inté- 
grant les  deux  membres  de  l'égalité  précédente, 

:>.  X"'  /p  (  .r  )  =  (  2  77i  +  /)  )  Oo  Y„,_^p_i  -1- . .  . , 
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les  termes  non  écrils  contenant  les  intégrales  Y  d'indice  infé- 
rieur à  ni  -\- p —  I.  Faisons  successivement  dans  cette  for- 
mule /»  ^  o,  I,  ',,  ...  ;  nous  pourrons  calculer  de  proche  en 
proche  Y^_,,  Y^^,  ...,  au  moyen  d'un  terme  algébrique  et  des 
p  —  I  intégrales  Y^,  Y, ,  ....  \  p_-^. 

Relativement  aux  intégrales  de  la  secoiule  forme,  il  y  a  deux  cas 
à  distinguer,  suivant  que  X  est  premier  ou  non  avec  P(x). 

i"  Si  X  est  premier  avec  P(.i'),  l' intégrale  7^n  se  ramène  à 

un  terme  algébrique,  à  une  somme  cV intégrales  \i(,  et  à  une 

nouvelle  intégrale 

B  dr 


f 


\^/P{T 


où  B  est  un  polynôme  d' un  degré  inférieur  à  celui  de  X. 

Puisque  X  est  premier  avec  sa  dérivée  X'  et  avec  P(^),  X"  est 
premier  avec  le  produit  PX'.  On  peut  donc  trouver  deux  polj- 
iiomes  X  et  [ji.  tels  que  l'on  ait  identiquement  ÀX"  -t-  ii.X'F*  =  A,  et 
l'intégrale  se  partage  en  deux  autres 

La  première  partie  est  une  somme  d'intégrales  \,-;  si  /;  >  i ,  on 
peut  intégrer  par  parties  la  seconde  intégrale  en  posant 


IJL  V    f    =    » , 


(n  —  i)\'- 


ce  qui  donne 

IX  \/P  X'  ilx 


p 


(n  —  i)X"-i  ^  H  -  I  j    ,,X"-i  v/P(F) '^  '"' 


La  nouvelle  intégrale  est  de  même  forme  que  la  première,  sauf 
que  l'exposant  de  X  est  diminué  d'une  unité.  En  continuant  la 
réduction  autant  de  fois  que  possible,  c'est-à-dire  tant  que  l'expo- 
sant de  X  est  supérieur  à  un,  on  arrivera  à  un  résultat  de  la  forme 


/ 


A  d.r 


X"v/P(- 


r  p.  dx       rCd.T 
J  Xv/P^j    /P 


Dy/P 


B,  C,  D  étant  trois  polynômes,  et  l'on  peut  toujours  supposer  le 
premier  B  de  degré  inférieur  à  celui  de  X. 


2b0  CHAPITRE   V.    —    CALCUL    DES    INTEGRALES    DEFINIES. 

■2°  Supposons  que  X  ei  P  aient  un  diviseur  commun  D,  de 
façon  que  X  =  YD,  P^SD,  les  polvnomes  D,  S,  Y  élant  pre- 
miers enlre  eux  deux  à  deux.  On  peul  trouver  deux  polynômes  X. 
IX  tels  que  A  =  XD"-t-  pi. Y",  et,  par  suite,  on  peul  écrire 


j     W^  ~J    Y"  y/P       J    i>7ï 


v/p 

La  première  intégrale  est  de  la  (orme  de  celles  dont  on  vient  de 
s'occuper;  quant  à  V intégrale 


f 


[jt  dx 
D"  y/P  ' 


OÙ  l)  est  an  diviseur  de  P,  elle  se  ramène  à  un  terme  algé- 
brique et  aux  intégrales  Y. 

En  effet,  D"  étant  premier  avec  le  produit  D'S,  soient  X,  et  ]x^ 
deux  polynômes  tels  que  l'on  ail  À,  D"  +  iji,  D'S  =  a:  l'intégrale 
considérée  [leul  s'écrire 

cIt    _    ri,  d.r         /-(Ji,  SD' 


.  '    D"  /p      ,/     /P        J    D"  /P 


Écrivons  la    seconde    de    ces   deux   intégrales,    en    remplaçant    P 
par  SD, 


/V./s 


r  dx, 


D  2 

el  intégrons  par  parties  en  jiosanl 

"  =  \M  v/S,  V  = — —; 

n  —  ;^  d"     5 

il  vient 

.d.r  /'X|  rf.r  (J^i  yS  '  /'2  (Ji'i  S  H- (i|  S' 


/•   jJ-d-r    ^    /'Al  dx jx,  y/b  _^         '  /'ai-^i  s  H- 

J  yy^v    J   v/p      („_L\Y)''-i    ■'«-' j     D"-' 


_      dx. 
v/p 


C'est  encore  une  formule  de  réduction;  mais  ici,  à  cause  de  l'ex- 
posant fractionnaire  n ,  on  peut  pousser  la  réduction  jusqu'au 

terme  où  D  ne  figure  plus  qu'à  la  première  puissance  au  dénomi- 
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naleur,  el  I  on  arrive  à  un  résultat  de  la  forme 


/•   .jLrfj-    _  Ky/P         r  H  (/r 


Ky/P 

H  et  K  élanl  deux  polviiomes. 

,,,,.,.■  ■     .      ,     r^\r/.T  ,       , 

Ln   définitive,   toute  inteirrale    /  =  se  ramena  a    une   partie 

algébrique  el  à  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 

l'  .r'"  c/x  /■  Xi  dx 

J        V'P  J     Xy/P' 

OÙ  m  est  au  plus  égal  k p  —  2,  où  X  est  premier  avec  sa  dérivée  X' 
et  avec  P,  el  où  X,  est  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  X.  Cette 
réduction  n'exige  que  des  additions ,  multiplications  et  divi- 
sions tle  polynômes. 

Si  l'on  connaît  les  racines  de  léqualion  X  =  o,  on  peut  décom- 
poser chacune  des  fractions  rationnelles  ^  en  une  somme  de  frac- 
tions simples  de  la  forme 

A  H  /•  —  C 


{.V 


A,  B,  C  étant  des  constantes,  de  sorte  (|ii  on  est  conduit  à  deux 
nouveaux  types  d'intégrales 


/ 


(hx^C)dx 


J    (,r  —  ai  v'P(.r  I  J    [(.r  —  a)2— â^J  /P(  .?•) 

qu'on  peut  ramener  à  un  seul,  le  premier  des  deux,  en  convenant 
d'admettre  pour  le  paramètre  a  des  valeurs  imaginaires.  Les  inté- 
grales de  cette  forme  sont  appelées  intégrales  de  troisième  espèce. 
On  appelle  intégrales  de  première  espèce  les  intégrales  Y,,,,  où  m 

est  inférieur  à  —  —  i;  les  intégrales  Y,,,,  où  m  est  égal  ou  supé- 
rieur à  —  —  1,  sont  les  intégrales  de  deuxième  espèce.  Les  inté- 
grales de  première  espèce  possèdent  une  propriété  caractéris- 
tique :  elles  conservent  une  valeur  finie  lorsque  la  limite  supé- 
rieure de  l'intégrale  croît  indéfiniment  ou  devient  égale  à  une 
racine  de  V{x)  (n'"'91,  92,  93).  Mais  la  distinction  actuelle  entre 
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les  intégrales  de  deuxième  el  de  troisième  espèce  ne  doil  élre 
acceptée  qu'à  titre  |irovisoire.  La  véritable  distinction  sera  faite 
plus  tard. 

Remarque.  —  Nous  n'avons  rien  supposé  jusqu'ici  sur  le 
degré />  du  polynôme  P(.r).  Si  ce  poljnome  est  de  degré  impair, 
on  peut  toujours  augmenter  le  degré  d'une  unité.  Soit  en  effet 
P(x)  un  polynôme  de  degré  iq  —  i 


P(.7-)  =  Ao.r2'7-'H-  K^x-n-"--^. .  .-+-  A; 


Y/-1  : 


posons  x  =  rt  H 1  a  n'étant  pas  racine  de  P(.i').  H  vient 

F  a-)  =  P(«)  +  P  («    -  -H...  H -f  -— -  =  r— ' 

P,(j')  désignant  un  polynôme  de  degré  nq.  On  a  par  suite 

et   toute   intégrale  qui   contient   lationnellement  x  et  \/P(x)    se 
change   en    une    intégrale    d'une    fonction    rationnelle    de  y    et 

de  v/lMr)- 

Inversement,  si  l'on  a  sous  le  radical  un  |)olynome  P(.r)  de 
degré  pair  2(/,  on  peut  abaisser  d'une  unité  le  degré  de  ce  poly- 
nôme, pourvu  qu'on  en  connaisse  une  racine.  Soit  en  effet  a 

une  racine'de  l'équation  P(.r)  =:  o;  en  posant  x=^a  -\ >  il  vient 

P3-)  =  P(a h.  ..H ; =   r ' 

'  y  (29)!    y"'        y"' 

Pi  iy)  étant  de  degré  iq  —  i ,  et  l'on  a  par  suite 


>'  I  y,, 

La    nouvelle    intégrale    ne    contiendra    d'autre    irrationalité    que 
y/P,  {y)   sous  le   signe  il'intégralion. 

106.  Cas  d'intégration  algébrique.  —  On   peut  obtenir  par    un    calcul 

/M  dx 
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passer  par  tous  les  intermédiaires  qui  ont  été  employés.  Soient  V  le  plus 
grand  commun  diviseur  du  polynôme  N  et  de  sa  dérivée,  \V  le  plus  grand 
commun  diviseur  de?  deu\  polynômes  N  et  P,  et  enfin  U  le  quotient  de  N 
par  le  produit  \  W.   D'après   ce  qui  a  été  démontré  au  numéro  précédent, 

-  Q  v'F 

I  intéerale  considérée  est  égale  aune  partie  algébrique  de  la  lornie    .  .,-.  > 

.        .     .       ,     f  Sdx 
augmentée  d'un  certain  nonibie  d'intégrale?  Y,,  et  dune  intégrale  /    t=, 

Q  et  S  étant  deux  polynômes.  Comme  toute  expression  F(x;\/P,où  F(ar) 
est  un  polynôme,  est  une  somme  d'intégrales  Y,,  on  peut  écrire 


le  degré  de  Q  étant  inférieur  au  degré  de  \  W,  et  le  degré  de  S  inférieur 
au  degré  de  U.  Les  trois  polynômes  U,  V,  W  s'obtiennent  par  des  opéra- 
tions rationnelles;  il  en  est  de  même  des  trois  polynômes  Q,  S,  T.  En 
effet,  en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres  de  la  formule  précédente 
et  multipliant  par  N  \/F,  il  vient 

M  =  TN  -  Q  P  U  ^  ;^  P'QU  -  QP  ^^  -  QP  ^  -  SVW. 

et  l'on  a  une  limite  supérieure  du  degré  de  T  en  observant  que  le  degré 
de  T-N  est  au  plus  égal  au  plus  haut  degré  de  tous  les  autres  termes.  Ayant 
ainsi  obtenu  une  limite  supérieure  du  degré  des  polynômes  0,  S,  T,  on 
déterminera  leurs  coefficients  par  un  calcul  d'identification.  On  est  assuré 
à  l'avance  que  les  équations  trouvées  sont  compatibles,  puisque  cette  dé- 

composition  est  possible.  L  intégrale  /  — -=-  peut  a  son  tour  se  décom- 
poser en  une  partie  algébrique  et  une  combinaison  linéaire  des  p  —  i  inté- 
grales Yo,  ....  Y'p_2.  On  peut  donc  toujours,  par  des  opérations  rationnelles, 
mettre  l'intégrale  proposée  sous  ia  forme 


J  n7 


P 


le  degré  de  T,  étant  au  plus  égal  à  />  —  2,  et  celui  de  S  étant  inférieur  au 
degré  de  U,  R(a7)  désignant  une  fonction  rationnelle. 

Pour  que  l'intégrale  soit  une  fonction  algébrique,  il  faut  et  il  suffit  que 

les  deux  polynômes  Tj  et  S  soient  nuls.  Toute  intégrale   /  R{x,  i/¥)  dx  se 

décomposant  en  une  intégrale  de  fonction  rationnelle  et  une  intégrale  de 
la  forme  précédente,  on  peut  donc  toujours,  par  des  opérations  ration- 
nelles, reconnaître  si  cette  intégrale  est  une  fonction  algébrique  et  dans  re 
cas  l'obtenir  explicitement. 
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107.  Intégrales  elliptiques.  —  Lor.<qae  le  polynôme  P(j;)  esl 
du  second  degré,  la  mélhode  de  réduction  générale  qui  vient  d'être 
exposée  permet  de  ramener  l'intégration  d'une  fonction  ration- 
nelle de  ,r  et  dey/P(a;)  au  calcul  des  intégrales 


qu'on  a  appris  à  calculer  directement  en  Algèbre. 

Le  cas  le  plus  simple  après  celui-là  est  celui  des  intégrales  ellip- 
tiques, où  P{x)  est  du  troisième  ou  du  quatrième  degré;  les  deux 
cas  se  ramènent  d'ailleurs  l'un  à  l'autre,  coniniie  nous  venons  de 
le  voir.  Soit  donc  P(^)  un  polynôme  du  quatrième  degré,  n'ajant 
que  des  facteurs  linéaires  simples,  et  à  coefficients  réels;  nous 
allons  d'abord  montrer  qu'on  peut  toujours,  par  une  substitution 
linéaire  réelle,  le  ramener  à  un  polynôme  n'ayant  que  des  termes 
de  degré  pair. 

Soient  a,  b,  c,  d  les  quatre  racines  de  P(  J")  =:  o.  Il  existe  une 
relation  d'involntion 

( 7  )  hx' x" -H  M  ( a?'  +  .r"  )  -f-  N  =  o, 

qui   est  vérifiée  par  x'  =  a,  x"  =  6  et  par  x'  =  c,  x"  =  d.  On  a, 
pour  déterminer  les  coefficients  L,  M,  N,  les  deux  relations 

Lab  -f-  M(a  H-  6)  -I-  N  =  o, 

Lcd  -I-  M I  c  -i-  d)-hN  =  o, 

■et  l'on  voit  qu'on  [jent  prendre 
\j  =  a -h  b  —  c  —  d.  M  =  cd — ab.         N^abic-^d)  —  cd(a^-b). 

Appelons  a  et  3  les   points  doubles  de  l'involution    précédente, 
c'est-à-dire  les  racines  de  l'équation 

L 11^  -i-;-2  M  «  -H  N  =  o  ; 

la  condition  de  réalité  de  ces  racines 

(cd  —  aby-  —  ( a  -h  b  —  c  —  d)[ab{c  -h  d)  —  cd{a  -^  b)\y-  o 

peut  s'écrire,  comme  le  prouve  un  calcul  facile, 

<8)  (a  —  c){a  — d){b —  c)(b  —  d)>n. 
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On  pciil  Loujoiiis  s  arranger  de  façon  (|iic  celte  condilioii  soil  v('ti- 
fiée.  Si  les  quatre  racines  «,  b,  c,  d  sont  réelles,  il  suffira  de 
prendre  pour  a  el  b  les  deux  plus  grandes;  les  quatre  fadeurs 
de  (8)  sont  alors  positifs.  Si  l'équation  P(x)  =  o  a  deux  racines 
réelles  seulement,  on  prendra  pour  a  el  b  ces  deux  racines  réelles 
et  pour  c  et  (^  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées;  les  fac- 
teurs a  —  c  et  a  —  d  sont  alors  des  iniaginaires  conjuguées,  ainsi 
que  b  —  c  et  6  —  d.  Enfin,  si  les  quatre  racines  sont  imaginaires, 
on  prendra  pour  a  el  b  deux  racines  conjuguées,  et  pour  c  et  rf  les 
deux  autres  racines  conjuguées.  Les  quatre  facteurs  de  (8)  sont 
encore  conjugués  deux  à  deux.  D'ailleurs  les  valeurs  correspon- 
dantes de  L,  M,  N  sont  réelles. 

Cela  posé,  observons  que  la  relation  (7)  [)eut  s'écrire 

(9>  """'        """ 


.r" 

—  'r' 

^.r 

■^ 

a 

1 

) 

1 

SI  nous  posons =  =1'.  ou  .r  =  — il  vient 

'  ./■  —  li        ■  !■  —  ' 

P(j-)  = 

P\{y)  étant  un  nouveau  polvnome  du  quatiiènie  degré  à  coeffi- 
cients réels  dont  les  racines  sont 

ti  —  X       b  —  ï       c  —  2       d  —  ï 

rt  —  3'      6  —  i'      c—  'p'      ri'—  3' 

D'après  la  formule  (^9),  ces  quatre  racines  vérifient  par  couples  la 
relation  y'  -\-y^'  =:  o;  le  polynôme  P|  (  y)  n'a  donc  que  des  termes 
de  degré  pair. 

Si  les  quatre  racines  a,  b.c.  c/ vérifieni  la  relation  «  -|-  b^  c  -^  d, 
on  a  L  =  o,  et  l'un  des  points  doubles  de  rinvolulion  sen  va  à 
l'infini.  En  posant  x  r= --.  l'équalion  (-)  peut  s'écrire 

3-'  —  a  +  j-"  —  a=o, 

et  il  suffira  de  poser  x  =  0.-^-^-,  pour  obtenir  un  polynôme 
n'ayant  que  des  termes  de  degré  pair. 

Nous  pouvons  donc  supposer  P{x)  ramené  à  la  forme  cano- 
nique 
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toute  intégrale  elliptique  se  ramène  alors,  abstraction  faite  d'un 
terme  algébrique  et  de  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle,  aux 
intégrales 


,r2  d.j 


/d.r  r x  i/.r /  ■ -r-  d.r 

v/Ao:r»-i-A,.r2  +  A2'     J    /Ao-r' +  A, x'-r- Aa'  J    v^Ao-r^ -t- A,3-2  + Aj 

et  à  des  intégrales  de  la  forme 

/ 


(x  —  a)  v/Aoa-'-i-  Ai;f^--4-  A, 


L'intégrale 


J.  v/:^ 


d.r 


est  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce;  si  l'on  considère 
inversement  x  comme  fonction  de  ;<,  on  a  une  fonction  ellip- 
tique. La  seconde  intégrale  se  ramène  à  une  intégrale  élémentaire 
en  posante;-  =  a.  La  troisième  intégrale 


/ 


X^  dx 


\/A.oX''+  A,x''^  a. 


est  l'intégrale  de  seconde  espèce    de    Legendre.    Enfin   on   peut 
écrire 


f '-^r==f 

J    (x  —  a)\/P(x)      J 


(x-^  a- )  \/Pi  X) 


r  dx 

""  /  ~i — r~ 

J    {x^—a'-)s 


)</P(x) 


l'intégrale 


/ 


dx 


(x^-¥-  h)  y/Aoa:*+  Ai^^'-t-  As 


est  l'intégrale  de  troisième  espèce  de  Legendre. 

Les  intégrales  elliptiques   ont  été  appelées   ainsi,    parce  qu'on 
les  a  d'abord  rencontrées  dans  le  problème  de  la  rectification  de 

l'ellipse.  Soient 

x  =  acos<f,         j'=6sinç 

les  coordonnées  d'un  point  d'une  ellipse;  on  a 

ds'^  =  dx--^  dy-  =  (  a^  sin-^f  -+-  b-  cos^-f  )  d-Ji-, 
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ce  qii  on  peul  encore  écrire,  en  posHnl  a- —  b-  =  e-a-. 


c/s  =  17  y'  I  —  (■-  Il  1?-  ■:,  (/i, 

el  l'intégrale  qui  représente   un   arc   d'ellipse  devienl.  en  posant 
cos  -j  =  (. 


I    II  —  e'-t-    ,  t  'I  —  e'-t-  , 

,'         v''  — '-  .'     V  I  I  —  A- 1  I  I — t'-/=j 

un  arc  dellipse  sexprime,  comme   Ion  voit,  parla  somme  dune 
intégrale  de  première  espèce  et  d'une  intégrale  de  seconde  espèce. 
Prenons  encore  la  lemniscale  représentée  par  les  équations 


t'—a- 
on  trouve,  en  faisant  le  calcul.  c|u'oii  a 
ds-  =  d.r'^  —  dv'-  =  — — 


L'arc  de  la  lemniscate  sexprime  donc  par  une  intégrale  elliptique 
de  première  espèce  ('). 

lOîS.  Intégrales  pseudo-elliptiques    —  11  arri\e  quelquefois  qu'une  inté- 
grale /  F[a;,  y/P(.rj]rf.r,   où  P(.r)  est  un   polynôme   du  troisième  ou  du 

quatrième  degré,  peut  s'exprimer  au  moyen  d'une  fonction  algébrique  et 
d'une  somme  de  logarithmes  de  fonctions  algébriques,  en  nombre  fini;  de 
pareilles  intégrales  sont  dites  pseudo-elliptiques.  Voici  un  cas  assez 
étendu  où  il  en  est  ainsi  :  Soit 

(lo)  hx' x'-i-'S\{x' ^- x" )  ^-"S  =  o 

une  relation  d'involution  faisant  correspondre  deux  à  deux  les 
quatre  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  P(ar)  =  o;  si  la 
fonction  rationnelle  fi.  x)  est  telle  qu'on  ait  identiquement 


(><) 


A--/(-|^)=«- 


r  f(x) dx 

Vintégrale  j   ' — est  pseudo-elliptique. 

J     \/P(x) 


(')   Cette  propriété  appartient  à  toute   une  classe  de  courbes  découvertes  par 
Serret  (  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  II,  p.  264  ). 
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Soient   a,    |î   les  points   double?    de    l'involution  :    la    relation  (lo)   peut 
s'écrire,  comme  on  l'a  déjà  remarqué. 

(12) 


r-'-(i 


Pi.r)=    '■'■'" 


(1— .!■)-  ('— .T)" 

el  par  suite 


dx  (  a  —  p  )  tfy 


i/l'(.r)  K'\\{,r) 

P,(^')  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré  qui  ne  renferme  que  les 
puissances  paires  de  _>'  (n"  107).  Quant  à  la  fraction  rationnelle /(a-),  elle 
se  change  en  une  fraction  rationnelle  f^y),  telle  qu'on  ait  identique- 
ment f(y)  -+-  tf(  —  y)  =  o:  car,  si  deux  valeurs  de  .r  sont  liées  par  la  rela- 
tion (i2),  les  valeurs  correspondantes  y\  y"  de  y  vérifient  la  relation 
y  -^- y"  =  0.  On  voit  donc  que  la  fonction  ifiy)  est  de  la  iorme  yif{y^), 
4*  étant  une  fonction  rationnelle  de  ^j''^:  l'intégrale  proposée  devient  par 
conséquent 

r       y^(y'^)dy 

et  il  suffit  de  poser  j'-  =  z  pour  être  ramené  à  une  intégrale  élémentaire. 
La  proposition  est  donc  établie,  et  l'on  a  de  plus  le  moyen  d'effectuer  la 
réduction. 

Le  théorème  est  encore  vrai,  si  le  polynôme  V'{x)  est  du  troisième 
degré,  pourvu  qu'on  regarde  une  des  racines  de  ce  polynôme  comme 
infinie.  La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  la  précédente. 

Par  exemple,  si  l'équation  P(.r)  =  o  est  une  équation  réciproque,  une  des 
relations  d'involution  qui  permutent  les  racines  deux  à  deux  est  yar' =  i. 
Par  suite,    si   une    fonction   rationnelle  f{x)  est  telle  qu'on  ait  identique- 

/ 1  \  r  f(^)  d.x 

ment  fix)  -i-  /(  -  |  =  o.  l'intégrale  /  est  pseudo-elliptique,  et  il 

suffit  de  poser  successivement =.Xi   puis_)'^  =  ^,  pour  être  ramené 

à  une  intégrale  élémentaire. 

Supposons  encore  que  P(.r)  soit  un  polynôme  du  troisième  degré 

V{x)  =zx{x  —  \)  Lr—  ^j; 
nous  poserons  a  =  a:,  6  =  o,  c  =  i ,  rf  =  %-^  ■  Il  existe  trois  relations  d'in vo- 
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lulion  pci'iuulaiil  ces  racines  deux  à  deux, 

I  ,1  —  k-j-"  ,  1  —  .v" 

■''  =   77 — ;  >  -'■  =  -, ir  '  ■>'  =  ; ;  ; 

k^y  /.2ii  — .r")  I  -  /,-2,r"' 

si  donc  une  l'onclion  rylioiinelle  y'(.r  )  satisfait  à  l'une  des  relations 

l'intégrale 

/■(  j-  )  (h- 


V X(  I  —  J' )  (i  —  k' X ) 

à   on    peut 
^grale  préi 


est  pseudo-elliptique.  De  celles-là   on    peut   en  déduire  de   nouvelles.   Par 
exemple,  en  posant  x  =  .3-,  l'intégrale  précédente  devient 


I  1  —  k-z'  ) 


et  l'on  en  conclut  que  cette  nouvelle  intégrale  est  aussi  pseudo-elliplique, 
si  _/(  ;-)  satisfait  à  l'une  des  relations 

le  premier  cas  avait  déjà  été  remarqué  par  Euler  (  '  ). 

109.  Intégration  de  quelques  fonctions  transcendantes.  —  (Con- 
sidérons nn  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  de  la 
forme  cos(«a:  -|-  b),  a  et  b  étant  des  constantes,  et  un  même  fac- 
teur pouvant  (îgurer  plusieurs  fois  dans  le  produit.  La  formule 

cosfu— ri        cos{  H  —  V) 
cos  U  COS  V  = 

remplace  un  produit  de  deux  facteurs  de  celle  espèce  par  une 
somme  de  deux  cosinus  de  fonctions  linéaires  de  x,  et  un  produit 
de  n  facteurs  par  la  somme  de  deux  produits  de  («  —  i)  facteurs. 
En  appliquant  la  même  formule  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire, 
on  arrivera  à  remplacer  le  produit  considéré  par  une  somme  telle 

{')   Voir  le  Cours  lilhograpliië  de  M.  Herniite  (4°  édil.,  p.  2J-2S). 
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que  SHcos(\x  +  B),  dont  chaque  terme  s'intègre  immédiate- 
ment; si  A  n'est  pas  nul,  on  a 

r         ,  „     ,         siniA.r  — B) 

et,  dans  le  cas  particulier  où  A  ^  G,   /  cosBi?/j"  =  jt  cosB  +  C. 
Cette  transformation  s'applique  en  particulier  aux  produits 

cûs'"  j"  sin"T, 
quon  peut  écrire 

cos"'a-  cos"  (  —  — ar  ), 

lorsque  m  et  n  sont  deux  nombres  entiers  positifs;  en  appliquant 
le  procédé  précédent,  on  remplace  ce  produit  par  une  somme  de 
sinus  et  de  cosinus  de  multiples  de  l'arc,  et  l'intégration  est  immé- 
diate. 

Considérons  encore  les  intésrales 


/  e"-'-/!  sina",  cosa")  dx, 


où  /est  une  fonction  entière  de  sin.r  et  de  cosa'.  Un  terme  quel- 
conque de  cette  intégrale  est  de  la  forme 

/  e"-*  si  n  '"  X  cos"  .r  dx, 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers  et  positifs.  D'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  le  produit  sin"'a;cos"a?  peut  être  remplacé  par  une 
somme  de  sinus  ou  de  cosinus  de  multiples  de  x,  et  l'on  n"a  en 
définitive  que  deux  types  d'intégrales  à  étudier, 

/  e"'^  coilix  dx.  I  e"^  sinOx  dx. 

En  intégrant  par  parties  chacune  de  ces  intégrales,  il  vient 

,        ,               <"'^  sin  hx         'I     r  ■     1        7 

e"-' cos o X  dx  = —    /  e"'^  sinox  dx, 

/,    .     ,        ,              e"-^cosbx       al"  ,       , 

e"^  sint'.r  dx  — 7 ~  T   \  ^"''cosw.r  dx. 


f' 


I.    —    INTEGRALES    INDEFINIES. 

el  l'on  lire  de  ces  relations 

«"■^ (  a  c os  Ojr-^i'^i 11  />  .r  i 

a^  -^  /y  ' 

e"^  (a  si  11  6  .r  —  h  cos  />  .r  ) 


f 


e'-^  cosO.r  dx  — 
j  e"^  sinè.r  c/r   = 


Parmi  les  intégrales  ([uoii  peut  ramener  aux  précédentes,  citons 
encore  les  tvpes  suivants  : 

/  /(  logj;  ),r"'  dx.  j  fi  arc  sina~)  dx , 

j  f{x)  arc  sin.r  dr,  j  fi  x)  arc  tangx  dx , 

OÙ  f  désigne  une  fonction  entière.  Dans  les  deux  premières,  on 
prendra  pour  nouvelle  variable  logj;  ou  arc  sina;;  dans  les  deu>i. 
dernières,  on  appliquera  dabord  une  intégration  par  parties  en 
considérant /(a7)(ix  comme  la  différentielle  d'un  polvnome  F(jr), 
ce  qui  conduira  à  des  types  déjà  étudiés. 

II.  —  CALCUL  APPROCHÉ  DES  INTÉGRALES  DÉl'I.MES. 

110.  Généralités.  —  Quand  on   ne  connaît  pas  de  fonction  pri- 
mitive de  /Y.r).  on   a   recours    à    des    méthodes   d'approximation 

pour  trouver  la  valeur  approchée  de  l'intégrale  définie  /    f(^x)dx. 

Le  théorème  de  la  moyenne  fournit  deux  limites  entre  lesquelles 
est  comprise  cette  intégrale,  et  l'on  peut,  par  un  procédé  analogue, 
en  trouver  une  Jinfinilé  d'autres.  Supposons  que,  x  variant  de  a 
à  b{a  <  6),  on  ait  constamment  o{x)  <if{x)  <  A  (a?)  ;  il  est  évi- 
dent qu'on  aura  aussi 


pb  ph  r,b 

i     ■^{x)dx<l     f(x)dx-cj     '>(a? 


)  dx  ; 

si  l'on  a  choisi,  pour  les  fonctions  '^  {x)  et  'i(x)  les  dérivées  de 
deux  fonctions  connues,  on  obtiendra  de  cette  façon  deux  limites 
entre  lesquelles  sera  comprise  la  valeur  de  l'intégrale  considérée. 
Prenons,  par  exemple,  l'intégrale 
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on  peut  écrire  y/i  —  x'  =  y/i  —  t-  \''  \  -i-  x- ^  et,  a?  variant  de  o  à  i , 
y/i-hx^  reste  compris  entre  i  et\/2.  L'intégrale  chcrcliée  est 
donc  comprise  entre  les  deux  intégrales 

d:r  y'      dr 


^Jo 


c'est-à-dire  erilrc  — ^  cl  -•  On  peut  trouver  deux  liiniles  plus 
rapprochées  en  observant,  t|ue  (i  +  j;-)    -  est  plus  grand  que  i — > 

comme  le  inonlre  le  développement  de  (i+t<)  '  parla  formule 
de  Tavlor,  limitée  aux  deux  premiers  termes.  L'intégrale  I  est  donc 
supérieure  à 

/dx  I     /'     X-  dx 

\/i  —  x-        2  J^    ^ ,  _  ^2  ' 

la  dernière  intégrale   a  pour  valeui-  y.  et,  par  suite,  1  est  compris 


Il  est  clair  qu'on  n'obtient  de  celte  façon  que  des  indications 
sur  la  valeur  exacte  de  l'intégrale.  Pour  avoir  des  valeurs  plus 
ap|)rocbées,  on  partagera  l'intervalle  («,  b)  en  intervalles  plus 
petits  à  chacun  desquels  on  appliquera  la  formule  de  la  moyenne. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  f{x)  aille  constamment  en 
croissant  depuis  a  jusqu'à  b.  Divisons  l'intervalle  (a,  b)  en  n  par- 
lies  égales  (è  —  a^nh);  d'après  la    définition   même  de  l'inté- 

)dx  est  comprise  enlre  les  deux  sommes 


^,j|^/(^) 


s  =  h]f(a)  +f(a^     /i)+.  ••+/[«  + (n —  !)/']!' 

S  =  /([/(«  +  h)+f(a  -^  ■>.h)-^...^f(a-\-nh)]. 

En  prenant  pour  valeur  de  l'intégrale -,  l'erreur  commise  est 

certainement    inférieure    à    S  —  *■  =  Vfi.^) — JX")^-    ^^^  ^^' 

1          S  -i-  s  1  ,     • 

leur  peut  s  écrire 

2  "^ 

l  J'{  a  )  -+-  fi  a  -+-  h  \         /'(  a  ^  /;  )  —  /'(  a  -i-  >  h  ) 

(  2  "^  2  "*"'". 

/]  «  -I-  I  rt  —  I  )  A  I  -r-  /'(  a  -!-  nh  )  / 
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si   l'on  observe   que  -  ' /"(rt -H /7i) +/[« -r- (  / -!- i)/i]|   représente 

l'aire  du  tra|)t'ze  qui  aurail  pour  hauteur  k  el  pour  bases /(f/  H-  ih) 
el/(a-\-  ih  -h  à),  on  voit  que  la  méthode  revient  à  remplacer 
l'aire  de  la  courbe  j)--  =/(x),  comprise  entre  deux  ordonnées  voi- 
sines, par  l'aire  du  trapèze  recliligne  avant  pour  bases  ces  deux 
ordonnées.  La  méthode  est  pratique,  quand  on  n'a  pas  besoin 
d'une  grande  approximation. 

f     ;;  si  l'on  prend  /;  =  4^ 

on  a  pour  valeur  approchée  de  l'intégrale 

et  l'erreur  commise  est  moindre  que  — r^o,o6a5.  On  en  déduit 

'  ID 

une  valeur  approchée  de  t.  qui  a  une  décimale  exacte  3,  i3o8. 

Si  la  fonction  f{x)  ne  varie  pas  dans  le  même  sens  lorsque  x 
croît  de  a  à  b,  on  partage  cet  intervalle  en  plusieurs  autres  pour 
lesquels  cette  condition  soit  satisfaite. 

111.  Interpolation.  —  Voici  une  autre  méthode  pour  évaluer 
l'intégrale  /  f{^x)dx  :  On  fait  passer  une  courbe  paralioliqiie 
d'ordre  n 

y  =  -^(.T)  =  a„~  OiX  -^ .  .  .^  ai,x" 

par  (_« -^  i)  points  Ba,  B, B„  pris  sur  la  coavhe  y  =  f[x), 

entre  les  deux  points  d'abscisses  a  et  b,  et  l'on  prend  pour 
valeur  approchée   de   l'intégrale  à  évaluer  la  valeur  de  l'intégrale 

définie  /     o[x)dx,  qu'il  est  facile  de  calcider. 

Soient  {x„,  ya)^  (-^n.ri)'  •■■^  ix,t,y„)  les  coordonnées  des 
(rt-f-  i)  points  Bo,  B,,  .  .  .  ,  B„.  Le  polynôme  »(.r)  est  donné  par 
la  formule  d'jnterpolation  de  Lagrange 

où  le  coefficieut  \,  de  yi 

^  _    (  J  —  j-q).  ..(a?  —  x,-^,  )(a?  —  a^t-Hi). .  .(x  —  x„) 

(Xi—  Xo).  .  .{Xi—  Xi-,)  (Xi —  Xi+i).  .  .{Xi—  Xn) 

G.,  I.  ,8 
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est  un  polynôme  de  degré   n   (|iii  sannuie  pour  les  valeurs  don- 
nées .r„,  X, r„.  sauf  pour  x  =  ,/■,,  et  (jui  est  égal  à  un  pour 

X  =  Xi.  On  a  donc 


f   <f{.r)dT=^Xi  f   ^i'/^; 


or,  nous  pouvons  écrire 

Xo=  a -^fi„(b  —  a),       .r,  =  a  —  6,  (6  —  a) ,r„  =  «  —  0„(  6  -  a), 

hg,  H,,  .  .  .,  H„  étant  des  nombres  croissants  de  o  à  i,  et,  en  fai- 
sant le  changement  de  variable  x  ^  a  -t-  (b  —  a)t,  la  valeur  appro- 
chée de  l'intégrale  prend  la  forme 

(i3j  (6  — a)(K„jKo-)-K,7,-h...-,-K„7„), 

où  1  on  a  posé 

_  r  '  (  /  —  e„  1 . . . (  ?  —  '),_,  n  /  —  fj,_,  I . . . u  —  e„  I 


'/<. 


Si,  quelle  que  soit  la  fonction  /"(\r),  on  décompose  linlervalle 
(rt,  b)  en  intervalles  plus  petits  dans  un  rapport  constant,  les 
nombres  ^o?  ^ii  ■  ■  •  ■>  ^n  et,  par  suite,  les  coefficients  K,-  sont  indé- 
pendants de  f{x).  Ces  coefficients  étant  calculés  une  fois  pour 
toutes,  on  n'a  plus  qu'à  remplacerj'Q,  ^,;  .  .  .,  i'„  par  leurs  valeurs 
correspondantes  dans  la  formule  (i3). 

Lorsque  la  courbe  y  ^.f(x),  dont  on  veut  avoir  l'aire,  est 
donnée  graphiquement,  il  est  commode  de  diviser  l'intervalle 
(a,  b)  en  parties  égaies,  et  l'on  n'a  plus  qu'à  mesurer  sur  cette 
courbe  des  ordonnées  équidistanles.  Si  l'on  divise  en  deux  parties 

égales,  on  doit  prendre  0,)  =  o,  6,  =  ->  ((2  =  i ,  ce  qui  donne  pour 
valeur  ap|)rociiée  de  l'intégrale 

1  =  — g — iro+4ri^.>'2)- 

(_)n  trouve  de  même,  pour/i  =  3, 
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el.  |)i)m'  n  =   J. 

La  niélliotir  |iiécé(lpi]ie('si  due  à  Côtes.  Celle  de  Simpson  est  un 
|uMi  diflerenle.  IiiKii;inotiN  rinlcivalle  (a,  b)  divisé  en  2«  parties 
égales,  et  soient  T,,,  Vf ,  r^,  .  .  .,  }'•.•«  'es  ordonnées  correspondant 
aux  points  de  division.  Si  l'on  applique  la  première  formule  de 
Cotes  il  l'aire  comprise  entre  deux  ordonnées  dindice  pair  consé- 
cutives, telles  que  y„  fl  y,,  y^  el-J'ij  •  •  •»  on  trouve  pour  valeur 
de  l'aire  totale  à  évaluer' 

I  =  -7T-^[(.i'o-^4ji^r2)-'-(>2+4r3^j'4)-^----+-(r2''-2-i- ij-2«-l^r2"'] 

et,  en  réduisant,  on  est  conduit  à  la  formule  de  Simpson 


1 1!2.  Méthode  de  Gauss.  —  Dans  la  méthode  de  Gauss,  on  prend 
d'autres  valeurs  pour  les  ipiantités  Oj.  \  oici  comment  on  v  est 
conduit  :  Admettons  tpi'on  |)uisse  trouver  des  |)olynomes  de 
degrés  croissants,  qui  difTèrent  de  nniins  en  moins  de  la  fonction 
à  intégrery(j"),  dans  lintervalle  («,  b).  Admettons,  par  exemple, 
qu'on  ait 

f(X)  =  a„-t-  0(1  J"  -(-  ct.i.r-  -H.  .  .^  oi„,,..,x-"-'  -i-  R2„(2')i 

le  reste  Rj,j(,r)  étant  moindre  en  valeur  absolue  C(u'un  nombre  fixe 
positif  £„  pour  toutes  les  valeurs  de  j'  comprises  entre  a  el  b  {'), 
nous  ne  connaissons  pas  en  général  les  coefficients  a,-,  mais  ils 
n'interviennent  pas,  comme  on  va  le  voir,  dans  le  calcul.  Soient 
maintenant  Xq,  x^,  .  .  .,  .^'«^1  des  valeurs  de  x  comprises  entre  « 
et  b,  et  '-ii^x)  le  polynôme  de  degré  fi  —  i,  qui  prend  les  mêmes 
valeurs  que  /{x)  pour  les  valeurs  x„,  x,,  Jo,  .  .  .,  x„_t.  La  for- 
mule d'interpolation   de  Lagraiige  montre  que  ce  polynôme  peut 


(  ')  C'est  une  propriété  généra  te  des  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (a,  b), 
d'après  un  tliéoréme  de  Weierstrass.  (  Voir  Cliap.  IX.) 
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s'écrire 

■In—  1 

oix)=  Va,,,  ({)„,(  2-) -h  R,„(.ro)>I-o(.r)^...-!-R2„(a-„_,)W„_,(j-), 

3n,  et  'Fa  étant  des  polynômes  de  degré  /(  —  i  au  plus.  Il  est  visible 
que  le  polynôme  o„,(.r)  ne  dépend  que  des  valeurs  choisies  a^o, 
Xi,  .  .  .,  Xn-\-  D'autre  part,  ce  polynôme  'im(x)  doit  prendre  les 
mêmes  valeurs  que  x"'  pour  x  =  x„.,  x  =^  x,.  . . . ,  x  =  x„_t  ;  car, 
si  l'on  supposait  tous  les  a,- nuls,  sauf  a,„,  ainsi  que  ]\-2„{x},  /(x) 
se  réduirait  à  cl,„x'"  et  '^{x)  à  a,„œ„,  (j;).  La  différence  x'"  —  ?«(•*) 
doit  donc  être  divisible  par  le  produit 

P„(j-)  =  (a:  —  Xo){x  —  .r,  ). .  .(a-  —  a"„_i), 

et  l'on  doit  avoir  x'"  —  cs,„(j?)  ^  t*,iQm_« (■*').  Q_m-ii{x)  étant  un 
polynôme  de   degré   m  —  /(,    si   m^n,et  x"'  —  ■f,„(x)=^o,si  m 

'        r'' 

est<«  —  I.  Cela  posé,  l'erreur  commise  en  remplaçant  /  /(x)dx 
par/     a(  .r  )(/x  est  égale  a 

^'       /"*  r''  "^  r'' 

(l4)    ^^m         l.r"'—-^,„{.r)]dx-i-         R,ni3:)dx—^R,^„{xi)         W,{x}dx. 
m  =  0  "  "  1  =  0  '^  " 

Les  termes  qui  dé|)endent  des  coefficients  ao,  a,,  ....  a„_,  sont 
identiquement  nuis,  et  l'on  voit  que  Terreur  commise  dépend  uni- 
quement des  coefficients  a„,  a,,^.,,  .  .  .,  y.->n_i,  et  du  reste  R2n(~r). 
Or,  en  général,  ce  reste  Ro„  est  très  petit  par  rapport  aux  coeffi- 
cients a„,  «„+(,   .  .  .,  y-2n-{  ;  on  aura  donc  de  grandes  chances  pour 

augmenter  l'approximation,  si   l'on  peut  disposer  de  jJq)  -^t 

x„_,,  de  façon  que  les  termes  qui  dépendent  de  a„,  a„^,,  ..., 
3'.2/<-(  soient  nuls  aussi.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  ')  intégrales 

f    P„Qorf3-,       f   P„Q,dx.     ...,       f    P„q„-,dx 
soient  nulles,   <^,  étant  un  polynôme   de  degré  /.  Nous  avons  vu 
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plus  haut  (n"  90)  qu'on  satisfait  à  ces  conditions  en  prenant 

il  suffira  donc  de  prendre  pour  j^qj  -^I)   •  ■  -^  •2?«-i  les  /;  racines  de 

l'équation  P„  ^  o,  racines  qui   sont  bien  comprises  entie  a  et  6. 

Lorsqu'on  a  a  —  —  i,   6^+i,    cas   auquel   on    peut  ramener 

,                                ,          ...                  b  -^  a         b  —  «1 
tous  les  autres    par    la   substitution  .r  ^ 1 1,  les  va- 
leurs Xo,  J?( Xn-i  sont  les  racines  du  polynôme  de  Legendre 

X„  =^  o.  On  trouvera  dans  le  Traitô  de  Calcul  intégral  de 
M.  Bertrand  (p.  342)  les  valeurs  de  ces  racines,  ainsi  que  des 
coefficients  K,-  de  la  formule  (i3),  jusqu'à  «  =  5,  avec  7  et  8  déci- 
males. 

L'erreur  commise  dans  la  méthode  de  Gauss  est  égale  à 

r    R2,,  (  X  )  dx  —V  R,,,  (  .r,  )   /     vif,  (  X  )  dx  ; 

les  fonctioiis  y/^'x)  ne  dépendent  pns  de  Li  lonction  ilont  on 
cherche  l'intégrale.  Pour  avoir  une  limite  de  l'erreur  commise,  il 
suffit  donc  de  .-onnaitre  une  limite  de  Ko„(a:),  c'est-à-dire  de 
savoir  avec  quelle  approximation  la  fonction  /'(j-)  peut  être  repré- 
sentée par  un  polynôme  de  degré  in  -  i  dans  l'intervalle  {a^b), 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  ce  polynôme. 

113.  Planimètre  d'Amsler.  —  On  a  ima^jiné  un  grand  nombre  d'appa- 
reils poui'  mesurer,  par  des  moyens  mécaniques,  l'aire  d'une  courbe 
plane  (  '  ).  Un  des  plus  ingénieux  est  le  planimètre  <i'.\msler,  dont  la 
théorie  ofl're  une  application  intéressante  des  intégrales   curvilignes. 

Considérons  une  droite  rigide  mobile  dans  un  plan,  et  les  aires  d  1,  A».> 
des  courbes  décrites  par  deux  points  Ai,  A2  de  cette  droite,  lorsque,  dans 
son  mouvement,  elle  revient  à  sa  position  initiale  au  bout  d'un  certain 
temps.  Soient  (.^"1,^1)1  (Xï,yi,)  les  coordonnées  des  deux  points  A,,  A», 
dans  un  système  d'axes  rectangulaires,  l  la  distance  des  deux  points,  et  6 
l'angle  que  fait  avec  Ox  la  direction  A]  A2.  Pour  définir  le  mouvement  de 
la  droite,  il  faut  supposer  que  x^^y^  et  0  sont  des  fonctions  périodiques 


(')  Un  en  trouvera  la  ilescription  clans  un  Ouvrage  de  M.  Abdank-Abakano- 
wics  :  Les  intégrales,  la  courbe  intégrale  et  ses  applications.  Gautliier-Villars, 
i«86. 
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d'une  certaine  variable  indépendante  t.  qui  reprennent  les  mêmes  valeurs 
lorsque  t  augmente  de  T.  On  a  .r,  =  a"i -^  /  cosG.  7-2  =  ri -i- /  sin6,  et, 
par  suite, 

a-2  dy^  —  y -2  dx-,  =  .r^  dy^  — j'i  </.>-,  ^-  l-  d() 

—  /(  eus  11  (<)■,  — sin  6  rfx, -ht,  cosB  dO  —y^  sinO  rf6  1. 

En  désignant  par  elii,  .tl>2  les  aires  des  courbes  décrites  par  les  points  A,, 
Ao,  ces  aires  étant  évaluées  avec  la  conventisn  générale  faite  plus  haut 
(n°  97  j,  on  a 

■Xi  =  -    /  -r-,  dy,  —  7'i  da-i,         -Xn  =     '  j  x.,  f/>'.,—  )',  dx.,, 

et,  par  conséquent,  en  intégrant  les  deux  membres  de  l'égalité. 

^(,2=eVi-^ I  d<1  ^  -    /  coserf}',  — sin9f&,— ^    j  (xtco 


riSinOjrfi 


toutes   les  intégrales  étant    prises    entre    les    limites   to   et  t„  -^  T  pour  la 

variable   t.    Il    est    clair   que   /  6^6  =  -iK-,   K  étant  un  nombre  entier  qui 

dépend  du  mouvement  de  la  droite.  D'autre  paît,  on  a,  en  intégrant  par 
parties, 

/  .r,  cos6  </6  =       X,  sinO  —   /  sinO  dx,. 
j  11  sin9  rf8  =  —  yi  cos8  ■+-  j  ces  6  dy,  ; 

or  .Ti  sin.6  et  _Ki  cos 6  reprennent  la  même  valeur  lorsque  ?  croit  de  ?(,  à  /„  ^-T. 
Nous  pouvons  donc  écrire 

,1,,=  .Xi^  K-/^^  l  Tcosarfri  — sinOrfx,  ; 

soient  i  l'arc  de  la  courbe  décrite  par  Ai,  compté  positivement  dans  un 
sens  déterminé,  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  et  a  l'angle  que  fait  avec 
O.r  la  direction  positive  de  la  tangente;  on  a  encore 

cosO  f/>'i  —  sin9  dx,  =  (  sina  cos6  —  sinft  cosa  1  ds  =  sin  V  ds, 

V  étant  l'angle  que  fait  avec  la  direction  choisie  sur  la  droite  la  direction 
positive  de  la  tangente,  compté  positivement  comme  en  Trigonométrie.  La 
formule  précédente  peut  encore  s'écrire 

(l5)  A-,=  Xi^KtJ'-^  /  I  iin\ds. 

Soit  A3  un  troisième  |)oint  de  la  droite,   à  une  distance   /'  de  Ai;  on   a   de 
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même,  pour  l'aire  de  la  courbe  décrite  par  A3. 

(16)  .1,3=  -A.,-^  K-/'2-i-/'   f-in\(/.i. 

Si  entre  ces   deux    fcirinuie?   on   élimine   l'intésrale   inconnue  /  sin  V';^*-,  il 

vient 

/M.,— /-l.,3=(r— /),A„+  K^.//'(/  -  /'). 

relation  qui  peut  encore  s'écrire 

(17)  .l.,(''.3)-»-.U(3i)  +  .:l>3(i2)^-K7:(i2)(a3)(3i)  =  o. 

en  désignant  par  (lA)  la  distance  des  deux  points  A/,  Aa-  (i.  />  =  1,  i,  3) 
affectée  d'un  signe.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule,  consi- 
dérons une  droite  A,  A2  de  longueur  (a  -h  b)  dont  les  extrémités  A]  et  Aj 
décrivent  une  même  courbe  fermée  convexe  C;  le  point  A3  qui  divise 
A1A2  en  deux  segments  de  longueur  a  et  h  décrit  aussi  une  courbe  fer- 
mée C  intérieure  à  C  On  a  ici 

,1,.,  =  „Ai,         i\i)  —  Il  ^  b,         (23)=  — 6,         (3i)  =  — a,         K  =  i, 

et  il  vient,  en  divisant  par  a  -\-  b, 

Jloi  —  -\%  =  T^ab  ; 

or  «loi  —  e,i)3  représente  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes  G,  C.  On 
voit  que  cette  aire  est  indépendante  de  la  forme  de  la  courbe  C.  Ce  théo- 
rème est  dû  à  M.  Holditch. 

.Vu  lieu  d'éliminer  /  sin  V.-/.?  entre  les  formules  1 1  j  1  et  (Ki),  éliminons  =i>,  ; 
il  vient 

<.i8)  cA,3=  .A»,-t-  K-kI/'-!—  n)^{l'  —  l)  I  s\n\  tù: 

le  planimètre  d'.Amsler  off're  une  application  de  cette  dernière  formule. 
Soit  AiAsAs  une  tige  rigide  articulée  en  A,  avec  une  autre  tige  OA-j.  Le 
point  O  étant  fixé,  on  fait  décrire  à  l'extrémité  A3,  qui  est  munie  d'une 
pointe,  le  contour  de  l'aire  qu'on  veut  évaluer;  le  point  A.,  décrit  un  arc 
de  cercle,  ou  une  circonférence  entière  suivent  la  nature  du  mouvement. 
Dans  tous  les  cas,  on  connaît  eAoj,  K,  l,  /',  et  il  suffira  de  connaître  l'inté- 
grale /  sin  V ds  pour  avoir  l'aire  cherchée  A>3.  Cette  intégrale  est  prise  le 

tong  de  la  courbe  Ci  décrite  par  l'extrémité  Ai.  Cette  extrémité  porte  un 
cylindre  de  révolution  gradué  dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  même  de  la 
tige  A]  A3,  et  qui  peut  tourner  autour  de  cet  axe. 

Considérons  un  déplacement  infiniment  petit  de  la  tige  qui  amène  Ai  Aj  A3 
dans   la   position  A'iA'oA'j.  Soit  Q  le  point  de  rencontre  des  deux  droites 


2PO  CHAPITRE   V.    —    CALCUL   DES    INTEGRALES   DEFINIES. 

A,  A3  et  A',  A'i  :  du  point  Q  comme  centre  décrivons  un  arc  de  cercle  A'j  a, 
et  du  point  A',  abaissons  la  perpendiculaire  A',  P  sur  A]  Aj.  Pour  amener  la 
tige  de  la  première  position  à  la  seconde,  on  peut  imaginer  qu'elle  glisse 
d'abord  sur  elle-même  de  façon  que  Aj  vienne  en  a.  Dans  ce  mouvement, 
le  cylindre  glisse  le  long  de  la  génératrice  de  contact,  et  la  rotation  est  nulle. 


Si  l'on  fait  ensuite  tourner  la  tige  autour  de  Q,  de  façon  que  ï  vienne  en  A',  , 
la  rotation  du  cylindre  est  mesurée  par  l'arc  a  A', .  Or  les  deux  rapports     ,   '  , 

A'  P 

r — 7-7-  tendent    respectivement  vers  i  et  sin  V  lorsque  l'arc  A,  A,  tend 

arc  A,  A,  1  1     ■ 

vers  zéro.  On  peut  donc  écrire  a  A  j  =  A.ç(  sin^  -H  e).  t  étant  infiniment 
petit  avec  As.  La  rotation  totale  du  cylindre  est,  par  suite,  propor- 
tionnelle à  la  limite  de  la  somme  SAi(  sin  V -t- s),  c'e'l-à-dire  à  l'inté- 
grale /  sinVrfs.  Il  suffit  donc  de  mesurer  cette  rotation  pour  en  déduire 
l'aire  cherchée. 

114.  Intégration  des  séries.  —  Lorsque  la  fonction  à  inté- 
<firev/(x)  peut  èire  développée  en  une  série,  donl  les  termes  sont 
continus,  on  en  déduira  un  développement  en  série  de  l'inté- 
grale   /    /  (x)  dx,  pourvu   que  la  série  qui  représente  f  {x)    soil 

uniformément  convergente  dans  l'inlervalle  (a,  ^).  Nous  allons 
démontrer,  en  efifel,  que  toute  série  uniformément  convergente 
à  termes  continus  peut  être  intégrée  terme  à  terme. 
Soit 


(19) 


f  (x)  =   lloix) -h  II, (X)-Jr-.  .  .~h  Itn(a-)  -h  lln  +  t(^)  -t- •  •  . 


une  série  uniformément  convergenle  dans  u'n  intervalle  (rt,  l>),  les 
ternies  de  cette  série  étant  des  fonctions  continues  dans  cet  inter- 
valle. A  un  nombre  positif  e  donné  à  l'avance,  faisons  correspondre 
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un  nombre  entier  N  tel  que  l'on  ail 

|R„(.r)|  =|«„+,(.r)-^...|<£, 
pourvu  que  «  L'  N.  La  relation  (19)  peul  s'écrire 

fi.r)  =  U(,{x )^-  Ui(x)  +  .  .  .^  n„(x)  -+-  R„rr), 
el  l'on  en  déduil 

120)  j     /"(a-jrfr  =  Uo^  U,^...+  L„-4-  r    K„{x)dx, 

en  posant  pourabréger  U,=    /     Ui{x)dx.  La  relation  (20)  prouve 
que  la  différence  entre  l'intégrale   /    f  [x)dx  et  la  somme  des/?  +  1 

premiers  termes  de  la  série  V'  U,  est  plus  petite  en  valeur  absolue 

1  =  1 
que   £  \b  —  rt|,   dès   que   I  on   a   «  ^^  N  ;   ce  qui    revient   à   dire   que 

r'' 

cette  série  est  convergente  et  a  pour  somme   /    J(.r)dx.    On   a 
donc  légalité 

(21)     /    f(x)dx=  j     ii„(x)dx-fr-  I     «1  (j)</.i  +  .  .  .-^   /     Uii(x)dx-^..., 

qu'on  énonce  d Une  façon  abrégée  en  disant  que  la  série  (  19)  peul 
être  intégrée  terme  à  terme. 

On  peul  encore  énoncer  ce  résultat  comme  11  suit  (voir  n"  30,  31,  98). 
Lorsqu'une  fonction  continue  f{x,  n)  tend  uniformément  vers  une  limite 

f(x),  on  a   /     fix)  dx  =    lim      /    f{x,  il)  dx,  ou  encore 

,, '-  1"''  1 

I  y.i  I  /      r  lim  y'i  ./■.  n )1  dx  =  Uni        /     f(x,  n)  dx    , 

de  sorte  qu'on  peul  inler\enir  le  signe  d'intégralion  elle  signe  /imite  (  '  ). 


(')  D'une  façon  plus  générale,  si  des  fonctions  inlégrables /„(a:  )  bornées  dans 
leur  ensemble,  c'est-à-dire  quels  que  soient  x  eln,  ont  une  limite  /(x),  l'intégrale 
de  /„(x)  a  pour  limite  l'intégrale  def(x)  (  Lketscue,  Leçonssurl'inlégiation,  etc., 
p.  ii4).  Le  cas  particulier  de  ce  tliéoréme,  où  y  et  f^  sont  continues,  avait  déjà 
été  démontré  par  .M.  Osgood  (American  Journal,  ii^97). 
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Lorsque    la   foiichoii     f\:r,ii)    ne   tend   pas   uniformémenl    vers   fir), 
l'égalité  (  ti-z  )  n'est  pas  loujoius  vérifiée.  Prenons,  par  exemple, 

/'(  .V,  Il  )  =  Il  .re~"'''',         <7  =  o.  6=1. 

On  a  ici  /(rr)  =  lim  [ n  .r  e-"'"' ]  =  o  ;  le. premier  membre  de  la  formule  (ii) 

est  nul,  tandis  que  le  second  a  pour  valeur 


f» 


lim  (     /     n.r  e-"^'  dx  i  =  lim 


De  même,  une  série  peut  être  diirérentiée  terme  à  terme  /kuiitii 
que  la  série  des  dérivées  so/'t  uniformément  convergente. 

Soit 

f(.r)  =  »o(-r)  -1-  "i(.r)-t-.  .  .+  «n(-r)  — .  .  . 

une  série  convergente  chins  l'intervalle  [a,b)\  supposons  que  la 
série  formée  par  les  dérivées  est  uniformément  convergente  dans 
le  même  intervalle,  et  désignons  par  cp  {œ)  la  somme  de  celte 
nouvelle  série 

duo        du ,  du  ; 

dx        '  '  '        dx 


'd(x)  = 


En  intégrant  terme  ;i  terme  entre  deux  limites  Xo  et  x,  comprises 
entre  a  et  b,  il  vient 


r 


}(x)dx=  [u^iX)  —  (/oi  ■'■«  ij  -t-  [«i(^)  —  i<i(^(i)]  -*-•■• 
c'est-à-dire 


/' 


<f(x  }  dx  =  f(x)—f{xt,  ). 

relation  qui  montre  que  o  (.r)  est  la  dérivée  Aef{x). 

Celte    démonstration    sup[iose    que    les    dérivées   -~   sont   des 

fonctions  continues,   hypothèse  cpii   est  inutile  dans  la  première 
démonstration  (  '  )  (  n"  32). 

(  '  )   Le  théorème  du  n"  lllfl,  relatif  à  la  diflférentiation  sous  le  signe    /,  peut  de 

même  se  déduire  de   la   formule  (5i)   du   même  paragraphe.  Supposons   que   les 
deux  fonctions /(.r,  a)  et/„(.r,  a)    sont   continues   pour   x>.a,    ao=*  =  °'i-  1"* 
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Exemples.  —  i'    L'intégrale   /  — ■  <lr  ne  peut  s'exprinier  par  une  com- 
binaison   en    nombre   fini    «le   fonctions   élémentaires:    écri\ons-la    comme 

On  peut  trouver  pour  la  dernière  intégrale  un   développement  en  série 
valable  pour  toute  valeur  de  .r  ;  on  a.  en  effet, 

e^  —  I  .r  .r-  x"-^ 

r  1.7  I . ) . j        • • •        1 . 2 ...  « 

et  cette  série  est  uniformément  convergente,  dans  l'intervalle  de  —  H  à  ^  R. 
aussi  grand  que  soit  R,  car  les  valeurs  absolues  de  ses  termes  sont  moindres 
que  les  termes  de  la  série 

R  R''-i 


On  en  conclut  que  la  série,  obtenue  par  l'intégration 

I  X" 


¥{x)  =  i^ 1 

qui    est    convergente   quel   que   soit   x.    représente   une   fonction    dont   la 

....            e-' —  1 
dérivée  est 

X 

2"  Le  périmètre  d'une  ellipse,   dont   le  grand   axe  est  la  et  l'excentri- 

les  deux  intégrales 

F(a)=    /         /{x,i)dx         el         *(2)=    /         f^\x,7.)dx 

ont  un  sens,  et  enfin  que  la  dernière  converge  uniformément  dans  l'inter- 
valle (dj,  I,).  Si  a  est  compris  entre  a„  et  a,,  nous  avons,  d'après  la  for- 
mule (5i), 


/      du   f       f'Jx.ti)  dx  =    r        dx  I       f 
encore  s'écrire 
/      <t>(«)rf«=    /  /{x.3)  dx  —   I  fi 


ce  qui  peut  encore  s  écrire 

('  ,r.  a,,  )  dx  =  F I  3  I  —  F I  ij  I. 
D'où  l'on  déduit  l'égalité 


F(a)  =<l>(a). 
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cité  e.  est  égal  à  rintéf;rale  définie  (  n°  107) 


=  40/      y/i  —  e'^  sin'''^  da. 


Le  produit  e-sin-cs  est  compris  entre  o  et  e-  <!,  de  sorte  que  le  radical 
est  égal  à  la  somme  de  la  série,  obtenue  par  la  formule  du  binôme 


y/i  —  e-  sin'^'o  =  1 


.3.3.  .  .(  2n   -  3)    „     .. 

■  e^"  sin-"o — . 

2 . 4 .  b . .  .  a  /(  ' 


et  la  série  du  second  membre  est  uniformément  convergente,  car  ses 
termes  sont  moindres  en  valeur  absolue  que  ceux  de  la  série  obtenue  en 
faisant  sin  o  =  i.  On  peut  donc  intégrer  terme  à  terme,  et,  en  observant 
que  l'on  a,  d'après  une  formule  connue  (  '), 

/■  -    .   „        ,  1 . 3 .  5 .  .  . (  2  7i  —  I )  - 

/      sin-^"<firf'i)  =  — , 

.  '„  2 . 4 .  o .  . .  2  /t        2 


f'  I .    ■   .      ,         ^■\         1,3,         5 

Jo  '      ■         ■•'•  '  I  *i4  256 

r..3.5...(2«-3)p  I 

—     — (  2  «  —  1  )  e^"  —  ...(■ 

Si  l'excentricité  e  est  très  petite,  il  suffit  de  prendre  un  petit  nombre 
de  termes  dans  le  second  membre  pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  avec 
une  grande  approximation. 

On  peut,  de  la  même  façon,  développer  en  série  l'intégrale 

/      yi  —  e^  sin-tp  r/o^ 
quelle  que  soit  la  limite  supérieure  ».  Nous  citerons  encore  la  formule 

Jr-  da  7:1  1     „        q     , 

L     2 . 4 .  f) . . .  2  rt     j  \ 

qui  donne  le  développement  de  l'intégrale  complète   de   première  espèce 
de  Legendre. 

(')  Briot,  Leçons  d'Algèbre,  iS"  édition,  p.  535. 
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METHODES   1)1\  EHSE; 


11").  Application  des  formules  de  différentiation  et  d  intégration 
sous  le  signe  /  •  Les  lormulfs  des  ii'"  08  el  91)  pernietlent  souvent 

de  trouver  la  valeur  de  certaines  intégrales  définies,  en  les  ratta- 
chant à  d'autres  intégrales  définies  qui  sont  connues.  Par  exemple, 
on  a,  si  a  est  positif, 

/  '  '     dx  I     .  r 

I      =  ^=  Arc  tans  —  ; 

.'o    ^'—"       V«  '^  A 

en  appliquant  la  formuie  (42)  11  —  1  fois  tle  suite,  on  en  déduit 

r"^       d.r               d"~'    /    1     .  X  \ 

(—1)"-'  1.2. .  .(n  —  1)  /      =  -; —=  Arc  taniJ— z     • 

J      { X- — ai"         da"-'\      ,,  i'^  ' 

Diins  cet  exemple,  ou  aurait  pu  obtenir  directement  la  valeur 
de  l'intégrale  définie  en  calculant  d'abord  lintégrale  indéfinie.  Il 
n'en  est  plus  de  même  dans  l'exemple  suivant. 


On  démontrera  plus  loin  (  Chap.  ^'I,  n"  135)  la  formule 
e-''-d3:=  ^; 
en  posant  x=:y\/i,  %  étant  positif,  il  vient 
(23)  /         e-i'  =  a'K  = 


/' 


et  il  esl  facile  de  vérifier  que  toutes  les  intégrales  que  l'on  déduit  de  celle-là 
par  des  différentiations  successives  par  rapport  au  paramètre  2  sont  uni- 
formément convergentes,  pourvu  que  a  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe 
k  >  o.  De  la  formule  précédente  on  déduit  donc  les  valeurs  de  toute  une 
série  d'intégrales 


('-4) 


/         72  e-»-''    4>'=  -^a    -. 
0 

Jf         y^  e-  ='.'  '    dy  =  -^  \/r  x 


/ 


■yin  g^xr-  dy  =  -^-^ 
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et,  en  les  combinant,  on  pourra   en  Jéduiie  une  infinité  d'autres.    On   a, 
par  exemple. 

/         e-^y'  zoii'iy  dy 
=    /         e-*>'  dy  —  i         e-^y'-  —— —  dy  ^  .  .  . 


.<-.,./- 


1 . 2 ...  2  n 


dy 


Toutes  ces  intégrales  viennent  d'être  calculées,  et  il  reste 

/         e-'^y'"  coii'ii y  dy 

_  i     /l  _  '  '^  '^  >-  1^  g'- 

(2â)-"        V  ~   1 .3.1.  ..(■;>»  —  I  )    -" 
T-  (—  I  >" ^ z » 

1  .2.  3.  .  .2«       2  l" 

OU,  en  réduisant, 


(25) 


/         e-»."  cos2^/4>'=^^^ 


Dans  d'autres  cas,  on  calcule  d'abord  la  dérivée  de  l'intégrale 
(jiie  l'on  veut  obtenir  par  rapport  à  un  paramètre.  Soit,  par 
exemple,  l'inlégrale 

I  =  F  (  2  I  =   /      — ■ ~ —  dx  : 

la  formule  de  différentialion  sous  le  signe  /  donne 

d\         logd-t-yM  r^  .r  dx 

dï  1  ^  a-  J^     (  I  —  2 .?■  )  I  t  ^  a^-  ; 

Mais  on  a,  en  décomposant  en  fraciions  simples. 


I        /  ,r 


(  I  —  ï x  M  1  -^  ./■-  I         1  ^  ï-  \  1 

et  par  suite 


•  —  a  *       \ 

-r-  X-  I  ^  a./-/ 


r^  X  dx  _        loafi^-ï-)  ï 

J         i\-^  -XX  )  il   ^  X-)  21]  -H   2-1  1—2- 
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Il  resl.^ 

donc 

-r  =  ;  Arc  taiiL'ï  -t 

Ing. 

1  -f-  5('^  , 

■>(  1 

—  ï-  1 

el,  en  observant   iiiie  I  esl  nul  [iiiur  a=  o,   on  [leul  écrire 


.  '         21  I  -1-  a-  I  .1       \  —  2- 


Aic  tanu  z  dx: 


en  intégrant  par  parties  la  première  mlégrale,  il  \ienl 
(  ■>()  j  I  =  -  Arc  taniji  loi;(  1  -^  -/'  I. 

La  lornuile  d'intégialion  sous  le  signe  /  |)errnel  aussi  quelquefois 
de  calculer  certaines  intégrales. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  j'  ;  elle  est  continue 
lorsque  x  varie  de  o  à  i,  eX  y  de  (/  à  6,  les  deux  nombres  a  et  b 
étanl  positifs.  On  a  donc,  d'après  la  formule  générale  i  44  )  (  "°  ^9)) 

/     dx  I     ,r.'  dy  =    /      dy  j     x)  dx. 

Mai-     /     jy  d.v  ^^  (— i    ^= -^ >     et,    par    conséquent,     le 

second    membre   a    ])our   valeur 

J„  y  —  ^         \  «  —  1  y 

Z'  ''  '      ,.,1  l>  j.h J-, 

Dautie  oart.    on  a  aussi    /      xy^lv  ^  (7— —  |     =  ^ ^ — >   et   il 

'         '  J  \log.r/„  log.?- 

\  lenl 

I dx  =  log     . 


D  une  façon  générale,  soient  P  {x,y),  i)  (x.  y)  deux  fonctions 

Il  I-  •     f'I'         d(>  ,  ,-. 

telles  (lue  Ion  ail  —  :=  -^)  el  ^To,  .■^'i,  )'n.  Vi    oes  constantes.  Un 

'  Il  y         ôx  •    ^    '■  ^    • 

a,  d  après  la  formule  d  intégration  sous  le  signe  /  > 
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c'est-à-ilire 

Cauchy  a  cléiluit  de  là  un  grand  noniln-e  d'intégrales  définies. 

116.   Calcul  de    /      lo»  (i  —  loi  c»s  .r -^  ol'^)  dx.     —   Voici  encore 

un  exemple  d'intégrale  définie  calculée  par  un  artifice   tout  parti- 
culier (cf.  exercice  Q,  p.  242).  L'intégrale 

F(a)  =   /      log(  I  —  2a  cosa- -I- a2)  rf.7- 

a  une  valeur  finie  pourvu  cpie  lai  soit  différent  de  un.  Cette  fonc- 
tion F(a)  possède  les  propriétés  suivantes  : 
1°  F  ( — a)  =  F  (a).  En  effet,  on  a 

F( — 3:)=    /      logCi -H  22  cos.r -j- a-)  (/.r, 
•  0 

ou,  en  changeant  x  en  -  — )', 

F( — a)  =   /      logfi  —  -'a  cos  V -1- a-)  rf;' =  F(  a  ). 

2"  F  (a-)  =:  2  F  (a).  Nous  pouvons  écrire  en  effet 

2F(a)  =  Fia)-t-  F(— a), 
ou 

■2F(-x)=  I      [log(i  —  2a  cosar  +  a-)--r- log(i -!- 2a  cosa? -t- a- ij  rf;r 
=  j      log(i  —  20:- 005  23' +  a')  (/.r. 
Posons  2X:=y,  il  vient 

1    r''-  I   /■"" 

2F(a)=-    /      logd  —  2a'- cosj--i-a')c(>'-F  -    /        log(i  —  -27.-cosy-h%'')dy; 
si    dans    la  dernière    intégrale   on   pose  encore  y  ^2- —  ;,    on 
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trouve 

/        logd  —  23.- i:o>y  —  :/.•  )dy  =^  j      \o%{\  — -13.- coiz -\- %^)  dz 

et,  par  suite, 

■^.  F(a)  =  -F(a2)-i-  -F(a-^)=  F(a=). 

De  la  formule  précédente  on  déduit  successivemenl 

Fi'a)=  -Fiï^)  =  {F(aM=...=  —  F(a2"). 

Remarcjuons  maintenant  que,  si  |a|  est  inférieur  à  un,  a-"  tend 
vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  il  en  est  de  même 
de  F  (a-"),  car  le  logarithme  tend  vers  zéro.  On  a  donc,  si  |a|  ■<  i , 

F(  a  J  =  o. 

,  ,    ,  ...  I    . 

Lorsque  p]  est  supérieur  a  un.  on  a,  en  posant  %^  -, 

^ ,             r~ ,       I         2  cos.r         I  \    , 
F(a)=/     log(^i 3— -pïïj'^^ 

=     r      log(l—   i^  COSJ--i-  fi2)f/x  — -l0gP2; 

1^1  étant  inférieur  à  un,  il  reste 

F(  a)  =  —  ■::  log  ^'  =  ~  loga-. 

L'intégrale  définie  F(r)  est,  comme  on  voit,  une  fonction  discon- 
tinue de  a.  au  sens  eulérien,  pour  les  valeurs  a  =  ±  i. 

117.  Valeur  approchée  de  log  Y  {n-\-  \).  —  On  peut  employer  aussi 
des  artifices  très  variés  pour  avoir,  sinon  la  valeur  exacte,  du  moins  une 
valeur  approchée  d'une  intégrale  définie.  Nous  allons  en  donner  ua 
exemple.   On  a,   par  définition, 

r(/i-T-i)=   /         X"  e--^  dx; 


la  fonction  x''e"-'^  est  maximum  pour  ar  =  «  et  sa  valeur  maximumi 
est  n"e-".  Lorsque  x  croît  de  o  à  /i,  x"e-^  croît  de  o  à  «"«-"  («>o), 
et,  lorsque  x  croit  de  «  à  -i-  oc.  x"e--'  décroit  de  n"  e^"  à  o.  La  fonc- 
tion n"  e-"  e—''  croit  de  même  de  o  à  rfe-"  lorsque  t  croit  de  — =c  à  o, 
G.,  I  19 


29*^  CHAPITBE    V.    —    CALCUL    DES    INTEGRALES    DEFIMES. 

pour  décroître  ensuite  de  n"  e^"  à  o,    lorsque  t  croit  de  o  à  -t-  oc.  Nous 
pouvons  donc,  en  faisant  le  changement  de  variable 


(28j 


X"  e^-»  =  n"e-"  e- 


faire  correspondre  les  valeurs  de  x  et  de  t  de  telle  façon  que,  t  croissant 
de  —  3o  à  -I-  »,  ,r  croisse  de  o  à  -h  x. 

Il  nous  faut  encoie  calculer  -^-  En  prenant  les  dérivées  logaritlimiques 

des  deux  membres  de  la  formule  (  >8).  il  vient 

dx  ■>  tx 

dt        X  —  n 

D'autre  part,  on  a  aussi,  d'après  la  formule  (28  ), 
^-  =  .r  — n  —  n  log  (  —  )  • 

Posons,  pour  faciliter  le  calcul,  x  =  n  -\-  z  et  développons  log  (  1  -!-  -  j 
par  la  formule  de  Taylor  limitée  au  second  terme  ;  nous  trouvons 

f-=  z  —  n 


■lin  -i-Oz)'' 


9  étant  compris  entre  zéro  et  1.  On  en  tire  successivement 
■îtx 


=  2?      --HI 


et  la  formule  du  changement  de  variable  donne,  par  suite, 

r(n -Hi)  =  2««  e-'M /-    /         e-''- dt -h  ■!  n"  e~"   j        e-i°-(i  —  fi)t  dt. 

La  première  intégrale  (voir  plus  loin  n°  135) 

/         t'-''-  dt  =  2   /         e~'''  dt  =  /ïi. 

Quant  à  la  seconde  intégrale,  on  ne  peut  la  calculer  exactement,  puisqu'on 
ne  connaît  pas  6,  mais  il  est  facile  d'en  trouver  une  limite.  En  ed'et,  entre 
—  00  et  zéro,  tous  les  éléments  sont  négatifs  ;  ils  sont  tous  positifs  de  zéro 

à  +  00.  D'ailleurs,  chacune  des  intégrales  1      >     I         est  moindre  en  valeur 
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absulue  que   /        te    ''  dl  =  -•  Nous  pouvons  donc  écrire 


(•29  )  r(  n  -+- 1)  =  y/art  «"  e-"    v'"  -^  -=  )  ' 

\  y/  i  n  ' 

<i)  étant  compris  entre  —  1  et  -t-  i. 

Si  II  est  un  nombre  très  grand,  — =1  est  très  petit,  et,  eu  prenant  pour 
y  >  « 
valeur  approchée  de  T  (  «  ^-  i  ) 

r(«  ^  i;  =  n"  e-"  s'Tn^-   -  "^  '•     ^  -^  ^^XZ^^nJi 

l'erreur  relative  est  très  petite,  quoique  l'erreur  absolue  puisse  être  consi- 
dérable. En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  formule  (29), 
on  a  aussi 

(3o)  logTin  -f-i»=(«^-jlog«  —  «^r  log<  'i~)  -+■  -1 

s  étant  très  petit,  lorsque  n  est  très  grand.  En  négligeant  »,  on  a  ce  qu'on 
appelle  la  valeur  asymptotique  de  logr(n  h-  i).  Cette  formule  est  inté- 
ressante, parce  qu'elle  nous  fait  connaître  l'ordre  de  giandeur  d'une 
faclorielle. 


EXERCICES 

1.  Calculer  les  intégrales  indéfinies  des  fonctions  suivantes  : 
I  I  .r '•  —  .r'  —  33"-  —  T        I  -^  1/ 1  • 


.v ^  w-       X{x'-'-^\)^  {r-^\i 


I  ^-  \'  I  -t-  X 


l-T-x-i-yl-i-a"-  1  —  y/l-t-x  y/x^-  y  x  -7- 1-^  i^  x{x  -^  i\ 


a?e-^cosx,  — .      jtH- arc  tanga:, 

y/a  -!-  x"^- 

oii  a  est  un  nombre  fractionnaire  — • 

2.   Déterminer  le  polynôme  le  plus  général   du  cinquième  degré   V(x), 
tel  que  l'intégrale 

r    Vix)dr 
J   x^(x^-^i)^ 

soit  une  fonction  rationnelle. 
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3.  Calculer  l'intégrale  j  y  do-,  x  et  y  étant  liés  par  l'une  des   relations 

(x^ —  a^)'—  ay'^{-iy  -h  3a)  =  o,         y'-'  a  —  x)  =  t', 
j'(a;2-|-j'S)  =  o(j'2  —  a;2),         xi^  y^ —  "iaxy  =  o. 

4.  Etablir  les  formules 

/,          sin"3- eos/i  J^        _ 
sin"-'.r  cos(  n  -t-  i  \x  ax  = i-  G, 
n 

C   ■   „    ,        .    ,       ,     s     j  sin"a;sin/ia- 

1   sin''-'a7  sin(  n  +  \)X  ax  = -h  C, 

J  « 

C       „    ,  ,  ,  cos"a-sin«a; 

J  " 

/"  ,        .  ,  coi^xcoinx 

I  ces"-'  X  sin(  n  -i-  i)x  ax  = h  C. 

^'  Il 

(EULER.) 

.■^i.  Calculer  les  intégrales  pseudo-ellipliques 

II  —  X-  I  dx 


/i  ]  —  X-  )  dx  /  '      II  —  X-  I  0 

(1  -H  372  )/?+¥*'       J     (,^a,.2)y'7: 

aux  intégrales  elliptiques  les  int 

r  R(x)dx 

J   y^a^^ -i- x'' )-+- bx{i-h  x^) -h  cx- 


6.   Ramener  aux  intégrales  elliptiques  les  intégrales 
R(x)dx 


J   V^' 


(  i  -^  X-  )  ^  dx' 
K(x)  dx 


[]  -i-  X' )  -h  b X- (i  -h  X* )  -h  ex* 
où  R  {x)  désigne  une  fonction  rationnelle. 

7.  La  rectification  des  courbes  j- =  A  rH-  conduit   à    des   intégrales   de 
<liirérentielles  binômes.  Cas  d'intégrabilité. 

8.  On  a,  en  supposant  a  >  i, 

/^  dx  - 


J_  I     (a  —  x)\J  \  —  x^        yja'--  —  I 
En  déduire  les  intégrales  définies 

X-"  dx         i.j.  )...(>/!  —  i> 


r        x'"  dx    _   i.j.  )...(>/!  — 
J_,     y/i  — ar»  ~        •2.4.0...-2/J 


exei\ck:ks. 
9.   On  a,  en  suppoçanl   \C  —  B-  >  o. 
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./■■ 


d.r  i  .'■>  .3.  ■  .(  m  —  'il 

(  A  ./•-  +  A  B  .(■  ^  (J  )"  "~  T  .  j .  (.i .  .  .  (  2  H  -    2  ) 


(AC— B2) 


On  applique  la  formule  de  réduction  du  n"  lO'i. 

,      ,       ,,.      .        ,      ,,,    .      r"  sin^  3- dx 

l.alculer  1  inleerale  définie    /      -• 

■        I  -I-  2a  cos.-r^  a'^ 


10 

11.   Ktablir  le^  foimules 
dx 


/"  dx 

J_ ,     \/  i  —  2  a.r  -(-  a^  y/ 1  - 


■-  lo,  /  '  -^  '-^ 


/  "  (I  —  a  .r  )  I  1  —  3  27  )  dx  _  -  2  —  ap 

J_,     (i-2a.r^2-M(i-23^-<-  p2)v/r^  '^  '■    '  "  "I'" 

'12.  On  a,  en  désignant  par  ni  et  «  deux  entiers  positifs  (/;;  <  n), 

/             I  -+-  X"                .     m  t: 
"  n  sin  

On  emploie  la  décomposition  en  fraclioiis  rationnelles. 

l;î.   Déduire  de  la  formule  qui  précède  la  relation 


(aB>o), 


/" 


1  -+-  .T  sina-;r 


(o<a<i)- 


14.  On  a,  en  posant   1,,,^=  /  ('!{(  ^  {)!' dt,    les  formules   de  réduction 

(/)-T-g'-i-i)I,,,7=  li+Ht  ^  i)/^ -H /)!,,_,.,,, 

i p  —  i)\-i,,g=  ti+Ut  -+-  1)1-/'— 12  +  7— /?)!  .^+1,,, 

et  deu\  formules  analogues  pour  réduire  l'exposant  q, 

15.  Etablir  des  formules  de  réduction  pour  le  calcul  des  intégrale^ 

X"  ilx  ..  /■  dx 


H' 


v/Aa72-H2Ba--H  C 


Zm  = 


J  {.r  — «)'"  V 


,/A.r5-|-  2Bj--r-  C 
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*16.     Établir    une    formule    de    réduction    pour    les   intégrales   définies 
.    En   déduire   une    formule  analogue   à   celle  de   Wallis  pour 


/ 


V  I  —  a- 


l'intégrale  défi 


me    /       , ,. 

,'„   V  1  —  ■'■* 


17.   Calculer  l'intégrale  délinie    I       ; 


1  —  X- 


8.  L'aire  d'un  secteur  elliptique  compris  entre  l'axe  focal  et  un  rayon 
vecteur  issu  du  foyer  a  pour  expression 


--?./: 


(I  -h  e  cosoj  j- 


p  désignant  le  paramètre  —  et  e  l'excentricité.   En  posant  suivanTla  mé- 
(lirftie  générale  tang  —  =  /,    puis  t  —  i  / u,  on  trouve 

^%,  =  ah  I  arc  tangtt  —  e )  • 

\  ^  \-~-u-/ 

Démontrer  que  cette  expression  peut  aussi  s'écrire 

jl,  =  —  (ts  —  e  sin  9), 

to  désignant  l'anomalie  excentrique. 

19.  Trouver  les  courbes  telles   que  la  longueur  ^T  ou  l'aire  du  triangle 

MNT  soit  constante  {\o\v  ftg.  4,  p.  77  ).  On  constiuira  les  deux  branches 

de  la  courbe. 

t.  Licence  :   Paris,  1880:  Toulouse.  1882.) 

*20.  Soil  A„  =  --^^^ /     {i  —  z^ycoixzdz. 

2 . 4 .  b .  .  .  2  rt  J(| 

Démontrer  la  loi  de  récurrence 

A,i+i  =  (  2  «  -M  )  A  „  —  X  — — 

dx 
On  déduit  de  là  les  formules 

A2,,  =  U.i,,  sin-r -(- V2;,  cosa-, 
\ip^\  =  \^'ip+\  iinx  -+-  \ip+i  cosa", 

où  \}ïp,  \\p,  Usp+i,  y^p^i  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers,  Us/j, 
II2P-1-1  ne  renfermant  que  les  puissances  paires  de  x.  On  vérifie  que  la  loi 
est  vraie  pour  «  =  i,  et  l'on  en  déduit  qu'elle  est  générale  au  moyen  de  la 
formule  de  récurrence. 
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Celte  expression  de  Ai,,  peniiel  de  démontrer  qne  tz-  est  inconiniensu- 

,,,-,.,.  .     ~-         h  ,  "^     I  » 

rable.  bi  Ion  avait  —  =  -,   en  remplaçant  x  par-  dans  Ajp,  on   aurait 

une  relation  de  la  forme 

'i>    '«'       r' 

Hi  étant  un  nombre  entier.   Une  telle  égalité  est  impossible,  car  le  second 
membre  tend  vers  zéro  lorsque  p  augmente  indéfiniment. 


21.   Calculer  l'intégrale  définie 

I  —  e,-'' 


.[ 


dr 


en  utilisant  la  dilïérentialion  sous  le  signe   /  . 

22.  Démontrer  la  formule 

I  =   /         e  -^   dor  =  - —  e--". 

[On  démontre  que  l'on  a  -;-  =  —  '  I. 
da  J 

23.  Déduire  de  la  formule  précédente  l'intégrale  définie 


f 


-  a doi  r- 

e  =^  ^  =  ^'  71  e- 


24.   De  la  relation  — -  =  -    /         x- e-"^' dx  déduire  la  formule 
«  2  .  /„ 


li'.r^ 


25.   Démontrer  que  l'intégrale  /     ^ ^^^  dx  tend  vers  zéro  lorsque  le 

I         I  —  X- 

nombre  n  augmente  indéfiniment.   En  déduire  un  développement  en  série 
pour  l'intégrale  définie 

r    lof^xdx 


CHAPITRE  VI. 

INTÉGRALES  DOUBLES. 


I.  —  INTEGRALES  DOUBLES.  —  PROCEDES  DE  CALCUL. 
FORMULE  DE  GREEN. 

118.  Les  sommes  S  et  s  pour  une  fonction  de  deux  variables. 
—  Soit  A  un  domaine,  plan  borné,  limilé  par  un  conlour  F,  qui 
peut  se  composer  d'une  seule  courbe  fermée  C,  ou  d'une  courbe 
fermée  C  et  de  plusieurs  aulres  courbes  lérmées  C,  ('-",  ...  inté- 
rieures à  C.  Imaginons  que  l'on  décompose  ce  domaine  A  en  n 
domaines  partiels  a,,  «o,  ■  ..,  rt«,  au  moyen  de  lignes  auxiliaires. 
Cette  décomposition  peut  être  eflectuée  d'une  façon  arbitraire; 
nous  supposerons  seulement  que  les  domaïnes  aisonlquar/'ables. 
Soient  u)|,  Wo,  •••,  w„  les  aires  de  ces  domaines  partiels  et  Q  l'aire 
du  domaine  A.  On  a  évidemment,  quelle  que  soil  la  façon  dont  on 

a  partagé  A,  la  relation  Q  =  / ^(.o,. 
1 
Soienl/i^x,  y)  une  fonction  bornée  dans  le  domaine  A  (y  com- 
pris le  contoui-  F),  M  et  m  la  borne  supérieure  et  la  borne  inférieure 
de  y"(j",  y)  dans  ce  domaine.  La  portion  A  du  plan  étant  divisée 
en  parties  plus  petites  n,,  «,,  ...,  a,i  d'une  façon  arbitraire, 
soient  w,-  l'aire  de  la  portion  a,-,  M/  et  w,-  les  bornes  de  f(.v,  y) 
dans  cette  portion  a,-.  Considérons  les  deux  sommes 

S  =  ^  u>,  M , ,  4  =  ^  tt),  m  i  ; 

à  chaque  subdivision  de  A  correspond  ainsi  une  somme  supérieure  S 
et  une  somme  inférieure  s.  Toutes  les  sommes  S  sont  évidemment 
supérieures  à  /?;Q,  en  désignant  par  Q  l'aire  de  la  portion  du 
plan  A;  elles  ont  donc  une  borne  inférieure  I.  De  même,  toutes 
les  sommes  s  sont  inférieures  à  MQ;  elles  ont  donc  une  borne 
supérieure  l'i    On    démontrerait   comme    plus   haut   (li"  72)  que 
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l'on  a  I'  2  I,  ce  f|iii  résulte  d'ailleurs  de  la  pruposilion  générale  sui- 
vante, tout  à  fait  pareille  à  celle  du  n"  7!^. 

Les  sommes  ?>  et  s  ont  respectivenienl  pour  /imites  les 
nombres  1  et  I',  lorsque  le  nombre  n  croit  indéfiniment,  de  façon 
que  tous  les  domaines  n,  tendent  vers  zéro  dans  toutes  leurs 
-dimensions. 

Nous  dirons,  pour  abréger,  qu'une^  portion  linie  du  plan  A  est 
inférieure  à  /  dans  toutes  ses  dimensions,  s'il  est  possible  de 
trouver  un  cercle  de  diamètre  /  renfermant  \  à  l'intérieur.  Une 
portion  \ariable  du  plan  sera  dite  infiniment  petite  dans  toutes 
ses  dimensions,  s'il  est  possible  de  trouver  un  cercle  de  ra\on 
aussi  petit  qu'on  le  voudra  renfermant  cette  portion  du  plan  à 
1  intérieur.  Par  exemjde.  un  i-arro  dont  le  côté  tend  vers  zéro  ou 
une  ellipse  dont  les  deux  axes  tendent  vers  zéro  sont  infiniment 
petits  dans  toutes  leurs  dimensions.  Au  contraire,  un  rectangle 
dont  un  seul  côté  tend  vers  zéro,  ou  une  ellipse  dont  un  seul  axe 
tend  vers  zéro,  ne  sont  pas  infiniment  [lelits  dans  toutes  leurs 
dimensions. 

Démontrons,  par  exemple,  que  S  a  pour  linïite  I.  Nous  pouvons 
supposer  que  /{.v,  y)  est  positif  dans  le. domaine  A,  car  on  peut 
toujours  trouver  une  constante  positive  (l  telle  que  la  (onction 

ç(x,  _r  )  =  (]  -<-/(x.r  I 

soit  positi\e  dans  A,  et  les  sommes  S  et  S',  relatives  à  un  même 
mode  de  subdivision,  pour  les  deu\  fonctions /'et  es,  difTèrent  dune 
quantité  constante  CQ. 

Soit  s  im  nombre  positif  quelconque  :  le  nombre  1  étant  la  borne 
inférieure  des  sommes  S.  il  existe  un  mode  de  partage  du  domaine  A 
en  n  domaines  partiels  a,,  «o,  a„,  tel  que  la  somme  S  corres- 
pondante soit  inféiieure  à  I  -f-  -  Désignons  par  L  l'ensemble  du 
contour  r  et  des  lignes  auxiliaires  qui  ont  été  tracées  dans  A  pour 
obtenir  ce  modi^  particuliei-  de  subdivision.  Soient  (o,  l'aire  du 
domaine  a,,  et  v,  le  contour  de  ce  domaine.  A  l'intérieur  du 
domaine  «,  traçons  un  contour  fermé  y^,  n'ayant  aucun  point 
■commun  avec  ",,  mais  suffisamment  voisin  de  y,-  pour  que  l'aire 
comprise  entre  les  deux  contours  y,-,  yj  soit  inférieure  à  -,7,  étant 
un  nombre  positif  arbitraire.  Imaginons  que  l'on  opère  de  même 


CHAPITRE    VI.   —    INTEGRALES   DOUBLES. 


avec  tous  les  domaines  parliels  «,,  a-^,  ■  ■  -,  ««,  etsoil  L'I'ensemble 
(les  lignes  y',  ainsi  tracées.  Ce  sjsièuie  L'  décompose  le  domaine  A 
en  deux  domaines  A.'  el  A";  A'  se  compose  de  l'ensemble  des 
domaines  a[  intérieurs  aux  lignes  y,',  et  A"  du  domaine  restant 
après  que  l'on  a  supprimé  A'.  Si  Q',  il"  désignent  les  aires  de  ces 
deux  domaines,  on  a  0  =  Q'+  Q",  el.  d'après  la  façon  dont  on  a 
choisi  les  lignes  vj. ,  la  dillerence  U  —  0'  ou  Q"  est  inférieure  à  ■/]. 
Les  lignes  L  et  L'  n'ayant  aucun  point  commun,  désij;nons  ])ar  A 
le  minimum  de  la  distance  d'un  point  de  L  à  un  point  de  L'. 

Considérons  maintenant  une  décomposition  quelconque  du 
domaine  A  en  domaines  partiels,  inférieurs  à  )>  dans  toutes  leurs 
dimensions,  et  soit  S'  la  somme  supérieure  correspondante.  La 
portion  de  S'  qui  provient  des  domaines  partiels  n'ayant  aucun 
point  commun  avec  la  ligne  L  est  évidemment  inférieure  à  S. 
D'autre  part,  les  domaines  parliels  qui  ont  un  point  commun  avec 
la  ligne  L  sont  à  l'intérieur  du  domaine  A"  et  fournissent  dans  S' 
une  somme  inférieure  à  Mr,.  On  a  donc 

S'<S  +  ,Mt,  <  J  -h  ^^  -+_Mr,; 

si  l'on  a  pris  le  nombre  arbitraire  ti  inférieur;)  -^  on  aura  S'<  I  +  s, 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  démontrerait  de  même  que  s  a  pour'limile  I'.  Si  le  domaine  A 
est  décomposé  en /;  domaines  partiels  A,,  Aj,  ....  A^,  il  est  clair 
qu'on  a  les  relations  1=  L  +  •  •  •  +  !/;»  1'^  I,  -i-  •  ■  ■  +  Ip,  L'  et  I; 
étant  les  nombres  qui  viennent  d'être  définis  relatifs  au  domaine  A,-. 

119.  Intégrales  doubles.—  Lorsque  les  deux  nombres  1  et  F  sont 
égaux,  la  fonction  y'(x,j')  est  dite  m^e^/aè/e  dans  le  domaine  A. 
La  limite  commune  I  des  sommes  S  et  5  s'appelle  ^intégrale 
floable  de  la  fonction  /"(a?,  jk)  étendue  au  domaine  A.  On  la  repré- 
-senle  par  la  notation  (') 

^=  f  i  /'  ■' '•  y  I  ''■''  ''y^ 
et  la  portion  A  du  plan  est  le  champ  d' inlcgration. 

(')  On  la  représente  aussi  p;ir  /    /    F(.r,  y)  rfw,  rfco  étant  un  elcinent  d'aire, 

J   ■Al 

et  l'un  emploie  une  notation  analogue  pour  les  inléijraies  multiples. 
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(  )ri  voit  iinuK'iliiilpmenl.  comme  dans  le  cas  <1  une  inlégralc 
simple,  qne,  pour  (jir  u ne fonclion  f{x. y) soit  intégrahle  dans  A, 
il  faul  et  il  suffît  que  la  différence  S  —  s  tende  vers  zéro  lorsque 
la  plus  grande  dimension  des  domaines  partiels  lendvers  zéro. 
Il  en  résulte  que  toute  fonction  continue  f{x,  y)  est  intégrable. 
Supposons  en  effet  que  l'on  ait  pris  un  nombre  positif  r^  tel  que 
Toscillation  de  la  fonction  soit  moindre  que  t  dans  toute  portion 
de  A  dont  toutes  les  dimensions  sont  inférieures  à  y,.  Si  toutes  les 
portions  (/,,  a,,  ■■■■  a„  sont  de  dimensions  inférieures  à  Tj. 
chacune  des  diflérences  M, —  /)?,■  seia  inférieure  à  î  et  la  diffé- 
rence S  —  s  sera  inférieure  à  îQ. 

On  démontre  comme  plus  haul  (  n"  74)  que  la  somme  ou  le 
produit  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  inlégrables  est  aussi 
intéi;rable.  Si  une  fonction  /{x,  y)  est  intégrable  dans  un 
domaine  A,  elle  est  intégrable  dans  tout  domaine  A' intérieur  à  A; 
si  le  domaine  A  est  décomposé  en  plusieurs  domaines  partiels  A,, 
Ao,  ....  Ap,  l'intégrale  double  étendue  au  champ  A  est  égale  à  la 
somme  des  intégrales  doubles  étendues  aux  champs  A|,  A2,  ...,  Ap. 

Considérons  encore  le  cas  plus  général  d'une  fonction  /(^x,y) 
bornée  dans  le  domaine  A,  et  admettant  dans  ce  domaine  une  infi- 
nité de  points  de  discontinuité,  tels  qu'on  puisse  renfermer  tous 
les  points  de  discontinuité  dans  un  domaine  5  dont  l'aire  soit 
inférieure  à  tout  nombre  positif  donné  à  Tavance.  Une  telle  fonc- 
tion est  intégrable  dans  A.  La  condition  pour  «pi'une  fonction 
f{x,  y)  soil  intégrable  peut  en  effet  s'énoncer  ainsi  :  il  faut  et  il 
suffit  qu'à  tout  nombre  positif  s  on  puisse  faire  correspondre 
un  partage  de  A  en  domaines  partiels  tels  que  la  différence 
correspondante  S  — 5  soit  inférieure  à  t.  Cela  résulte  immédia- 
tement de  ce  que  la  différence  S  —  s  est  au  moins  égale  à  !  —  1'. 

Cela  étant,  supposons,  pour  (ixer  les  idées,  que  la  fonction 
hornéef{x,y)  soit  continue  dans  tout  le  domaine  A  limité  parla 
courbe  fermée  C,  à  l'exception  des  points  d'une  ligne  L,  qui 
décompose  le  domaine  A  en  deux  domaines  A'  et  A".  Dans  le 
domaine  S.\f[x,  y)  coïncide  avec  une  fonction  continue /"(  (j;, y) 
et  dans  le  domaine  A"  avec  une  fonction  continue  y2  (-^j  y)-  Nous 
ne  faisons  aucune  hypothèse  sur  les  valeui's  de  la  fonction  y (x,j') 
le  long  de  L,  sauf  qu'elles  restent  bornées.  De  part  et  d'autre  de 
la  ligne  L,  menons  dans  .\  deux  lignes  infiniment  voisines  L',  L", 
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telles  que  l'aire  comprise  entre  L' et  L"  soit  inférieure  à  — , 

T  •  ■).  (  iVl  —  m) 

s  étant  un  nombre  positif  donné.  Ces  deux  lignes  L',   L"  décom- 
Fig-  !<)• 


posent  A  en  trois  domaines  A',  A",  A"',  A"'  étant  le  domaine  qui  ren- 
ferme L.  Imaginons  qu'on  décompose  A',  A",  A'"  en  domaines  plus 
petits;  la  portion  de  S  —  s  provenant  de  A'"  est  inférieure  à  ->  et. 
comme /(j?,  y)  est  continue  dans  les  domaines  A'  et  A",  la  [joriion 
de  S  —  s  provenant  de  A'  et  A"  est  aussi  inférieure  à-»  pourvu  qu'on 
choisisse  convenablement  le  mode  de  subdivision.  On  aura  donc 
S  —  5  <  î  ;  s  étant  un  nombre  positif  arbitraire,  /{x,  y)  est  donc 
intégrable  dans  A.  Il  est  clair  que  le  raisonnement  est  général. 

L'intégrale  double  dans  le  champ  A  est  égale  à  la  somme  des 
intégrales  doubles  dans  les  champs  A',  A",  A'".  Lorsque  les  lignes  L'. 
L"  se  rapprochent  indéfiniment  de  L,  l'intégrale  double  dans  A'" 
tend  vers  zéro;  l'intégrale  double  dans  A  est  dune  la  limite  de  la 
somme  des  intégrales  dans  les  domaines  A' et  A",  et  ne  dépend  pas 
des  valeurs  de  la  fonction  le  long  de  la  ligne  L.  Plus  généralement, 
si  une  fonction  /{x,  y)  est  intégrable  dans  un  champ  A,  on  peut 
changer  arbitrairement  la  valeur  de  la  fonction  eu  une  infinité  de 
points,  pourvu  quelle  reste  bornée  et  que  tous  ces  points  puissent 
être  renfermés  dans  un  domaine  5  (connexe  ou  non),  dont  l'aire 
soit  inférieure  à  tout  nombre  positif  donné,  sans  changer  la  valeur 
de  l'intégrale.  Celle  remarque  est  à  rapprocher  de  la  suivante.  Si 
l'on  calcule  I  comme  limite  de  la  somme  S,  on  peut  négliger  dans 
cette  somme  les  portions  provenant  d'un  nombre  [quelconque  de 
domaines  partiels,  pourvu  que  la  somme  des  aires  de  ces  domaines 
tende  vers  zéro. 
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La  déiinilion  de  l'intégrale  double  peut  être  généralisée. 
Soit  (?i,  r,,)  un  point  (]uelconc|ue  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour 
de  la  portion  a,-;  il  est  clair  que  la  somme  Sy(ç,,  y,,)  w,  est  com- 
prise entre  les  deux  sommes  S  et  s;  elle  a  donc  aussi  pour  limite 
l'intégrale  double,  quelle  que  soit  la  façon  dont  on  choisit  le 
point  (;,,  •/■,,■). 

Le  |jremier  tliéorème  de  la  mojenne  s'étend  sans  difdcullé  au\ 
intégrales  doubles.  Soient  f  (x,  y).  a(.r,  >)  deux  fondions  inté- 
grables  dont  l'une  ■■s{a:,y)  garde  un  signe  constant  dans  A;  nous 
supposerons,  par  exemple,  (p(x,  i)>o.  Si  M  et  w  sont  les  bornes 
dey'(x.  y)  dans  A,  il  est  clair  que  l'on  a 

M  !f(ç,,  •';,)(o,>/(5,,T,,  )-j(J,,  •r„)(u,>  m  (i.(  ^,,  •1i)c'i  ; 

en  ajoutant  toutes  ces  inégalités,  et  passaut  à  la  limite,  on  en  con- 
clut fine  Ion  a 


lU 


/    f  f(x,y)-^{x,y)(lxdy=  IX.  l     j     a(x,y)dxdy, 


a  étant  compris  entre  M  et  m.  SI  la  lbncliony"(x,  y)  est  continue, 
elle  prend  la  valeur  u.  pour  un  point  (ç,  r,)  intérieur  au  contoui- 
C  et  l'on  peut  encore  écrire 


(')' 


/     f  f(^^y)<?'^:y)d-vdy  =f(l,r,)  I     1     'fix,  y)  dx  dy  ; 


c'est  la  formule  de  la  moyenne  pour  les  intégrales  doubles.  Si  par 
exemple  <f{x,  y):=i,  l'intégrale  /  /  dxdy,  étendue  à  la  portion 
du  plan  A,  est  évidemment  égale  à  l'aire  Q  de  celte  |)ortion  du  plan, 
et  la  formule  (i)  devient 

(■2)  f  I   f( X,  y  )  dx  dy  =  Q  f(  Ç ,  r,  )• 

•        "^   '  A  ^ 

120.  Calcul  d'une  intégrale  double.  —  Le  calcul  d'une  intégrale 
double  se  ramène  au  calcul  de  deux  intégrales  simples  prises  suc- 
cessivement. Prenons  d'abord  le  cas  où  le  champ  d'intégration 
est  un  rectangle  R,  limité  par  les  droites  x  =  x,,,  :r  ^  X, y  =^0) 
j'=Y,  où  ^o<^i  Jo<Y.  Imaginons  ce  rectangle  décomposé 
eu  rectaugles  plus  petits  par  des  parallèles  aux  deux  axes  de  coor- 
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données  j:  =  j?,-,  >■  =  ia  (  /  z^=  i ,  ■!,  ...,  n;  /»■  =  i ,  a,  ....  m). 
Ij'aire  du  rectangle  élémenlaire  R/a,  limité  par  les  droites  .ï- =  .r/_, , 
it  =  Xi,  y  ^j)'A_i .  ,'■  ^JKa  a  pour  expression 

et  l'intégrale  double  clieicliée  est  la  limite  de  la  somme 

(3)  ^"^2  S/' ''^■•' ''"'■  > * ^'•—  ^'-1  ) (7A-— .r/.-! )■ 

;  =  1    A  =  l 

où  (iiA,  ïuTf)  sont  les  coordonnées  d'un  point  cpielcomnie  pris  à 
l'intérieur  ou  sur  les  côtés  du  rectangle  R(/t. 

Nous  allons  profiter  de  l'indétermination  de  ces  points  (  ;,yi,  tj, a) 


pour  simplifier  le  calcul.  Remarquons  pour  cela  que,  si  une  fonc- 
tion y"(j;)  est  continue  dans  un  intervalle  (a,  6),  et  si  l'on  subdi- 
vise («,  6)  en  intervalles   partiels  d'une  façon  arbitraire  par  des 

points  de  division  x,,  x-^ ■x„_,,  on  peut  choisir  dans  chaque 

intervalle  (X;_(,  x/)  une  valeur  ;/  de  telle  façon  que  l'on  ail 


(4)     I    ,f(.r)dx=f{\i}(Xi~a)-^f{\.2)ix..^ 


-f(Xn){b-x^-,); 


il  suffit,  en  etlet,  d'appliquer  la  formule  de  la  moyenne  à   chacun 
des  intervalles  («,  .2:,),  (x,,^?^),  ...,  (x„_i ,  b). 

Cela  étant,  la  portion  de  la  somme  S  qui  provient  de  la  file  de 
rectangles  comprise  entre  les  deux  droites  x,^Xi_,,  x^Xi,  a 
pour  expression 

{Xi—  x,-i  )  [/(  :, I ,  -1- 1  ;  1 71 — ro  »  -^A  ;'2-  -m-.  )  (r^  — 71  )  +  ■  •  • 

+/(  ;a-,  -ni,, )  (_>'/,  —yk^i  )  -i- . . . ]. 
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Nous  prendrons  ;,,  =  ;,2  =  . .  .^  ~im  =  Xi  t.  el  nous  choisirons  t,,,  , 
Y,,j de  telle  façon  que  la  somme 

soit  égale  à  l'intégrale    /    / i xut-  }')  dy.  l'intégrale  étant    prise 

en  regardant  Xj_i  comme  constant.  Si  nous  opérons  de  même  avec 
toutes  les  files  de  rectangles  comprises  entre  deux  parallèles  voi- 
sines à  Oi',  nous  pouvons  écrire 

(5)   S  =  *i  .7-|,  i(.7-, — .To  I  ^  <î>i  .r,  1 1  Xt  —  a-,)-i-...-i-"I>(a^,_i  )(r,-  —  ar,_i  )-!-..., 

en  posant,  pour  abréger, 

'Pi  X  )  =  j    /(  -r. y  i  dy. 

Cette  fonction  <ï>  (x),  représentée  par  une  intégrale  définie,  où  x 
est  considéré  comme  un  paramètre,  est  une  fonction  continue 
de  x;  lorsque  tous  les  intervalles  .r,  —  x,_,  tendent  vers  zéro,  la 
formule  (5)  montre  que  S  a  pour  limite  l'intégrale  définie 

/     ^i  .r  I  d.r. 

On  a  donc  pour  l'intégrale  double  cherchée 

(6j  /     /    /[x.y)dxdy=  I      dx  (    fix.y)dy; 

pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  double,  on  doit  d'abord  inté- 
grer/(x,  y)  entre  les  limites  y„  et  Y ,  en  y  regardant  x  comme 
constant  et  y  comme  variable  :  le  résultat  est  une  fonction  de 
la  seule  variable  x,  que  l'on  doit  intégrer  de  nouveau  entre 
les  limites  Xa  et  X. 

En  opérant  dans  l'ordre  inverse,  c'est-à-dire  en  évaluant  d'abord 
la  portion  de  S  provenant  d'une  file  de  rectangles  comprise  entre 
deux  parallèles  à  Ox.  on  trouverait  de  même 

/   /  A^,y}dxdy=  i   ^y  j  A^o-)(f^' 
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et  le  rapprochement  de  ces  deux  formules  permet  d'écrire 


I     Jx  I    /(  X.  y  )  ,/y  =^  I     dy  /     /(  ■/-,  y . 


dx\ 


nous  retrouvons  la  for  nu  dr  tl' intégration  sous  le  signe   j  .  (.a 

démonstration  suppose,  comme  la  première  (n"  99  ),  <|ue  les 
limites  Xq,  ya,  X.,  Y  sont  (ixes,  et  que  la  (Vinctiou  /{x,  y)  est 
continue  entre  ces  limites. 

Exemple.     —  Soit  :.^^-    La    formule  tiénérale  nous   donne 
'  a 

D'une  façon  générale,  lorsque  la  fonction  /{x,y)  est  le  produit 
d'une  fonction  de  la  seule  variable  x  par  une  fonction  de  la  seule 
variable j>',  on  a 

//    ta(x)'!j(y)  (/.rdy  =   1     v{x)dxx  j      •h('y)dy: 

les  deux  inléjjrales  du  second  membre  sont  absolument  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre. 

M.  Franklin  {American  Journal  of  Mathematics,  t.  VII,  p.  77)  a 
déduit  de  cette  remarque  une  démonstration  très  simple  de  quelques  théo- 
rèmes intéressants  dus  à  TcliebichelT.  Soient  '^{x)  et  '^(x)  deux  fonction* 
continues  dans  un  intervalle  (a,  è),  où  «  <  6.  L'intégrale  double 

j    j  [:f{x)  —  ':,>y)\\>\(x)  —  '>j(y)]dxdy, 

étendue  au  carré  limité  par  les  quati'e  droites  x  ^  a,  .r  =  6,  y  =  a.  y  =  b, 
est  égale,  d'après  la  remarque  précédente,  à  la  différence 

i{b  —  a)l     <3{x)'}j{x)  dx—x  j     o{x)dxy<i     ^(x)dx. 

jMais  tous  les  éléments  de  l'intégrale  double  ont  le  même  signe  lorsque  les 
deux  fonctions  <^{x)  et  ^{x)  sont  toujours  croissantes  ou  décroissantes  en 
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même  temps,  ou  si  l'une  d'elles  est  toujours  croissante  lorsque  l'iiulre  est 
décroissante.  Dans  le  premier  cas,  les  deux  dilTcrences  o(x) — f(y), 
i{/(a?)  —  '\iix)  ont  toujours  le  même  signe,  tandis  qu'elles  sont  de  signes 
différents  dans  le  second  cas.  Par  suite,  nous  avons 

(b--a)i      ç(.r  )  ({/(a-)  f/.r  >    1      o(.r)(/:rx    j      i/{x)dx, 

si  les  deux  fonctions  ç(.r)  et']/(x)  sont  toutes  deux  croissantes,  ou  toutes 
deux  décroissantes  dans  l'intervalle  {a,  b).  Nous  avons  au  contraire 

(b  —  a)  j     o(x)'l(.r)  c/t  <C   1     =;(3-)</j-x    /     '!f(x)dx, 

lorsque  l'une  des  fonctions  est  croissanle  et  l'autre  décroissante  dans  le 
même  intervalle. 

Le  signe  de  l'intégrale  double  n'est  pas  douteux,  loisque  •!j(3-}  =  tf(.r), 
car  la  fonction  à  intégrer  est  alors  un   carré   parfait.  On  a  donc  la  relation 

(/;_a)   r   ['i(.r  )]î  rfr  >        r    ■j(.T)dr\  , 

quelle  que  soit  la  fonction  ■■s(t),  l'égalilé  ne  pouvani  avoir  lieu  que  si  <f{x) 
est  une  constante. 

On  peut  déduire  de  ce  résultat  la  solution  d'un  problème  intéressant  du 
calcul  des  variations.  Soient  P  et  Q  deux  points  donnés  du  plan,  de  coor- 
données (a,  .\)  et  (6,B)  respectivement.  Soil  y  =f(x)  l'équation  d'une 
courbe  joignant  ces  deux  points,  y(.r)  étant  continue,  ainsi  que  sa  dérivée 
première  y'(  ;rj,  dans   l'intervalle  ia,bj.    Il   s'agit    île    trouver,    parmi  ces 

courbes,  celle  pour  laquelle  l'intégrale    /      y'- d.v  e-t  minimum. 

r  y'   dans 

(b  —  a)  f  y^  dx'^iB  —  kf. 


En   remplaçant   ç(.r)   par  y'  dans  l'inégalité   précédente,   et   observant 
qu'on  a  par  hypothèse  f(a)^=  A,  J(b)  =  B.  il  vient 


La  valeur  minimum   de  l'intégrale  est  donc  égale  à  — ; '■ — ,    et  cette 

^  "  b  —  a 

valeui-  miniinuni  est  atteinte  lorsque  y'  est  constant,  c'est-à-dire  lorsque  la      , 

courbe  se  réduit  à  la  ligne  droite  PQ. 

121.  Cas  d'un  champ  quelconque.  —  Avant  de  passer  au  cas 
d'un  cliamp  (rinlégratioii  cjueiconque,  nous  allons  d'abord  géné- 
raliser la  formule  (6),  en  supposant  que  la  fonction  f{x,  y) 
admet  dans  le  rectangle  ABCD  une  ou  plusieurs  lignes  de  discon-    . 

G.,    I.  20 
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tiniiité,  loul  en  restant  bornée.  Pour  fixer  les  idées,  supposons 
que  la  fonction  f{:r,  y)  est  discontinue  le  long  d'une  ligne  L  (ou 
du  moins  sur  certaines  portions  dccetle  ligne),  joignant  un  point 
de  AD  à  uu  point  de  BC,  et  représentée  par  une  équation  y  ^  a(j:), 
la  fonction  o(x)  étant  continue  dans  l'intervalle  (Xq,  X).  Celte 
ligne  L  décompose  le  rectangle  R  en  deux  portions,  une  portion  R' 
au-dessous  de  L,  où  l'on  a  f(x, y)  =/,{x,  y),  /\{x,y)  étant 
continue  dans  R',  et  une  portion  R"  au-dessus  de  L  où 

la  fonction /j  (-2^)  y)  étant  continue  dans  R".  On  a  déjà  remarqué 
(n"  119)  que  f{x,  y)  est  intégrable.  Pour  calculer  rinlégrale 
double,  nous  décomposerons  encore  le  champ  en  petits  rectangles 
comme  au  paragraphe  précédent.  Considérons  la  file  de  rectangles 
comprise  entre  les  deux  parallèles  x:^Xi_,,  x^xi  à  Çiy.  La 
droite  x  ^=  xi_^  rencontre  la  ligne  de  discontinuité  L  en  un  point  m 
d'ordonnée  !p(a;,_i),  celte  ordonnée  étant  comprise  par  exemple 
entre  yk-\  et  yi,.  Décomposons  le  petit  rectangle  limité  par  les 
quatre  droites  x  =  Xi_, ,  x  =  Xi,  y  =  ^■/,_, ,  y  =^ yk  en  deux  autres 
au  moyen  d'une  parallèle  à  Ox  menée  par  m.  En  évaluant  la  por- 
tion de  la  somme,  dont  il  s'agit  de  trouver  la  limite,  qui  provient 
de  cette  file  de  rectangles,  on  trouve  encore  Cju'en  choisissant  con- 
venablement les  points  (Ç,  yi")  dans  chaque  rectangle,  cette  somme 
a  pour  expression 

{Xi—Xi-^)\     {  f,(Xi^i,y)dy-i-  fî(Ti-„y)dy\. 

Le  raisonnement  s'achève  de  la  même  façon.  En  posant 

^Y  ^?i,r.  Y 

/     f{^,y)dy=l  fi(x,y,dy-h  Mx,y)dy, 

la  valeur  de  l'intégrale  double    /    /  y(:r,  j>')  <r/a;  e(^  est  donnée  par 

la  formule  (6).  Il  est  clair  rpie  la  méthode  est  générale,  et  la  con- 
clusion est  la  même,  (|uel  que  soit  le  nombre  des  lignes  de  dis- 
continuité analogues  à  L  dans  le  rectangle  ABCD,  pour\u  que  la 
fonction /(x,  j)  reste  bornée. 

Cela  étant,  considérons  maintenant  un  contour  qui  n'est  ren- 
contré qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  Oy.  On  peut  toujours 


i>i-;  cAi.ci  1,. 


le  supposer  formé  par  deux  segmenls  île  droites  AA  ,  BB',  appar- 
tenant à  deux  parallèles  x  =  a,  x  ^^  b  k  Taxe  Oy  (a  <  b  ),  et  deux 
arcs  de  courbe  A//i,B,  A'waB',  représentés  par  les  deux  équations 
j>^,  =  cpi(a:),  >-2=cp2(x),  j'o^jK,,  les  fonctions  »,  et  tpo  étant  continues 
entre  a  et  b.  Il  [xmiI  fraillcurs  se  faire  que  les  points  A  et  A'  se 
confondent,  ainsi  que  15  cl  B' ;  c  est  ce  qui  aura  lieu,  pai-  exemple, 
si  le  contour  est  une  courbe  fermée  analogue  à  une  ellipse.  Soit 
f{x,  y)  nue  fonction  continue  dans  le  champ  R  limité  par  ce  coii- 
lour  et  sur  le  contour  lui-même.  Pour  calculer  l'intégrale  double, 
imaginons  deux  parallèles  r  =  y„.  Y  =  Y  à  l'axe  0.r,  telles  que  le 
champ  R  soit  tout  entier  entre  ces  deux  parallèles,  et  soit  T  le 
rectangle  limité  par  les  quatre  droites  x  ^  a,  x^b,  y=zY„^ 
r=\  (  fig.-ix). 


y 

A 
A 

R" 

Y  : 

m. 

R 



e 

B 

X 

" 

.r 

Les  courbes  Am,  B,  h.' in^W  décomposent  le  rectangle  T  en 
trois  domaines,  le  domaine  R,  le  domaine  R'  au-dessous  de  A  w;,  B, 
et  le  domaine  R"  au-dessus  de  A'wîoB'.  Soit  Y{x^y)  une  fonction 
auxiliaire  définie  de  la  manière  suivantedansT  :  i°  Y(x,y)=^  f{x,y) 
dans  R  et  sur  le  contour  de  R  ;  2"  F(x,  jk)  :=  o  dans  R'  et  R".  Il  est 
évident  qu'on  a 

/    /    /(■'^^y)d3-dy  =  I    I    ¥ix,y)dxdy. 


Mais  la  formule  [(j)  est  applicable  à  la  fonction  F(x',  y") 
les  lignes  de  discontinuité  Aw|B  et  A'wioB',  et  l'on  a 


/    /     Y(x,y)dxdy  =  1     dx  j      \'(x,y)a 


iy- 


admet 
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D'autre  paît,  d'après  la  définition  même  de  la  fonction  ¥(.t,  ri 


f    V{T,y)dr=  f      f{x,y)dy. 


et,  par  eonséquent, 

( 


7)  f  f  f(3!,y)axdr=   f   dx  f     f(x,y)dy. 

La  première  intégration  doit  encore  être  efTectuée  en  regardante 
comme  constant,  mais  les  limites  >-,  cl  y-,  sont  elles-mêmes  des 
fonctions  de  x^  et  non  des  constantes. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  l'iiUésiale  double  tie  la  fonction  —^  à  l'in- 
téiieur  d'un  quart  de  cercle  limité  par  les  a\es  et  la  circonférence 
.r^H-jî—  R-^  =  o. 

Les  limites  pour  x  sont  o  et  R,  et,  x  restant  constant.  )'  peut  varier  de  o 
à  /R- —  x^.  L'intégrale  a  donc  pour  expression 

f^x  f'^^^d^'^r^iy^r^dx^   r-^l^-^rf.; 

•        .  ■        .    u    •  .  ,  ^' 

cette  intégrale  s  obtient  aisément  et  a  pour  valeur  - — • 


Lorsque  le  champ  d'intégration  est  limité  par  un  contour  de 
forme  quelconque,  on  le  décomposera  en  plusieurs  jparlies,  de 
façon  que  le  contour  de  chacune  d'elles  ne  soil  rencontré  qu'en 
deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe  Oi'.  On  pourrait  aussi  le 
décomposer  en  parties  telles  que  le  contour  de  chacune  d'elles  ne 
soit  rencontré  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  Ox,  et  com- 
mencer par  une  intégration  relative  à  la  variable  x.  Prenons,  par 
exemple,  une  courbe  fermée  convexe  comprise  à  l'intérieur  du 
rectangle  x  ^  a,  x  =  b,  y  ^  c,  y  =  d,  dont  les  côtés  passent  par 
les  quatre  points  A,  B,  C,  D  pour  lesquels  a;  ou  ^j'  est  minimum 
ou  maximum.  Soient  (')  jr,  =  a,  (j;),  y^^ 'f2(-2^)  les  équations  des 
deux  arcs  de  courbe  ACB,   ADB  ;   soient  de  même  a^i  = 'i,  ( y), 

(  '  )   Le  lecteur  csl  prié  de  faire  ta  tigiirc. 


t.    —    PKOCKDÉS    UE    IVLCIII,.  SoQ 

Xi^=\2{y)  'es  équations  des  deux  arcs  de  courbe  CAD,  CBD  ; 
(p,  {x)  et  <On{x)  sont  conlinues  entre  a  et  6,  i{j,  (y)  et  'i2(j>')  sont 
continues  lorsque  y  varie  de  c  à  c?.  On  peut  calculer  l'intégrale 
double  d'une  fonction  f(x,y),  continue  à  l'intérieur  de  ce  con- 
tour, de  deux  façons  différentes  et,  en  égalant  les  deux  expres- 
sions obtenues,  il  vient 


(8) 


I     dx  I      J\x,y)dy=j      dyj      J\x,y)d.r; 


on  voit  que  les  limites  sont  tout  à  fait  dilïérentes  dans  les  deux 
intégrales.  Tout  contour  convexe  fournit  une  formule  de  cette 
nature.  Par  exemple,  si  l'on  prend  pour  cbamp  d'intégration  le 
triangle  limité  par  les  droites  j'^o,  x  ^  a,  y^x.  on  parvient 
à  une  formule  donnée  par  Lejeune-Dirichlel, 

/      dx  1     f{x,  y)  dy  —    l      dy   j     fi  x,  y  )  dx. 

lâS.  Analogies  avec  les  intégrales  simples.  —  L'iiitégiale    /    /{t)di, 

considérée  comme  fonction  tle  x,  a  poiii-  i\éx-i\ée  f{x ).  Il  existe  un  théo- 
rème analogue  pour  les  intégrales  doubles.  Soit/(.r,  y)  une  fonction  con- 
tinue à  l'intérieur  d'un  rectangle  limité  par  les  droites  x  =  a,  x  =  X, 
y  =  b,  y  =  B,  (a  <:i  A,  6  <  B).  L'intégrale  double  de  f{x,y),  étendue  à 
l'aire  du  rectangle  limité  par  les  droites  .r  =  a,  ^  =  X,  ^  =  6,  >' =  Y, 
(a  <  X  <  A,  6  <  Y  <  B),  est  une  fonction  des  coordonnées  X,  Y  du 
sommet  variable,  qu'on  peut  écrire 

.X  .  V 

F(X,Y)=^      dx  l     fix.y)dy. 

Soit  <I>(a:)=    /     /{Xjyjdy;   une  première  diilerenliation  par  rapport 

à  X  nous  donne 

oF  /•  ^ 

_=*(X)=y    J{\,y,dy, 


et,  en  dilférentiant  de  nouveau  par  rapport  à  V,  il  vient 

^'^  ^•=-/-^-^'^-'- 

La  fonction   la  plus  générale   j<(X,  Yi   satisfaisant  à   la   relation  précé- 
dente  (g)  s'obtiendra   facilement  en   ajoutant  à   F(X,Y)   une  fonction  z 
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dont  la  dérivée  seconde ^^  sera  nulle.  Elle  est  donc  de  la  forme  (n''63) 

(m)  iiiK,\')=  i/.r  j     /ix,j-)df  ^o(\) -\-  ■:f(\' ), 

tf(X)  et  •\i(\)  étant  deux  fonctions  arbitraires.  On  peut  disposer  de  ces 
deux  fonctions  arbitraires  de  façon  que,  pourX=a,  m(X,Y)  se  réduise 
à  une  fonction  donnée  V(Y)  et,  pour  Y  =  è,  à  une  autre  fonction 
donnée  [J(X);  ces  deux  fonctions  étant  liées  nécessairement  par  la  rela- 
tion U(o)  =  V(/)).  En  faisant  successivement  X  =  a.  Y  =  />  dans  la  rela- 
tion précédente,  on  a  les  deux  conditions 

V(Y)  =  cp(rt)-i-  4/(Y).  V(\\  =  q(Xi  -h'IiO): 

on  en  tire 

y'sï(Y)  =  \(Y)  — 9(a),  •\,(b)  =  \(b)  —  o(a), 


Cp"? 


a)(  X)  =  \J{\)-Y(b)^'i(a), 
el  la  formule  (lo)  devient 


<ii) 


(<(X,Y)=/     dj-  I    /(a-,j,.,rf,--+-U(X)-HV(  Y)— V(6) 


Réciproquement,  si,  par  un  moyen  quelconque,  on  a  obtenu  une  fonc- 
tion m(X,  Y)  vérifiant  la  relation  (9),  on  trouve,  par  un  calcul  tout  pareil 
au  précédent,  qu'on  a,  pour  valeur  de  l'intégrale  double, 

(12)       /      d.T  I     f{x,Y)dy=^u('%.,\)—u{\,b)  —  ina,\)^u(a,b). 


Plaçons-nous  maintenant  dans  une  hypothèse  un  peu  ditférente,  en  rem- 
plaçant les  deux  côtés  du  rectangle  par  un  arc  de  courbe  tel  que  AB 
(J'ig-  11).  où  l'ordonnée  va  constamment  en  diminuant  lorsque  l'abscisse 
augmente. 

Soity"{,r,  ^')  une  fonction  continue  à  l'intérieur  du  rectangle  AGBD; 
M  étant  un  point  quelconque  de  ce  rectangle,  les  parallèles  aux  axes 
menées  par  M  rencontrent  l'arc  AB  en  deux  points  P  et  Q  respectivement, 
et  l'intéorale  double 


F(X,Y)=  j'  j"       f(x.y)dxdy 


PMyi 

étendue  à  l'aire  du  triangle  mixtiligne  PMQ,  est  une  fonction  continue 
dans  ce  rectangle.  En  écrivant  cette  intégrale  double  sous  la  forme  (7),  on 
en  déduirait  aisément  qu'elle  satisfait  aussi  à  la  relation  (g).  On  peut 
encore  le  voir  directement  comme  il  suit.  Donnons  à  X  et  à  Y  des  accrois- 
sements h  et  k;  on  passe  ainsi  du  point  M  au  point  voisin  M'. 
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Désignoii".    par   i  1 1,   (2),    (3),   (4)   les   intégrales  dciubles  étendues  aux 
innaines  désignés  par  les  mêmes  chiffres  sur  la  figure.  On  a 

F(X  +  A,  Y -I- A:)  =  (I) -H  (-2) -H  (3)  +  a^ 
F(X  ^/i,  Y)  =  (i)-H(3),  F(j-,  Y-hA-)  =  (i)-i-(2), 


«t,  par  suite. 


F(X,  Y-^/-)  — F(X^/i,  Y 


F(X.Y)    _  (Jj_. 
^  /lA' 


le   rapport  dans  le   premier  membre  a   pour  limite  lorsque  /(  et  X 

tendent  vers  zéro  (n°  22).  D'autre  part,  si  l'on  applique  la  formule  de  la 
moyenne  à  l'intégrale  double  (4),  il  vient  (i)  =  hk  f(X-h  fih,  Y-(-6A). 
En  faisant  tendre  h  et  k  vers  zéro,  on  obtient  précisément  la  formule  (9). 


L'intégrale  F(X,  Y)  de  l'équation  (g)  est  nulle  tout  le  long  de  AB.  Il  en 
est  de  même  de  ses  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  on  voit  en 
effet  immédiatement  sur  la  figure  que,  si  le  point  M  est  sur  AB.  à  un  accrois- 
sement A  de  X  correspond  un  accroissement  infiniment  petit  du  second 
ordre  de  F(X,  Y). 

La  formule  ii2j  est  analogue  à  la  formule  fondamentale  (8  )  (voir  n'  78). 

La  formule  suivante  offre  aussi  une  certaine  analogie  avec  la  formule 
d'intégration  par  parties. 

Soit  A  une  région  finie  du  plan,  limitée  par  une  ou  plusieurs  courbes 
de  forme  quelconque.  Une  fonction  y( ,r,  ^j'),  continue  dans  A,  varie  entre 
un  minimum  Vo  et  un  maximum  V.  Imaginons  qu'on  ait  tracé  les  courbes 
de  niveau  f{x.  y)  =  c,  où  c  est  compris  entre  P»  et  V,  et  supposons  qu'on 
puisse  trouver  l'aire  de  la  portion  de  A  pour  laquelle  f{x,  y)  est  compris 
entre  Po  et  v.  Cette  aire  est  une  fonction  F(p)  qui  croît  avec  v,  et  l'aire 
comprise    entre    deux    courbes    de    niveau    infiniment  voisines  est  égale 
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à  F(v-i-àv)  —  F(p')  =  Af  F'(  (' -f- 6  Al)).  Si  l'on  décompose  celle  aii-e  en 
parties  infiniment  petites  par  des  lignes  joignant  les  deux  courbes  de 
niveau  voisines,  on  peut  prendre  dans  chacune  de  ces  parties  un  point  (Ç,  yj), 
tel   qu'on  ait  /(f,  r,  )  =  c  -h  6  Ai',  et  la  somme  des  éléments  de  l'intégrale 

douljle    /     /  Jdxdy.  provenant  de  cette  région,  a  pour  expression 

(>  -i-  6  Af  )  F'(p  -I-  6  Ap)  Ai>. 

L'intégrale  double  est  donc  égale  à  la  limite  de 

S(  t.-  -^  6  ^v)  F'(p  -H  e  \v)  Ac, 

c'est-à-dire  à  l'intégrale  simple 


f    i>F'(v)(h-  =  \F(\)—  f    F 


(  V  )  (h- 


Cette  méthode  est  surtout  commode  lorsque  le  champ  d'intégration  est 
limité  par  deux  courbes  de  niveau 

/(.r,y)  =  Vf,,         f{x,y)  =  \. 

Soit,  par  exemple,  à  évaluer  l'intégrale  double    /     1  <J i -^  x- -^- y^  dx  dy 

c' tendue  à  l'intérieur  du  cercle  .r--^_K'=  i.  Si  nous  posons  v  =  v  i  ^-  x'^^t- y^, 
le  champ  d'intégration  est  limité  par  les  deux  courbes  de  niveau  c  =  i, 
(■  =  y'?,  et  la  fonction  F(i^),  qui  est  l'aire  d'un  cercle  de  rayon  \/v^  —  i , 
est  égale  à  -(v^ —  i).  L'intégrale  double  est  donc  égale  à 


j: 


3 

La  formule  précédente  s'étend  aisément  aux  intégrales  doubles 
/    j  f(x,y)a(x,y)dxdy, 

en  désignant  par  F(fj  l'intégrale  double    /     l  ai.x,  y)  dx  dy,  tltnAMeÀXa 
portion  du  champ  d'intégration  limitée  par  la  courbe  de  niveau  v  =f(  x,y). 

123.  Formvile  de  Green.  —  Si  la  foncliony"(a7,y)  est  la  dérivée 
partielle,  par  rapport  à  x  ou  à  y,  d'une  fonction  connue,  une  des 
intégrations  s'effectue  immédiatement   et  l'on  est  ramené  à  une 


(')  On  trouvera  de  nombreuses  applications  de  cette  mélbode  dans  un  Mémoire 
de  M.  Catalan  (Journal  de  Liouville,  i"  série,  t.  I\',  p.  233). 
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seule  quadralure.  Celle  remarque  bien  siniple  couduil  à  une  tôt- 
inule  imporlanle,  appelée  ybrmM/e  de  Grecn. 

Considérons     d'abord     une    intégrale     double     ;     /    — ilxdy, 

étendue  à  la  poilion  du  plan,  limiléc  par  un  contour  C  tel  (pie 
celui  de  la  figure  (ai),  composé  de  deux  segments  de  droites  AA', 
BB',  parallèles  à  Oy  et  de  deux  arcs  Am,  B,  A'/naB'.  Une  paral- 
lèle à  Oy  comprise  entre  AA'  et  BB'  rencontre  les  arcs  A»i,  B 
et  A'z/iîB'  en  deux  points  «i,  et  «(o  d'ordonnées  r,  el  jKj-  I^  inté- 
grale double  a  pour  expression,  en  intégrant  d'abord  par  rapport 

j    j  '^dxdy=  f    c/u-J^'^dy^   f    [P{T.j',,-Pia:,r,)]da: 

Mais  les  deux  intégrales    /     P(.r,  y,  )  r/,/-,     /      P(x,  Y2)  dx  sont 

précisément  des  intégrales  curvilignes  prises  respectivement  le 
long  des  arcs  AmiBel  A'/HoB'.  Comme  les  intégrales  curvilignes 

JPdx,  /    P  dx  sont  nulles,  nous  pouvons  écrire  la  l'ormule  pré- 
AA'  •RE' 


•-  BB' 

cédente 


(i3)  /     /  ^d,rdv=-  j    Pd.r, 

l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  C  dans  le  sens 
direct,  si  les  axes  ont  la  disposition  de  la  figure.  Pour  étendre  la 
formule  à  une  aire  limitée  par  un  contour  de  forme  quelconque, 
on  procède  comme  plus  haut  (n"96)  en  partageant  celte  aire  en 
plusieurs  autres  par  des  transversales,  de  façon  que  le  contour  de 
chacune  des  aires  partielles  satisfasse  à  la  condition  précédente,  et 
appliquant  la  formule  à  chacune  d'elles.  On  établit  de  même  la 
formule 


(i4) 


/./'S'"  *■=,/>*• 


l'intégrale  cuiviligne  élanl   toujours  prise  dans  le  même  sens.   En 
retranchant  les  égalités  (là)  et  (M);  il  vient 

(.5,  fpd.^qdy^ffi^^^'^^d.dy, 
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l'intégrale  double  élanl  étendue  à  l'aire  limitée  par  C.  C'est  la 
formule  de  Green,  qui  a  d'importantes  applications.  En  posant 
Q=:a;,  P  =  — y,  on  retrouve  la  formule  obtenue  plus  haut  (n°  96) 
qui  exprime  l'aire  d'une  courbe  fermée  par  une  inlégrale  curvi- 
ligne. 

Remarque ■  —  Remplaçons  P  par  un  produit  de  deux  facteurs  uv 
dans  la  formule  (  i.3  );   il  vient 

/     /  «  T—  d^  dy  -H   /     /  (  —  d.T  dy  =  —   /     uv  dx, 
el  par  suite 

On  trouverait  di-  même 

S  J  '•57'^^  ''^''  =.£  ""  ''•>•  ^J  J"  '£  '^^  '<>'• 

L'analogie  est  évidente  avec  la  formule  d'intégration  par  parties. 

II.  —  CHANGEMF.NTS   DE  VARIABLES.   -  VULl  MES. 
—  AIRE  D'LUXE  SURFACE  COURBE. 

Pour  évaluer  une  intégrale  double,  nous  avons  supposé  jusqu'ici 
qu'on  décomposait  le  champ  d'intégration  en  rectangles  infini- 
ment petits  par  des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Nous 
allons  maintenant  supposer  qu'on  décompose  le  champ  d'intégra- 
tion par  deux  familles  de  courbes  absolument  quelconques. 

124.  Formule  préliminaire.  —  Soient  m  et  t'  les  coordonnées 
d'un  point  par  ra|)porl  à  un  sxstème  d'axes  rectangulaires  dans  un 
plan,  X  el  y  les  coordonnées  d'un  autre  point  par  rapport  à  un 
autre  système  d'axes  rectangulaires  de  même  disposition  que  les 
premiers,  dans  le  même  plan  ou  dans  un  plan  dilTérent.  Les  for- 
mules 

{16)  x—f(ii,v),  y  =  a(u,v} 

définissent   une   certaine  correspondance   entre  les  points   de  ces 
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doux  |)l<ins.  Nous  sii|)|)oserons  :  i"  que  ces  fonctions  fin,  c). 
<f{u,  (')  sont  conliiiiics  cl  admellenl  des  dérivées  parlielles  con- 
linues,  lorsque  le  poiul  in,  v)  décrit  une  portion  A,  du  plan 
(m,  c)  liiniti'c  par  un  contour  (".|:  ■>"  que  les  formules  (l'J)  '""' 
correspondre  à  la  ])ortiou  A,  du  plan  (tt,  i)  une  portion  A  du 
plan  [x,y),  limitée  par  un  contour  C,  et  qu'il  y  a  correspondance 
univoque  entre  les  points  des  deux  aires  et  des  deux  contours,  de 
façon    qu'à    un   point    de   A    ne   correspond    qu'un   point   de   A,  ; 

3°  que  le  déterminant  fonctionnel  A=  ; — J-LJ—  Qg  change  pas  de 

"  D(M.l')  *       ' 

signe  à  l'intérieur  de  C,  (il  peut  d'ailleurs  s'annuler  en  certains 
points  de  A)  ). 

11  peut  encore  se  présenter  deux  cas.  Lorsque  le  point  [ii,  c) 
décrit  le  contour  C|  dans  le  sens  direct,  le  point  (./-,  y)  décrit  le 
contour  ij  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens,  qui  peut  être 
le  sens  direct  ou  le  sens  inveise.  Nous  dirons,  suivant  les  cas,  que 
la  correspondance  est  directe  ou   inverse. 

Cela  posé,  l'aire  Q  de  la  portion  A  du  plan  a  pour  expression 

o  =/\r,/r. 

"-  ici 

l'intéi;rale  étant  prise  le  long  du  contour  (j  dans  le  sens  direct.  Si 
l'on  emploie  le  changement  (le  variables  délini  par  les  formules  (16), 
on  a  encore 

Q=±  f  f(u,i')d-^(u,i'), 

'/c,i 

la  nouvelle  intégrale  étant  prise  le  long  de  C,  dans  le  sens  direct; 
on  doit  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  que  la  corres- 
pondance est  directe  011  inverse.  \p|)li(|uons  à  cette  nouvelle  inté- 
grale la   formule  de  Green,   en    posant   i/^x.  i  =  r,  P  z=  f -1 , 

o  1  ./  .      ijfi 

Q  =  /— ^.  ce  {jui  nous  donne 


Ou        di'  D(h,(-)' 

et  il  vient 


du  dv, 


ou  encore,  en  appliquant  à    l'intégrale  doulile  le  théorème  de  la 


3i6 
moyenne, 

(17) 


CHAPITRE    VI. 


l.NTKGnALES    DOUBLES. 


(Ç,  7^)  étanl  les  roonlonnées  dun  point  intérieur  à  C,,  et  Oi  l'aire 
de  la  portion  A,  du  plan  (11,  c).  On  voit  d'abord  iju'on  doit 
prendre  le  signe  4-  ou  le  signe  —  devant  le  second  membre, 
suivant  que  A  est  lui-même  positif  ou  négatif.  Par  suite,  la  corres- 
pondance est  directe  ou  inverse^  suivant  que  A  est  positif  ou 
négatif. 

La  formule  (17)  établit  une  analogie  de  plus  entre  les  détermi- 
nants fonctionnels  et  les  dérivées.  Imaginons,  en  effet,  que  la  por- 
tion A,  du  plan  diminue  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  tous  les 
points  tendant  vers  un  point  déterminé  (m,  v).  Il  en  sera  de  même 
de  A,  et  le  rapport  des  aires  Q,  Q|  a  pour  limite  la  valeur  absolue 
du  déterminant  A;  de  même  que  la  dérivée  est  la  limite  du  rapport 
de  deux  éléments  linéaires,  A  est  la  limite  du  rapport  de  deux  élé- 
ments superficiels.  La  formule  (17)  est,  à  ce  point  de  vue-là, 
l'analogue  de  la  formule  des  accroissements  finis. 

Remarques.  —  Les  li^polhèses  que  nous  avons  faites  sur  la  correspon- 
dance entre  A  et  Ai  ne  sont  pas  toutes  indépendantes.  Ainsi,  pour  que  la 
correspondance  soit  univoque,  il  est  nécessaire  que  A  ne  change  pas  de 
signe  dans  la  portion  Ai  du  pfan  {u,y).  Supposons,  en  effet,  que  A  soit  nul 
tout  le  long  d'une  courbe  yi,  séparant  la  région  de  AjjOÙ  A  est  positif  de 
la  région  où  A  est  négatif.  Prenons  un  petit  arc  /«i  «1  de  yj  et  une  région' 
très  petite  de  Ai  renfermant  l'arc  mj  «i  ;  elle  se  décompose  en  deux 
régions  n,  et  a\  ayant  m,»,  pour  ligne  de  séparation  ijlg.  23). 


Lorsque  le  point  (  u,  v)  décrit  l'aire  ai,  où  A  est  positif,  le  point  (x,  y) 
décrit  une  aire  a,  de  contour  mnpm,  et  les  deux  contours  mi«i/)i/ni, 
mnpm  sont  parcourus  en  même  temps  dans  le  sens  direct.  Lorsque  le 
point  (m,  v)  décrit  l'aire  a',,  où  A  est  négatif,  lejpoint  (x,  y)  décrit  une 
aire  a',    dont  le   contour    iimqr  doit   être    décrit    dans    le    sens    inverse, 
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lorsque  fi,miijin,  osl  décrit  dans  le  sens  direct.  Cette  aire  a'  doit  donc 
reconviir  en  partie  l'aire  précédente  a;  à  tout  point  (.r,  >')  de  la  partie 
commune  nrni  correspondent  deu\  points  (u,  v)  de  part  et  d  aulie  de  la 
ligne  niirt]. 

Posons,  par  exemple.  X  =  a-,  Y  =  )-;  on  a  \  =  ■zy.  Si  le  point  {x.y) 
décrit  une  aire  fermée  renfermant  un  segment  ab  de  l'axe  des  x.  on  voit 
sans  peine  que  le  point  (X,  Y)  décrit  deux,  aires  situées  au-dessus  de  l'axe 
des  X,  et  terminées  lune  et  l'autre  à  un  même  segment  AB  de  cet  axe. 
Une  feuille  de  papier  repliée  sur  elle-même  suivant  une  ligne  droite  tra- 
cée dans  cette  feuille  donne  une  idée  nette  de  la  surface  décrite  par  le 
point  (.X.  Y  ). 

Il  ne  suffit  pas  que  A  conserve  le  même  signe  dans  Vj  pour  que  la  cor- 
respondance soit  univoque.  Prenons  par  exemple  -X  =  .r- — -y-,  Y  =  i-xy. 
le  jacobien  A  =  4(a:--f-  »'-)  est  toujours  positif.  Or,  les  formules  précé- 
dentes peuvent  s'écrire,  en  désignant  par  (/•,  9),  (  R,  (o  )  les  coordonnées 
polaires  des  deux  points  {.r.yt.  i\.  Y)   respectivement,  R  =  r^,  («  =  2  0. 

Cela  posé,  faisons  varier  /•  de  a  à   b(a<^b)  et  6  de  o  à  7: -^  a   (a  étant 

compris  entre  o  et  -  j  ■  Le  point  f  R,  10  )  décrit  la  couronne  circulaire  com- 
prise entre  les  deux  cercles  de  rayons  a-  et  6-.  .Mais  à  toute  valeur  de 
l'angle  10  comprise  entre  o  et  2ï  correspondent  deux  valeurs  de  0,  l'une  9| 
comprise  entre  o  et  x,  l'autre  entre  -r.  et  t.  -^  rt.  On  peut  encore  se  repré- 
senter l'aire  décrite  par  le  point  (X,  \)  au  moven  d'une  couronne  circu- 
laire en  papier  qui  se  recouvrirait  partiellement. 

■12o.  Changement , de  variables.  Première  méthode.  —  Conser- 
vons les  hypothèses  faites  phis  haut  sur  les  régions  A  et  Aj,  el 
les  formules  (16), ^el  soit  F(^,  y)  une  l'onction  continue  dans  îa 
région  A.  Décomposons  la  région  A,  en  régions  plus  petites  a,, 
a.i,  ....  a„  d'une  façon  arbitraire;  il  y  correspond  une  division  de 
la  région  A  en  régions  plus  petites  «,,  «2,  . . .,  a„.  Soient  to,  et  t,- 
les  aires  des  deux  régions  correspondantes  a,  et  a,;  on  a.  d'après 
la  formnle  (17), 

I  D(.A?)  I 
"''=''iD(«,-,P,)|' 

«,,  Vi  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  la  région  a,.  A  ce 
]>oint  (m,,  (',)  correspond  un  point  .«,=:/"(«,,  vi),  yi=  'i( Ui,  Vi) 
de  la  région  a,-.  En  posant  <!>(«,  v)  =  F[f{u,  v)^  'fiu,  i')],  nous 
Douvons  donc  écrire 


F(.,^,)u>,=2<i>(«.^/)|i57i77;^ 
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en  passant  à  la  limite,  nous  obtenons  l'égalilé 

D(/. '^I 


(I 


8)      f  f  ^(x,y)dxdy=   f  f    F[/(  «,  r),  cp(  m,  .)]  U|Ali  L„  ^,,. 

J     t/,A,  J     •    ,A,1  \u\  u,   i    1  I 


Donc,  pour  effectuer  un  changement  de  variables  dans  une 
intégrale  double,  on  doit  remplacer  x  et  y  par  leurs  valeurs 
en  fonction  des  nouvelles  variables  u,  v,  et  le  produit  dx  dy 
par  \L\dudv.  Quant  an  nouveau  cliainp  d'intégration,  nous  avons 
expliqué  comment  on  le  détermine. 

Pour  trouver   entre  quelles  limites  doivent  èire  ellecluées   les 
intégrations  qui  donnent  la  valeur  de  la  nouvelle  intégrale  double, 


j(x>.bj 


il  est  en  général  inutile  de  tracer  le  contour  C|  du  nouveau  champ 
d'intégration  A,.  Considérons,  en  effet,  u  et  v  comme  un  système 
de  coordonnées  curvilignes;  lorsque,  dans  les  formules  (i6),  on 
attribue  à  l'une  des  variables  m,  c  une  valeur  constante,  et  qu'on 
fait  varier  l'autre,  on  obtient  deux  familles  de  courbes  i<  =  const., 
('  r=  const.  D'après  les  hypothèses  faites  sur  les  formules  (16),  par 
chaque  point  de  la  région  A  il  passe  une  courbe  et  une  seule  de 
chacune  des  deux  familles.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'une 
courbe  c  =  const.  rencontre  le  contour  C  en  deux  points  seule- 
ment M(,  Mj  correspondant  aux  valeurs  «<,,  «2  de  «<(«!«<  «2)  et 
que  toutes  les  courbes  (  t")  rencontrant  le  contour  C  sont  comprises 
entre  les  deux  courbes  r^«,  v^=b{a<ib)  {fig.  24).  Alors,  si  l'on 
intègre  d'abord  par  rapport  à  «,  r  restant  constant,  on  doit  faire 
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Vitrier  u  de  ;/|  à  f/o  t"i  el  u^  sonl  en  général  des  fondions  de  i")  et 
Intégrer  ensuite  le  résultat  entre  les  limites  a  et  b. 
L'intégrale  double  ctierchée  a  donc  pour  expression 

f    dv  Ç     V[f(u,v),a{u,v)'\    \    dudv. 

Ln  changement  de  \ariables  revient  au  fond  à  décomposer  le 
champ  d'intégration  en  régions  inlîniinent  petites  par  les  deux 
svstèmes  de  courbes  («)  et  (v).  Soit  oj  Paire  du  quadrilatère  cur- 
viligne limité  par  les  courbes  (m),  (u  -i-  du),  {\>),  (v -{- di'),  où 
du  et  dv  sont  positifs;  à  ce  quadrilatère  correspond,  sur  le  plan 
(m,  f),  un  rectangle  de  côtés  du  et  dv.  On  a  donc,  d'après  la  for- 
mule (17),  w  =  |A(ç,  -r,)|  du  de.  ;  étant  com[)ris  entre  u  et  u  -+-  du, 
r,  entre  r  et  v-hdv.  L'expression  |A(«<,  i>)\dudv  s'appelle  l'élé- 
ment d'aire  dans  le  système  de  coordonnées  ut.  c").  La  valeur 
exacte  de  co  est  (o  =  ■  |  A(«,  ç)\  -+-  ï  ■  du  d\\  t  étant  infiniment  petit 
en  même  temps  que  du  et  di.'.  Mais,  quand  on  cherche  la  limite 
de  la  somme  SF(a;,  jk)",  on  peut  négliger  e;  en  effet,  A(m,  «•) 
étant  une  lonclioD-  continue,  on  peut  supposer  les  courbes  (m) 
et  (p)  assez  rapprochées  pour  que  tous  les  s  soient  moindres  en 
valeur  absolue  que  tout  nombre  positif  donné  et,  par  conséquent, 
pour  que  la  somme  SF(x,  y)zdudv  soit  elle-même  plus  petite 
en  valeur  absolue  que  tout  nombre  positif. 

126.  Exemples  :  1"  Coordonnées  polaires.  —  Supposons  qu'on 
passe  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées  polaires. 
On  a  X  =  p  costo,  j)'  =  0  sinio,  et  l'on  obtient  tous  les  points  du 
plan  en  faisant  varier  0  de  zéro  à  -{- se,  et  to  de  zéro  à  27:.  On 
trouve  A  =  z,.  de  sorte  que  l'élément  d'aire  est  p  dis>  do.  comme  la 
Géométrie  le  montre  sans  peine.  Supposons  dabord  qu'il  s'agisse 
d'évaluer  une  intégrale  double  dans  la  portion  du  plan  limitée  par 
un  arc  AB  qui  n'est  rencontré  qu'en  un  point  par  une  demi-droite 
issue  de  l'origine,  et  par  les  deux  droites  OA,  OB  faisant  avec  Ox 
des  angles  w, ,  too.  Soit  R  =  ts(  10)  l'équation  de  l'arc  AB  ;  w  étant 
compris  entre  to,  et  lo,,  ;  peut  varier  de  zéro  à  R,  et  l'intégrale 
double  de  f(x,  y)  a  pour  valeur 


/'(pcostu,  p  «inio  )o  (^p. 
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Si  lare  .\B  forme  une  courbé  fermée  comprenant  l'origine  à 
son  intérieur,  on  prendra  w,  =  o,  (02  =  ait.  Tout  champ  d'intégra- 
tion peut  être  décomposé  en  plusieurs  régions  telles  que  la  précé- 
dente. Supposons,  par  exemple,  que  le  contour  C  soit  une  coCirbe 
fermée  convexe  laissant  l'origine  à  l'extérieur.  Soient  OA  et  OB 
les  tangentes  menées  par  l'origine  à  ce  contour,  R,  ^y,  (oj), 
R2=y2(u)  les  équations  des  deux  arcs  de  courbe  ANE,  AMB. 
Pour  une  valeur  donnée  de  w,  comprise  entre  u,  et  Wo,  p  peut 
varier  de  R,  à  H,.  et  l'un  a  pour  valeur  de  l'intégrale  double 


/        dto  j       /(pcosto,  Çi  s\noi)z  r/o. 


■j"  Coordonnées  elliptit/ues.   —   Considéions   une   famille   de   coniques 
homofocales 

X'9)  -r  +  ^ — ;:î  =  '' 


où  ).  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Far  tout  point  du  plan  passent  deux 
coniques  de  cette  espèce,  une  ellipse  et  une  hyperbole,  car  l'équation  (19) 
a,  quels  que  soient  x  et  y,  une  racine  X  supérieure  à  c-,  et  une  racine 
positive  fi,  inférieure  à  c-.  De  la  relation  fig)  et  de  la  relation  analogue, 
011  X  est  remplacé  par  jjl.  on  tire 


(20) 


/Ijl 


y- 


\/{  A  —  C2  U  r 


(o£jji  =  c2SX); 


pour  éviter  toute  ambiguïté,   nous  ne  considérons  que  la  région   du   plan 
Fig.  35. 


de!^  xy  située  dans  l'angle  xOy.  Cette  région  correspond,  point  par  point, 
d'une   façon   univoque,   à   la. région  du   plan  (  ),.  a)  limitée  parles  droites 

>,    ^  C^,  H'  =  o,  JJL  =  C-. 

I.orsque  le   point  (A,  [i)  décrit  le  contour  de  cette  région  dans  le  sens 
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indiqué  par  les  (lèches,  les  formules  (20)  montrent  que  le  point  (x,y) 
décrit  les  deux  axes  Or,  Oy  dans  le  sens  indiqué  par  les  tléches.  La 
correspondance  est  donc  inverse;  c'est  ce  qu'on  vérifie  en  calculant  A, 


127.  Changement  de  variables  :  deuxième  méthode.  —  Noii.s 
allons  établir  la  formule  générale  (18)  par  une  autre  méthode,  qui 
s'appuie  uniquement  sur  la  façon  même  dont  on  calcule  une  inté- 
grale double.  Nous  conservons,  bien  entendu,  les  hypothèses 
faites  au  début  sur  la  correspondance  entre  les  points  des  deux 
régions  A,  A|.  Observons  d'abord  que,  si  la  formule  est  vraie  pour 
deux  transformations  particulières, 

j-  =  /(  ;/,  V ),  u  =f,iii\  v'), 

y  —  -ji  II.  11.  i-  =  'i,!  u\  v'). 

elle  est  vraie  pour  la  transformation  obtenue  en  les  elTecluant 
successivement;  cela  résulte  de  la  propriété  connue  des  détermi- 
nants fonctionnels  (n°  00) 

ï)(x.  y)  _  D(  .r.  V-  1    D(  ".  c  ) 
D(  II',  i'  )  ~   n(  u.  !•  )   D(  li.  f'  ) 

De  même,  si  la  formule  est  vraie  pour  plusieurs  légions.  A,  B;, 
C,  ....  L,  auxquelles  correspondent  des  régions  A,,  B,,  C,,  .... 
L,,  elle  est  vraie  aussi  pour  la  région  A+  B  +  C -t-. .  .-1-  L.  Enfin, 
la  formule  est  vraie  si  le  changement  de  variables  se  réduit  à  une 
transformation  de  coordonnées 

.r  =  a~„-H  .r'  cosa  -  _y'  sina,         y  =  y^-^  3-'  i'inï  -î- y'  cosa.; 

on  a  A  =  I ,  et  les  deux  intégrales  sont  égales 


II 

-IL 


F  ir,y)  dx  dy 


F(a'o-i-  x'  cosa  —  y'  sina,  yo-r-  x'  sina  -^- y'  cosi  )  dx'  dy' , 

J  A'i 

d'après  la  définition  même  des  intégrales  doubles. 

Cela  posé,   nous  allons  d'abord   démontrer  la  l'ormule  pour  la 
transformation  particulière 

(21)  x  =  o{x',y'),  y=y, 
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qui  t;iil  correspondre  à  la  région  A  une  région  A' comprise  entri' 
les  mêmes  parallèles  à  Ox,  r=  v'm  y  ~=^Xt-  i^oiis  supposons  qu'à 
tout  point  (le  A  ne  correspond  qu'un  point  de  A'  et  inversement. 
Si  une  p:irallèlc  i'i  O.r  ne  rciiconlre  le  contour  ('-  de  A  (pi'en  deux 
points,  il  en  sera  de  même  du  contour  (7  de  A'.  Aux  deu\  points  /?i„ 


.M,^ 


\^^: 


el  ni,  d'ordonnée  y  <J"  contour  C  correspondent  deux  points  w^ 
el  m'  du  contour  C.  Mais  il  peut  se  présenter  deux  cas  suivant 
que  la  correspondance  est  directe  ou  inverse,  l'our  distinguer  les 

deux  cas,  remarrruons  que,  si  — ^  est  positil,  x  croît  avec  x' ,  les 
points  «/„  et  III,,  /»'„  et  m\  sont  disposés  comme  la  figure  2')  l'in- 
dique, et  la  correspondance  est  directe.  Au  contraire,  si  — ^  était 
négatif,  la  correspondance  serait  inverse. 

Prenons  le  premier  cas,  et  soient  .t„,  x,,  .r^,  x\  les  abscisses 
des  points  «(„:  "?i,  '»ô'  '"i-  ^"  ■'>  ^'^  applitpiant  la  formule  du 
changement  de  variable  dans  une  iiiléj;rale  sinq)le. 


.'■'^r']-^'/-'-', 


y  et  )''  étant  considérés  comme.'  constants,  el,  par  suite, 

j       ,ly  j      ¥(.r,y)clx=  I      d/j^     ^['fi^' , /),  f  \^,  d-r' . 

Mais  le  jacobleu  A  se  réduit  ici  à  ■—-,  et  la  formule  précédente  peut 
s'écrire 

/     /     Vix^Yjdx  dy  =  I     I     l'[o(x', y),  y']\  \\  dx' dy'. 

•'    -'lAi  "^    •   (Al 
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Lit  formule  se  dc'iiHPiilre  tie   la  même  l'iicoii  si  — ^  osl  iiéi:alif  et 

OT 

s^étend  évidemmeiil  à  nm-  région  limiti-e  j)ar  un  coiiloiir  de  Ibriiie 
(liielconque. 

(_)ii  élaljlira  [oui  pareilleiiieiit  (|ii"en  ]iosaMl 

(ii)  j- =  ,?■'.         ^  =  (l/(a-',  i'), 

on  a  la  formule 

/    I    ¥^x,y)(lxdv  =  1   I     Fl.c,-l(.r\y')]\^dx'(iy. 

■       ^     A  •       -Al 

le  nouveau  cliani|)  dintéirralion  A'  correspoïKlaiil  point  par  point 
à  la  région  A. 

Considérons   malnlenanl  le>  loiiniile>  générales  de  lran>f()iina- 
lion 

ÏJi  a- =/i  j:,,_k,).  _)- = /■,  I  j-|,,k,  ), 

el,  poui-  plus  de  clarté,  désignons  par  (x.  t),  {j'\,yi)  les  coor- 
données de  deux  points  correspondants  m.  M,,  par  rapport  à  un 
même  système  d'axes.  Soient  A,  A|  les  régions  correspondantes 
limitées  par  les  contours  C,  Ci.  Si,  aux  deux  points  7?i,  M,,  on 
associe  un  point  m'  de  coordonnées  .r'=  :ri,  y'^y,  ce  point  m' 
décnt  une  région  auxiliaire  A',  et  nous  supposerons  d'abord  qu'elle 
correspond  point  par  point  à  chacune  des  régions  A,  A,.  Entre  les 
SIX  coordonnées  x.y,  x,,  "Kn  -^'i  y'i  on  a  les  (piatie  relations 

■?■  =/(-^itj'i">.       .r=fi{xuyi),       x'=xi,       y'  =  y\ 

on  en  lire  d'ahord 

x'—Xx.  y'=f,(x,,yi). 

ce  qui  définit  une  transformation  de  la  forme  (22).  De  la  rela- 
tion  >''=/■,  (x'j  K,  ")  on    tire  ensuite  yi^~{x\  y'),  et,  par  suite. 

(23)  X  =/i  x'.y,)  =  a{x',  y' ),         y  =  y' . 

La  transformation  considérée  (28)  résulte  donc  des  deux  transfor- 
mations particidières  (24)  et  (20),  auxquelles  s'applique  la  formule 
générale.  Elle  s'applique  donc  aussi  à  la  transformation  {'>--V}  elle- 
même. 
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Remarque.  —  iXous  avons  supposé  que  la  région  décrite  par  le 
point  m!  correspondait  jioint  par  point  à  chacune  des  aires  A,  A|. 
On  peut  toujours  supposer  qu'il  en  est  ainsi.  En  effet,  considérons 
les  courbes  de  la  région  A,  qui  correspondent  aux  droites  de  A 
parallèles  à  Qx.  Si  ces  courbes  ne  sont  rencontrées  qu'eu  un 
point  par  une  parallèle  à  O  t',  il  est  clair  qu'à  un  point  m  de  A  ne 
correspondra  qu'un  point  /?«'  de  A'.  Il  suffira  donc  de  partager 
l'aire  A,  en  régions  assez  petites  pour  que,  dans  chacune  d'elles, 
la  condition  soit  satisfaite.  Si  ces  courbes  étaient  des  parallèles 
à  Oy,  on  commencerait  par  effectuer  sur  (xi,j('i)  une  transfor- 
mation de  coordonnées. 

128.  Volmnes.  —  De  même  que  la  notion  intuitive  de  l'aire 
d'une  courbe  plane  conduit  à  la  notion  analvtique  d  intégrale 
définie  (n°*  69  à  71),  de  même  l'expression  analytique  que  nous 
avons  prise  pour  définition  d'une  intégrale  double  pourrait  se 
déduire  de  la  notion  intuitive  du  volume  limité  par  un  cylindre, 
un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices  et  une  porlion  de  sur- 
face quelconque.  Laissant  de  côté  cette  extension  bien  facile  du 
raisonnement  employé  plus  haut  (n°  70),  nous  allons  inversement 
donner  une  définition  purement  analytique  du  volume  limité  par 
une  surface  fermée.  Soit  S  une  surface  fermée,  qui  décompose 
l'espace  en  deux  domaines  distincts,  un  domaine  intérieur  D, 
et  un  domaine  extérieur  D' ;  deux  points  d'un  même  domaine 
peuvent  toujours  être  joints  par  une  ligne  polygonale  qui  ne  tra- 
verse pas  la  surface  S,  tandis  que  toute  ligne  polygonale  joignant 
deux  points  de  deux  domaines  différents  a  au  moins  un  point 
commun  avec  S. 

Pour  définir  le  volume  d'un  pareil  domaine,  nous  suivrons 
exactement  la  même  inarche  que  pour  définir  l'aire  d'une  courbe 
plane.  Appelons  domaine  polyédral  tout  domaine  borné  dont  la 
frontière  est  constituée  par  un  nombre  fini  de  domaines  polygo- 
naux plans,  qu'on  appelle  ses  faces.  Tout  domaine  polyédral  peut 
s'obtenir  par  la  réunion  d'un  nombre  fini  de  polyèdres  convexes, 
et  son  volume  a  été  défini  en  Géométrie  élémentaire.  Cela  posé, 
soient  P  el  p  deux  domaines  polyédraux,  le  premier  contenant  D, 
le  second  contenu  dans  D,  Vp  et  V^  leurs  volumes  respectifs.  On 
a  toujours  V|.>Vp,  et  par  suite  les  nombres  \p  ont  une   borne 
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inférieure  V.  laiidis  que  les  noinl)res  V^  onl  une  borne  supé- 
rieure V  ;  de  plus,  on  a  V'IV.  Lorsque  V'  =  V,  on  dil  que  le 
domaine  D  a  un  volume  déterminé,  et  l'on  prend  le  nombre  V 
pour  mesure  de  ce  volume.  Les  propositions  suivantes  se  démon- 
trent comme  dans  le  cas  des  aires  planes  (n'"  80  et  81  )  : 

Pour  que  le  domaine  D  ait  un  volume,  il  faut  et  il  suffit 
que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  i.  on  puisse  trouver 
deux  domaines  polyédraux  V  et  p,  l'un  contenante,  l'autre 
contenu  dans  D,  tels  que  ta  différence  V,, —  Vy,  soit  infé- 
rieure à  t. 

Si  un  domaine  D  peut  se  décomposer  en  plusieurs  domaines 
D,,  D.j,  ...,  D„ ,  dont  les  volumes  sont  respectivement  V,, 
V:;,    ....  V„,  le  domaine  D  admet  un  volume 


Si  l'on  divise  l'espace  en  cubes  au  moyen  de  plans  paral- 
lèles à  trois  plans  reclan  <;ulaires  et  équidistants  de  p,  la 
somme  des  volumes  des  cubes  intérieurs  à  D  a  pour  limite  le 
volume  V,  lorsque  le  côté  o  tend  vers  zéro,  tandis  que  la  somme 
des  volumes  des  cubes  qui  ont  un  ou  plusieurs  /loints  communs 
avec  la  frontière  de  D  tend  vers  zéro. 

Prenons  d'abord  un  domaine  D  limité  par  un  cylindre  dont  la 
section  droite  esl  une  courbe  plane  fermée  G  sans  point  double, 
par  un  plan  Q  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre  et  par 
une  portion  de  surface  S,  intérieure  au  cylindre,  que  toute  paral- 
lèle aux  génératrices  du  cylindre  rencontre  en  un  point  et  en  un 
seul.  Ayant  pris  le  plan  Q  pour  plan  des  xy,  nrie  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre  pour  axe  des  ;,  soit  z^^f{x,y)  l'équa- 
tion de  la  surface  S;  f(x,y)  est  une  fonction  continue  à  l'inté- 
rieur du  domaine  plan  d  intérieur  à  la  courbe  G,  section  droite  du 
cylindre  par  le  pian  s  =  o.  Nous  supposerons  de  plus  que  l'on 
a  f{x,y)^o.  Cela  étant,  effectuons  un  carrelage  du  plan  des  xy 
au  moyen  de  parallèles  aux  axes  équidislanles  de  p,  puis  formons 
deux  domaines  polyédraux  P  et/j  de  la  façon  suivante.  Sur  cliaque 
carré  mixte  du  plan  des  xy  plaçons  un  prisme  droit  ayant  pour  base 
ce  carré  et  pour  hauteur  la  borne  supérieure  M  de  /'(a?,  r);  sur 
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chaque  carié  inlérieiir  à  C  plaçons  tle  même  un  prisme  droit  ayant 
pour  base  ce  carré  et  pour  iiauleur  la  borne  supérieure  M,-  àe  f(^x,y) 
dans  le  carré.  11  est  clair  que  cet  ensemble  de  prismes  forme  un  do- 
maine polvédral  P  qui  contieni  iJ.  Sur  cliaipie  carré  inténeui-  pla- 
çons de  même  un  prisme  droit  ayant  pour  base  ce  carré  et  poui' 
hauteur  la  borne  inférieure  «i,  de  f{x,j-)  dans  le  même  carré. 
L'ensemble  de  ces  nouveaux  prismes  forme  un  domaine  polyédral  p 
contenu  dans  D.  La  différence  N,. —  V^  des  volumes  de  <:es  deux 
domaines  polyédraux  esl  inférieure  à  M'/j  +  Aw,  yj  étant  la  somme 
des  aires  des  carrés  mixtes,  A  l'aire  du  domaine  d,  u>  la  borne 
supérieure  de  l'oscillation  de  f{x, y)  dans  un  carré  de  côté  p.  Or. 
on  peut  prendre  p  assez  petit  pour  que  chacun  des  produits  Mt,. 
Aw  soit  inférieur  à  tout  nombre  donné  î.  Le  domaine  D  a  donc  un 
volume  déterminé. 

Ce  volume  esl  égal  à  rinléi;rali'  double 


V=   /    f  f{a:,y)dxdy.. 


car,  quel  que  soil   p.   le  volume  \  |.  est  supérieur  à  cette  intégrale 
double,  tandis  i|ue  le  \o!nnie  \  p  lui  esl  inférieur. 

Un  domaine  limité  |)ar  une  >urlace  feiniée  qui  nest  rencontrée 
qu'en  deux  points  par  une  pai';illéle  à  O;  peut  èlie  considéré 
comme  la  diflérence  entre  doux  domaines  tels  que  le  précédent. 
Le  volume  sera  donc  éi;al  à  la  diffi  rence  de  deux  inléijrales 
doubles.  Enfin,  tout  doniaim;  liniilé  par  une  surlace  fermée  quel- 
coiHpie,  qui  n'est  rencontrée  qu'en  un  nombre  //««  de  points 
par  une  parallèle  à  O:;,  se  décompose  en  un  certain  nombre  de 
domaines  dont  la  frontière  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  par 
une  parallèle  à  O;.  Le  volume  de  ce  domaine  s'exprimera  donc 
par  une  somme  algi'bricpie  dinlégrales  doubles. 

129.  Calcul  des  volumes.  —  Considérons,  comme  loutà  l'heure, 
une  portion  de  l'espace  limitée  par  une  surface  S  située  au-dessus 
du  plan  xOy,  ce  plan  lui-même  et  un  cylindre  ayant  ses  généra- 
trices parallèles  à  O;;  nous  su])j)oserons  que  la  seclion  par  le 
plan  ;  =  o  esl  un  contour  tel  que  celui  de  la  ligure  21,  fornu'  de 
deux  parallèles  à  l'axe  O)'  «l  de  deux  arcs  de  courbe  A/M,  B, 
A'//(oB'.  Si   z=^J\x.y)  esl   réqnalion   de   la  surface  S,  le  vidiime 
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ainsi  limité  :i  pour  expression 

\  =  f   ,lx  f   'j\x,y)dr. 

M;iis   I  mlc^ralc    /        /(./'.  r  )  c/c  rcpréscnli-  l'aire  A-,  de  la  section 

faite  dans  ce  voliiinc   par  un   plan   parallèle  an   plan  des  yz,   et   la 
forinnie   précédente   peut   s'écrire 

(26)  V  =  I    A-.dx. 


Oj-,  un  vi)liime  liniiti'-  d  une  laçcni  qiielcoinnie  est  égal  à  la 
somme  alg-briipie  d  un  certain  noniljre  île  volumes  limités  comme 
le  précédent.  F.u-  e\eiii|)li',  pour  évaluer  le  volume  limité  par  une 
surface  fermée  convexe,  on  |)eul  circonscrire  à  celte  surface  un 
cjlindre  ayant  ses  ji;(''néra triées  p:irallèl<'s  à  ();,  et  l'on  aura  à  cal- 
culer la  différence  de  deux  volumes  tels  cpie  le  |)remier.  l^a  lor- 
innle  (26)  «applique  donc  à  Imil  vdlnme  compris  entre  deux 
plans  parallèles  x^it,  .r  ::= //  (r/ <  A)  et  nue  surlace  de  forme 
t|uelconque,  tl,  désii;nant  l'aire  de  la  section  l'aile  dans  ce  volume 
par  un  plan  parallèle  aii\  pii'niieis.  Supposons  riiitervalle  (rt,  6) 
décomposé  en  intervalles  plus  petits  |iai'  des  nombres  croissants 
a,  X,,  X.2.  ■■.,  -'',i_,,  ù.  el  soient  l„,  A-,,,  ....  -X,/,  ...  les  aires 
des  sections  correspondant   aux  plans  .r=za,  x^.r,,  ....  jj'inté- 

grale  définie  /     A,  dx  esl  la  limite  de  la  somme 


il,o(  a-,  —  rt  )  -H  tli,  (  .r.j  —  ar,  n-  . 


■Vi-,(Ti- 


dont  1.1  signification  géoniélri(]uc  est  évidente,  car  5l>,_i  (jt,  —  •i'(_i)t 
par  exemple,  représente  le  vohime  d  une  tranche  cylindrique  ayant 
pour  base  la  section  faite  par  le  plan  .t  =1=  Xi_^.  el  pour  hauteur  la 
dislance  des  deux  plans  voisins.  Le  volume  cherché  esl  donc  la 
limite  d'une  sonime  de  tranches  cylindriques  infiniment  minces, 
définies  comme  la  précédente;  e<'  ipii  esl  bien  (;onforme  à  la  notion 
vulgaire  du  volume. 

Si  l'on  connaît  l'expression  de  l'aire  -A.  en  fonction  de  .r,  le 
volume  cherché  s'obtient  par  une  seule  quadrature.  Supposons, 
(lar   exemple,   qu'on    veuille   avoir   le    volume   compris    entre    une 
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surface  de  révolution  et  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe.  Cet 
axe  étant  pris  pour  axe  des  x,  soit  ;  =  f(x)  l'équalion  de  la 
méridienne  dans  le  plan  des  xz:  la  section  par  un  plan  parallèle 
au  plan  des  y:  est  un  cercle  de  ravon  /{x)  et  le  volume  cherché 

a  pour  expression  t:   /      [f[x)]-dx. 

Cherchons  encore  le  volume  de  l'ellipsoïde 

^'  _,_  z!     —  — 

a-  />'-  c- 

compris  enlre  les  deux  plans  x  ^  Xo,  x  =  X..  La  section  par  un 
plan   parallèle  à  x  =  o  est    une   ellipse   dont   les   demi-axes  sont 

égaux  à  bi/  i  —  — ;  i  <'l/  '  —  '^'-  ""  a  donc  pour  le  volume 
cherché 


=/ 


zbci  i  —  "  -  1  dx  =  -bc  iX 


Pour  avoir  le  volume  total,  il  suffira  de  |)rendre  .^0  =  —  «,  X  =  a, 
ce  c|ui  donne  i-n^/^c. 

130.  Volume  limité  par  une  surface  réglée  —  Lorsque  l'alie  Jd,  est 
une  lonction  eutiére  et  du  second  degré  de  a~,  le  volume  s'exprhne  très 
simplement  au  moyen  des  aires  B,  B',  b  des  deux  sections  extrêmes  et  de 
la  section  moyenne,  et  de  la  distance  h  des  deux  sections  extrêmes.  Si  l'on 
jjrend  le  plan  de  la  section  moyenne  pour  plan  des  _k-,  on  a 


=  f       (  Ix-- 


d'autre  pari,  on  a 

h  =  ia,         6  =  «,  B  =  la'-T-  -2 ma  -l-  «,  B'=  la- —  ima  ■+-  n, 

et  l'on  en  lire  n  =  b.  a  =  —,  ila-=  B -4-  B'  —  ib,  ce  qui  conduit  à  la  for- 
mule 

(27)  v  =  .^^B  +  B'+46J. 

Celte  formule  s'applique  en  particuHer  au  volume  limité  par  deux  plans 
parallèles  et  une  surface  réglée  quelconque.  Soient,  en  elVet,  y  =  ax  -\- p, 
z  ^  bx  +  q  les  équations  d'une  droite  mobile  où  «,  b,  />,  q  sont  des  fonc- 
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lions  continues  il'un  paramétre  variable,  qui  reviennent  à  leurs  valeurs 
initiales  lorsque  t  croit  de  ta  à  T.  Cette  droite  décrit  une  surface  réglée, 
et  l'aire  de  la  section  faite  dans  celte  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  x^o  a  pour  expression  fn"  96) 


-i,  =   /      iar  ^p)  (b\r  ^  q')  (il, 

"-  'o 


a'.  b\  p',  q'  étant  les  dérivées  de  a,  b,  p,  q  par  rapport  à  t\  ces  dérivées 
peuvent  être  discontinues  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  /  entre   t^ 

et  T.  ce  qui  arrivera  si  la  surface  réglée  se  compose  de  plusieurs  morceaux 
de  -urfaces  distinctes.  Nous  pouvons  encore  écrire 


-Ao  =  x'  f      ab'  dt  ^  T  f      (  aq'  —  pb'  \  dt  —  j 


pq'  dt, 


et  les  intégrales  qui  figurent  dans  le  second  membre  sont  évidemment  indé- 
pendantes de  X.  La  formule  (27)  est  donc  applicable  au  volume  cherché: 
on  peut  remarquer  qu'elle  donne  la  plupart  des  volumes  que  l'on  calcule 
en  Géométrie  élémentaire. 

131.  Aire  d'une  surface  courbe  Cj.  —  Soit  S  une  portion  de 
surface  courbe,  sans  points  singulier»,  limitée  par  un  contour  F. 
Imaginons  qu'on  décom|)Ose  S  en  portions  plus  petites  dune 
façon  arbitraire.  Soient  Si  une  de  ces  portions,  limitée  par  un  con- 
tour y,,  et  nii  un  point  de  .s-,.  Menons  le  plan  tangent  en  m,-  à  la 
surface  S,  et  supposons  la  portion  Si  assez  petite  pour  qu'une 
perpendiculaire  à  ce  plan  ne  la  rencontre  qu'en  un  point.  La 
courbe  y,  se  projette  sur  ce  plan  suivant  une  courbe  y',,  et  nous 
désignerons  par  a-,  l'aire  de  la  portion  du  plan  tangent  intérieure 
à  yî,  région  qui  est  la  projection  de  s,-.  La  somme  ^^i  tend  vers 
une  limite  lorsque  le  nombre  des  portions  st  augmente  indéfini- 
ment, chacune  de  ces  régions  devenant  infiniment  petite  dans 
toutes  ses  dimensions.  C'est  cette  limite  qu'on  appelle  Yaire  de 
la  portion  de  surface  S. 

(')  Il  semblerait  naturel  de  détiiiir  l'aire  d'une  surface  d'une  façon  analogue 
à  la  longueur  d'un  arc  de  courbe,  c'est-à-dire  comme  la  limite  de  l'aire  d'une 
surface  polyédrale  inscrite  dont  le  nombre  de  faces  augmente  indéfiniment,  la 
longueur  maximum  des  arêtes  tendant  vers  zéro.  On  doit  à  M.  Schwarz  un  exemple 
simple  qui  met  bien  en  évidence  un  fait  d'apparence  paradoxale;  c'est  que  l'aire 
de  cette  surface  polyédrale  ne  tend  pas  vers  une  limite,  si  l'on  n'ajoute  pas  une 
condition  supplémentaire  (voir  l'exercice  12  de  la  page  354). 
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Soienl  .r,  y,  :■  les  coordonnées  r-eclangulaires  diiii  |joii)l  de  S; 
nous  supposerons  ces  coordonnées  exprimées  en  (ondion  de  deux 
paramètres  variables  1/  cl  i'. 

./■  —  /'(  H,  V),         y  =  o{u.i'}.  ;  =  '|(  (/,('). 

de  telle  facdii  (jue  la  portion  de  surface  S  correspoiule  point  par 
point  à  la  réf;i()n  R  du  plan  (u.  c)  limiti'C  |)ar  un  contour  fermé  C. 
Nous  admettrons  que  les  fondions  /',  -s,,  ■!>,  ainsi  que  leurs  dérivées 
partielles,  sont  continues  dans  cette  ic'gion  ;  H  élunt  décomposée 
en  parties  plus  petites,  soient  /•,  une  de  ces  parties,  limitée  par  un 
contour  (■/,  et  (o,  l'aire  de  r,.  \  la  rc'gioii  /',  correspond  sur  S  une 
portion  Sj  limitée  par  un  contour  y,;  soil  7,  l'aire  plane  corres- 
pondante que  nous  xcnons  de  diiliiiir.   Nmis  allons  elierclier  une 

expression  du  rapport  — 

Désignons  par  a,,  ,i,,  v,  les  cosinus  tlirecteurs  de  la  normale  à 
la  sniface  S  en  un  point  /?2,(j',,  v,,  ;/)  de  .?,.  qui  correspond  à  un 
point  ((/,,  1',)  de  r,  ;  le  plan  langent  en  ce  point  a  pour  écpiation 

OL/iX  —  3-,)-h  P/(Y  —  J,)  -l-7/(Z  —  .3,)  =  0. 

Prenons  dans  ce  plan  tangent  deux  droites  rectangulaires  m,  X 
et  //',Y,  de  cosinus  directeurs  (a^,  |j/,  y^)  et  (a^,  ;i",  y,)i  formant 
avec  la  normale  à  la  surlace  un  Inèdre  Irireclangle  /»/ X\  Z,  de 
même  disposition  (]iie  le  Iriédre  des  coordonnées. 

Soienl  X,  Y  les  coordonnées,  par  rapport  à  ce  nouveau  système 
d'axes,  de  la  projeclioii  sur  le  plan  tangcnl  d'un  |ioint  de  la  por- 
tion v,  de  coordonnées  x,  v,  ;.  On  a 


X  =  Hi{x  —  Xi> 

^?>U.)"- 

.}•,■)  H- T't-  —  -'J. 

Y  =  a;'(ic  — .r,-i 

^f,(r- 

,>/)-ky;'( ---,■) 

el,  par  suite,  en  tenani  compte  de  ce  que  les  deux  Irièdres  sont  de 
même  disposition. 


D(«,c)          '  D(u.i'}        ^'  r>(ii,  e)  ''  D(  «,!-■) 

En  appliquant  la  formule  générale  (17),  on   parvieni   dom 
relation 

I        1>(  r,  ^)         o     D(  s.  .r)  iM.c.  1)  [ 

I      U{Uf,v',)       '^  D(ui,i'i)  '    Di«;,c,  )| 
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1/^.  f,  élaril  les  coordonnée-;  d  un  poml  dr  \:i  région  /■,  du 
plan  (n.i-).  Si  cette  région  est  Irés  pclile.  ce  |)oinl  (//).i'^.)  est 
très  voisin  du   point  («,.  c,~)  el    l'on   peut   écrire 


^,     _  ^      I       r)(T.  3  1        ,_,     \-Uz.Tt  Uir.y)  I 

-j,  ^0,|      '   l^jj  ,,^,_   ,.^  I  '^'D(K,-,  1',)  ''U(H/,   l',)| 

6  étant  au  plus  ('ijal  à  i//i  en  valeui'  alj>olue.  l'nisijutî  les  dérivées 
des  fonctions  /',  ■:>,  'l  soni  coniiniies  dans  la  région  l>,  on  penl 
supposer  les  régions  /■/  assez  pcliles  pour  que  toutes  les  cpian- 
tilés  ;,,  E^,  i'  soieni  moindres  (pTuii  noniiire  positif  arbitraire  ri. 
Le  lernie  coiiijdénientaii  e  sera  cei  taineinent  moindre  en  valeur 
absolue  que  .jy.O.  en  désignant  pai-  t>  l'aire  de  !a  région  R.  (le 
terme  tend  donc  ver-  /.éro,  el  la  >omme  ^^'i  a  pour  limiLe  1  inté- 
grale double 

.'  ./,;^  I     D(  II,  Il        ■   iJ(»,  Cl        '    Di  ti,  c  .  I 

a,  p.  -■  (•tant  les  cosinus  din-cleurs  île  la  normale  à  la  surface  S  au 
poini  («,  (•). 

(Calculons  ces  cosinus,    l/éipialion   tlii   plan   langent  est  (n°64') 


on  a  donc 


I>|  .)•.  z  I  Du- J-i         Uyx,  \  I  /riJ(r. -il- 

U,«,c)  lJ(M,c)  D(«.ci  \/    [di».c)  J    ~'" 

Si  l'on  prend  le  signe  H-  dans  li>  dernier  rap|U)rl,  il   \ieiil 

\Hy,z)        ^  D  (  -,  J-  )        _^  D  (  .r,  y  ) 
Df  H,  c  I         '^  !)(«.  i'>         '    IJ(  H.  I  I 

^    /r  U(.r.  3)  |--^  I  u,^^  i-^     I ^^.yVy 

une  identité  célèbre  emplové'C  par  Lagrange 

{ab' —  ba  )■  ->-  i  bc'  —  cb')-  -^  i  ca  —  ac")'- 

=  (a--!-  6--i-  C-)  (a'- -7-  6'--(-  c'^)  —  (  aa  —  bU ^  ce  )"- 
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permet  encore  d'écrire  la  (:|iiaiuilé  sous  le  radical  EG  —  F-,  en 
posant 

>  (((/  /  Ùll    ôv  \  tiv  j 

où  le  signe  S  indicpie  <|ii'ii  faut  remplacer  x  par  j)',  puis  par  3,  et 
faire  la  somme.  L'aiie  de  la  surface  S  est  donc  représentée  par 
l'intégrale  double 


<28) 


•^    -'(RI 


Les  fonctions  E,  F,  G  jouent  un  rôle  important  dans  l'étude 
lies  surfaces.  Si  l'on  élève  au  carré  les  expressions  de  dx^  dy,  dz 
et  qu'on  les  ajoute,  il  vieni 

■(  29  )  ds-  =  dr-  -H  (/»•'  +  (Iz-  =  E  du-  ^-  ■>.  F  du  dv  -+-  G  dV^. 

11  est  clair  que  les  coefficients  E,  F,  G  ne  dépendent  pas  du 
choix  des  axes  de  coordonnées,  mais  seulement  de  la  surface  S 
€t  des  variables  indépendantes  a  et  c  que  l'on  a  prises.  Si  les 
variables  ;/,  c  et  la  surface  S  sont  réelles,  EG  —  F-  est  néces- 
sairement positif. 


132.  Élément  de  surface.  —  L'expression  \jEjij  —  ¥'-  du  dv  est 
l'élément  d'aire  de  la  surface  S  dans  le  système  de  coordon- 
nées (j<,  v).  L'aire  de  la  petite  portion  de  surface  comprise  entre 
les  courbes  (j<),  [u-\-du).  (<•),  (c  +  f/c)  a  pour  valeur  exacte 
(\/EG  —  F--f-  £  )  du  dv,  z  étant  infiiiimenl  petit  en  même  temps 
que  du  et  dv,  et  l'on  voit  comme  plus  haut  qu'on  peut  négliger  le 
terme  tdudv.  Quelques  considérations  de  Géométrie  infinitési- 
male permettent  de  retrouver  aisément  la  valeur  de  l'élément  d'aire. 
En  effet,  si  nous  assimilons  la  portion  de  surface  considérée  à  un 
parallélogramme  situé  dans  le  plan  tangent  à  S  au  point  («,(•), 
l'aire  sera  égale  au  produit  des  longueurs  des  deux  côtés  par  le 
sinus  de  l'angle  des  deux  courbes  (m)  et  (p).  Si  l'on  confond  de 
même  l'accroissement  de  l'arc  avec  la  différentielle  ds,  les  lon- 
gueurs des  côtés  seront,  d'après  la  formule  (29),  y/Ef/«,  \/Gr/c, 
en  supposant  du  et  rfc  positifs.  Quant  à  l'angle  a  des  deux  courbes, 
les  paramètres  directeurs  des  tangentes  à  ces  courbes  sont  respec- 
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u.r      dv      dz  dx      »V      Oz  , 

livement   — ^  ^>  — -,   el   — ,  -^>  ^;  on  a  donc 

du      du      ou  di'      Oi'     dv 


'si-J£'C,/si!?:\' 


ÏVHW 


F 

ëg' 


et,  par  suite,  sm  a  := 


EG  —  F-! 


•  En  taisant  le  produit,  on  retrouve 


bien  l'expression  de  rélémenl  d'aiie.  On  peut  remarquer,  sur  la 
formule  qui  donne  cosa,  que  le  coefficient  F=o  lorsque  les 
deux  familles  de  courbes  (ii)  et  (c)  forment  un  réseau  orllio- 
gonal,  el  dans  ce  cas  seulement. 

Lorsque  la  surface  S  se  réduit  à  un  plan,  on  retrouve  la  valeur 
obtenue  plus  haut  [n"  l'a).  En  eftet,  si  l'on  suppose  'i(w,  i')^o, 
on  a 


E^C^Y-^C^Y,        F=^ 
V  du  I         \  du  j  du 


(fu    dv 


\  dv  I 


et  la  règle  pour  former  le  carré  dun  déterminant  donne 


dx 

dx 

2 

du 

lIV 

1           E 

F  1 

0.Y 

dy 

i           ^ 

G  1 

du 

dv 

=  EG  -  F^ 


y/EG  —  F^  se  réduit  donc  à  |  A  |. 

Exemples.   —   i"  Soit  à  trouver  l'aire  d'une  portion  de  surface 

représentée    par   l'équation    z  =f(^x,y).    qui  se   projette  sur   le 

plan  xOy  suivant   une  région    R   où    la   fonction  f{x,y)  et  ses 

j.  -    ,  àf  àf  .  ,, 

dérivées/?  =  -^  el  ^  ^  -^  sont  continues.  En  prenant  .r  i/t  v  pour 

variables  indépendantes,  on   a   E^i-r/>-,   h  =/>//.  G  =  i  +  y-, 
et  l'aire  cherchée  est  leprésenlée  par  1  intégrale  double 


(3oi 


- p--r-  q-  dx  dy 


^  r  r  dxdj 

J  J,R,  cosY 


dx  dy 


Y  désignant  l'angle  aigu  que  fait  avec  O:;  la  normale  à  la  surface. 

2°  Soit  à  calculer  Taire  d'une  portion  de  surface  de  révolution 

comprise  entre  deux  parallèles.  Prenons  pour  axe  des  ;  l'axe  de- 
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la   surface,  et  soil   z^f[u)   l'équalion  de   la  méridienne   dans   le 
|ilaQ  des  xz.  Les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  sont 


-=/<?)• 


en  prenant  |)oui' vaiiahles  indépendantes  les  coordonnées  polaires  o 
et  w  de  la  projection  sni'  le  plan  .l'Oy.  On  a  ici 


ds 


(/u 


E  =  n-r-(c),         F  =  <).         G  =  p-^ 

Four  obtenir  la  poiiion  de  surface  comprise  entre  les  deux 
parallèles  de  rayons  p,  et  ^.^(p ,  <i  p-j),  il  faut  évidemment  faire 
varier  o  de  3,  à  z-,  et  m  de  zéro  à  2-.  On  a  donc,  pour  l'aire 
cherchée. 


^-r^^f 


j       ?  v/i  -f-i?)do, 


et  l'on  a  une  seule  quadrature  à  etlectuei'.  En  désignant  par  s  l'arc 
de  la  méridienne,  on  a 

et  la  formule  précédente  |)Oul  s'écrire 

-t,  =   /      'i-p  ds. 

L'interprétation  géométrique  est  immédiate;  1  tz^  ds  est  la  sur- 
face latérale  d'un  tronc  de  cône  dont  le  côté  serait  ds  et  dont  la 
circonférence  movenne  aurait  pour  rayon  p.  En  assimilant  l'aire 
comprise  entre  deux  parallèles  infiniment  voisins  à  l'aire  laté- 
rale d'un  tronc  de  cône,  on  retiouve  précisément  la  formule  qui 
donne  A,.  Par  exemple,  l'aire  de  la  calotte  d'un  paraboloïde  de  révo- 
lution, engendré  par  la  rotation  de  la  parabole  J?-=  2p:,  comprise 
entre  le  sommet  et  le  parallèle  de  rayon  ;•,  a  pour  valeur 

X=-x-kI     2. y/pî -!-«■•!  dp  =  ^  [l'-'-t-p-)-  — /'^J. 
.  '„     /'  ^P 

133.  Problème  de  Viviani.  —  S.ur  un  rayon  OA  d'une  sphère  de  rayon  R 
comme  diamètre  décrivons  un  cercle  C,  et  proposons-nous  de  trouver  le 
volume  de  la  portion  de  sphère  iiitérieuie  au  cylindre  de  révolution  ayant 


II.  —  i:inN(iK.Mi;Ms   i)i;  vvhuhi.i:: 


[)nur  section  droite  le  cercle  C.  Le  ceiiLie  de  l.i  S|)lièi'e  ctdiil  pris  piuir  m  i- 
giiie,  le  quart  du  volume  cherché  est  égal  à  l'intégrale  double 


V  ^  f  f\'ii-^ -■'--- y^d.r, /y. 


étendue  au  demi-cercle  dccrit -m  UVcoiuiue  diamètre.  Si  nous  passons  au\ 
cooidonnées  pfdaires  s,  w.  l'angle  oj  pourra  varirr  de  o  à  —  et  ;  de  o 
à   Rcoso).  e!   l'on  a  encore 


h.C-"j ?v«^*-./ii 


4        ) .  ', 


—  R'  sin  '(O  )  du>  = 


R^  /- 


Si  l'on  relranche  i\c  la  sphère  la   portion  intérieur^;  au  cylindre  considért 
Fis.  2-. 


et  au   cylindre  symétrique   pai    rapport    à    0.;.   le   volume   de   la    portion 
restante  est  égal  à 


^T^R^- 


8R'  /7 


^('^-^)='^R3 


L'aire  Û  de  la  surface  de  la  sphère  intérieure  au   cylindre  précédent  est 
donnée  de  même  par  la  formule 

!->  =  4  y     /   v'i  — /''--i-  <]-  dx  dy\ 

remplaçons /J  et  «y  par  leurs  valeurs  —  —  et >    et  passons  aux  coor- 
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données  polaires.   Il  rient 


ou  encore 


=  ^K^  I     (I  —  sin  (0  )  (ko  =  .\  R-  (  — 

surface  totale  de  la  sphèi 
!  de  la  partie  restante  est 

:R2— SR--i('.^— i")  =  8R2 


Si  l'on  retranche  de  la  surface  totale  de  la  sphère  la  portion  intérieure 
aux  deux  cylindres,  l'aire  de  la  partie  restante  est  égale  à 


III.  —  E.VlENSIOiN   DE  LA  NOTION  D'INTEGRALE  DOUBLE. 
INTÉGRALES  DE  SURFACE. 

134.  Intégrales  doubles  dans  un  champ  illimité.  —  Soilf(x,y) 
une  fonction  bornée  et  inlégrahle  clans  loule  portion  du  plan  exté- 
rieure à  une  courbe  l'erinée  r.  L'intégrale  double  /   j  f(x,  y)  dx  dy, 

étendue  au  domaine  compris  entre  F  et  une  aulie  courbe  fermée  G 
extérieure  à  F,  a  une  valeur  finie.  Si  cette  intégrale  tend  vers  une 
limite  lorsque  la  courbe  G  s'éloigne  indélîniment  dans  tous  les 
sens,  celte  limite  est  par  définition  l'intégrale  double  Aef{x^y) 
étendue  à  la  région  du  plan  extérieure  à  F.  Nous  disons  qu'une 
courbe  variable  G  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les  sens  si,  à 
partir  d'un  certain  moment,  cette  courbe  reste  à  l'extérieur  d'un 
cercle  de  rayon  R  arbitraire,  décrit  d'un  point  fixe  pour  centre. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  limite  existe 
est  la  suivante.  Soient  G,  G'  deux  courbes  fermées  quelconques 
enveloppant  la  courbe  F,  et  o(G,G')  la  difTérence  des  deux 
intégrales  doubles  étendues  aux  deux  domaines  limités  par  les 
courbes  (F,  G)  et  (F,  G')  respectivement.  Il  faut  et  il  suffit  que 
la  différence  ô  (G,  G')  tende  vers  zéro,  lorsque  les  deux  courbes 
G  et  G'  s' éloignent  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  indépen- 
damment l'une  de  l'autre. 

Il  est  évident  que  cette  condition  est  nécessaire.  Elle  est  aussi 
suffisante.   Gonsidérons,  en  effet,   une  suite   de  courbes  fermées 
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C|,  Co,  ....  C„.  .  .  .  entourant  F,  s'envcloppaiit  miiUielIcmciit  el 
s'éloignanl  indéfiniment  lorsque  /(  croît  indé(iniment.  La  difle- 
rence  o(C,„,C„)  tendant  ver.s  zéro  lorsque  les  deux  nomhres 
m  et  n  augmentent  indéfiniment,  l'intégrale  double  étendue  au 
domaine  compris  entre  F  et  C„  tend  vers  une  limite  I  (n"  5). 
Prenons  maintenant  une  autre  courbe  fermée  C,  de  forme  quel- 
conque, qui  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les  sens.  Puisque, 
par  hypothèse,  la  différence  o  [C .  C„)  tend  vers  zéro,  l'intégrale 
double  étendue  au  domaine  compris  entre  F  et  C  tend  aussi 
vers  I. 

Nous  avons  supposé,  pour  fi\er  les  idées,  que  le  domaine  d'in- 
tégration était  illimité  dans  tous  les  sens,  mais  il  esl  clair  que 
cette  hypothèse  n'a  rien  d'indispensable.  On  peut,  par  exemple, 
considérer  un  champ  d'intégration  limité  par  deux  droites  fixes, 
et  une  courbe  variable  qui  s'éloigne  indéfiniment  dans  l'angle 
formé  par  ces  deux  droites.  Les  raisonnements  qui  précèdent  s'ap- 
pliquent sans  modification. 

Exemple.  —  Soi l _/"  i  .r,_K)  une  fonction  qui,  à  l'exli-rieur  d'un  cercle  de 
ravon  a  décrit  de  l'origine  comme  centre,  est  de  la  forme 

/(■^■r'=  ,.X-,V,.' 

le  numérateur  i  {  oc.y  )  restant  compris  entre  deux  nombres  positifs  m  et  M. 
L'intégrale  double  étendue  à  la  couronne  circulaire  comprise  entre  deux 
cercles  de  rayons  /•  et  R,  décrits  de  l'origine  pour  centre,  a  pour  expression 


r'~  ,      r^i/ipco-i»,  osinoj);  d:  ^ 


elle  esl  donc  comprise  entre  les  deux  intégrales 


Pour  que  cette  intégrale  tende  vers  zéro  lorsque  /•  et  R  augmentent 
indéfiniment,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  a>  i.  L'intégrale  double, 
étendue  au  domaine  compris  entre  deux  courbes  fermées  quelconques, 
tendra  alors  vers  zéro  lorsque  ces  deux  courbes  s'éloignent  indéfiniment, 
car  ce  domaine  est  compris  dans  une  couronne  circulaire  telle  que  la  pré- 
cédente. L'intégrale  double  de  f{^,y),  étendue  à  la  région  du  plan 
extérieure  au  cercle  de  rayon  a,  a  donc  une  valeur  finie  si  l'on  a  a  >  i, 
et  dans  ce  cas  seulement. 
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De  la  condilion  nécessaire  el  .suliisanle  obleiiue  plus  haut,  il 
résulte  aiissltùl   (|ue  rinlégialc  (louliic    /   l  f  [x ,  y)  dx  dy  a  une 

limite  loiiles  les  l'ois  i|uc  rimégrnle    /  /  \fix^y\dxdy  en  a  une. 

Mais  ici  se  présente  une  dislinclion  importante.  Lorsque  la  fonc- 
tion J\x^  y)  conserve  un  signe  conslaiil,  m,  jiar  exemple. 
elle  est  positive,  pour  reconnaîtie  si  lintégrale  a  une  li- 
mite, il  suffit  de  considérer  une  suite  de  coiirlies  fermées  G|, 
C2 ,  ....  C„ ,  ...  s'enveloppaiil  mutuidlement ,  de  telle  façon 
que   C„   s'iloigiie    indéfiniment    lois(pie   n   croît   indéfîniinent.    Si 

l'intégrale  double   l„  ^  /  /  J'ix,  y)dxdr  étendue  à  la  légion  R„ 

comprise  entre  T  el  C„  tend  vers  une  limite  1,  lorsque  n  croit 
indéfiniment,  l'intégrale  1  étendue  à  la  région  K'  comprise  entre  F 
el  une  courbe  fermée  C  de  forme  quelconque  qui  s'éloigne  indé- 
finiment dans  tous  les  sens  tend  vers  la  même  limite.  En  efl'el,. 
le  contour  C  est  compris  entre  deux  contours  C„,,  C,„^„,  qui 
séloignenl  indéfiniment  en  même  temps  que  (]'.  On  a  donc 
Im  <  I'  ■<  Im  +  H,  et  par  suite  1'  a  pour  limite  I. 

Si  la  fonction  y  (./■,  j')  ua  pas  un  signe  constant,  l'intégiale 
double  étendue  à  un  domaine  (|uelconque  est  la  différence  de  deux, 
intégrales  iloubles  à  éléments  positifs 

j  j/(r,y)dxdy=j   j  J\{x,y}dxciy  —  j    j  J\yx,  y)dx  dy, 

tandis  (|ue  l'on  a 

/  j  I  J'y ^0-)\  '/■'•  dy  =  j    I  A ( -'S  J )  dû-  dy  -+-  I    I  /,(  j;  y  )  dx  dy  ; 

on  a  posé  f^  = /i  *'  7  >  O)  «'  yi  =  o,  si  /<<  o,  el  de 
même /2  =  Oj    si  /">  o,    et  ./^  = — ./,   si  /<^o.    Cela   étant,   si 

l'intégrale  double  /  /  \J\x,  y)\dx  dy  n'a  pas  de  limite,  l'une  au 
moins  des   intégrales  doubles  /   /  _/",  dx  dy,   j   j  J'.,  dx  dy  croît 

indéfinimenl.  Si  les  deux  intégrales  augmentent  indéfiniment  l'une 
el  l'autre,  leur  différence  esl  indéterminée.  On  démontre,  en  effet, 
en  raisonnant  comme  pour  les  séries  semi-convergentes  [voi/-  plus 
loin  n"  I60  ),  qu'il  est  possible  de  clioisir  une  famille  de  courbes  va- 


III.    —     KXTlCNStON    nn    lA    NdTION    D'iNTKliBAI.i;    I>01  BLE.  SSg 

riabif-  telles  i|iic  l:i  liniile  de  l"iiilégr;ile  douhle    /   1  /(.r.  y)<Lcd) 

soil  lin  nombre  t|ueleoii(|iie  rlonné  ;"i  l'avanee.  en  supposanl  la 
fonctiiiM   /'  bornée. 

\  oi<i  lin  exemple  ilù  a  (lavlex.  Sinl  /  (.f.  )' )  =  Slll  (x"- -i-^j'- )  ; 
si  nous  iiilégrons  d'abord  à  l'intérieur  d  nn  carré  de  côtt-  <i,  nous 
iroiivoiis  pour  l'inlégrale  double 

/     dr  j     'iiK  j--—  V-  idv 

=  I      sinx- dj.  >i   j      cos  r- (/_)'   -   /      cos.r'^  </.?■  x   /      iin^'-</y. 

Lorsque  a  auginenle  iiidéfinunenl,  les  intégrales  qui  figurent  au 
second  membre  ont  une  limite  (n"9!2).    On  démontre  que  celle 

limite  est  é<;ale  à  -  i  /  ->  et  le  second  meinbie  a  pour  limite  —•  .\ii 
■i  y    ■>,  1 

conlraire,  si  Ton  intègre  à   l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  R,   or» 

a  pour  rintégrale  double 

.2  ,  K  _  _ 

•A)  •  11  '  ■• 

et  le  second  membre  est  indélerininé  lorsque  W  croît  iiidéll- 
niment. 

l;^o.   La  fonction  B  {p.  <j).  —   Soit 

f{j;,y)  =  ix-f-'y-'/-^  e^''—)\ 

où  l'on  suppose  /)  >  o,  y  >  o;  celle  foiKlion  e-l  luntiiiue  ei  positive  dan^ 
l'angle  -rOy.  Si  nous  intégrons  d'abord  à  l'intérieur  du  carré  de  côté  a, 
formé  par  les  axes  et  le-  droites  ./■  =  a.  y  =  a,  on  a  pour  valeur  de  l'inté- 
grale double 

/      ix-i'-'  e~''  dx  X   /     ■)y-'/-i  e~>'  dy. 

chacune  des  intégrales  du  second  membre  a  une  liniile  lorsque  a  augmente 
indéfini  me  ni.  En  effet,  si,  dans  lin  légrale  qui  définit  la  fonction  F  (ys)  (  n"94). 


r(^)  =   /         <P-i  e'  dl, 
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on  pose  t  =  .r-,  il  vient 

(31)  r(pj=  •i.r^/'-i  £-■' rfr. 

L'intégrale  double  a  donc  pour  limite  le  produit  F  (/)  }  V  (  q  ). 

Intégrons  maintenant  à  l'intérieur  d'un  quart  de  cercle  limité  par  les 
axes  et  le  cercle  a?^  +  y^  =  R- :  nous  avons  pour  l'intégrale  double,  en 
coordonnées  polaires, 

I     ip^<P+i'-i  e-p-  dp  X  I     '2  cos'-Z'-'tp  sin-ï-'tiir/ïi. 

Lorsque  K  augmente  indéliniment,  l'intégrale  double  a  donc  pour  limite 

r(p  -hq)Blp,q) 
en  posant 

(32)  B(/).y)=    /     -i  cos-''-' ■.;  sin-?-i  o  rfç  ; 

•   0 

en  écrivant  que  ces  deux  limites  sont  les  mêmes,  on  a  la  relation 

(33)  T(p)r{q}^r{p-^q)B(p,qL 

L'intégrale  B  (p,  q)  est  l'intégrale  eulérienne  de  première  espèce:  on 
peut  encore  l'écrire,  en  posant  sin- ip  =  t, 

(34)  \Up,q)=l    /'/-Ui  —  np-'dt. 

La  formule  (33)  ramène  le  calcul  de  la  fonction  B  (/).  q)  à  celui  de  la 
fonction  F.  Si  l'on  y  fait,  par  exemple,  p  =  q  =  -,  il  vient 

et  par  suite  F  (  -  |  =  y/Tt.  La  formule  (3j)  donne  alors 

r 


2~'   ax  =  — 


D'une    façon    générale,    en   faisant  9  =  1  — p   et  supposant  p    compris 
entre  o  et  1 ,  on  a 

r(ptV{,-p)  =  B{p,i-p)=  j    [—^j      7-; 

on  verra  plus  tard  que  cette  intégrale  a  pour-  valeur  —. — ^ 
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136.  Intégrales  de  fonctions  non  bornées.  —  On  definil  de  la 
même  façon  l'intégrale  double  d'une  fonclion  f{x^  y)  qui  devient 
infinie  en  un  point  ou  tout  le  long  d'une  ligne.  Pour  cela,  on  com- 
mence par  enlever  le  point  ou  la  ligne  du  clianiji  d'intégration  en 
les  entourant  dun  contour  très  petit,  ou  très  voisin  de  la  ligne  de 
discontinuité,  qu'on  fera  ensuite  diminuer  indéfiniment.  Par 
exemple,  lorsque,  dans  le  voisinage  d'un  point  («,  è),  la  fonclinn 
f{x,y)  peut  s'écrire 


où  la  valeur  absolue  de  'i(x,  y)  est  comprise  entre  deux  nombres 
positifs  «2  et  M,  l'intégrale  double  de  f{x,  i),  dans  une  région 
qui  ne  contient  pas  d'autre  discontinuité  que  le  point  (rt,  6),  a  une 
valeur  finie  pourvu  que  a  soit  intérieur  à  un,  et  dans  ce  cas  seule- 
ment. La  démonstration  est  toute  pareille  à  celle  qui  a  été  donnée 
tout  à  l'heure  (n"  134). 

Considérons  encore  une  fonclion  f{d\  y)  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes  :  i"  elle  est  continue  dans  le  domaine  A  défini 
par  les  conditions  a'^xi^b,  o  ^  y  <^  g  {•'■)•'  gr(^)  étant  une  fonction 
continue  positive  entre  «  et  b\  a"  dans  le  voisinage  de  la  ligne 
y  =^  g'{x),  elle  est  de  la  forme 


Jy^,y}  = 


r(x)~y\^ 


a.  étant  un  exposant  positif,  et  le  numérateur  restant  borné.  L'inté- 
grale double  étendue  au  domaine  5  limité  par  les  droites  x  =^  a, 
X  =  b  et  les  deux  courbes  y  =  g{x)  —  t,  y  ^  g{^)  —  ''■>>  '  ^l  ''^ 
étant  deux  infiniment  petits  positifs,  a  pour  expression 


/■'■'■/' 


/[.?■,  g  (  X)  —  u  ]  du 


et  tend    vers  zéro  pourvu  que  a  soit  inférieur   à    un.    L'intégrale 
double  àe  f(^x, y\  dans  le  domaine  A,  a  donc  une  valeur  finie. 

Quand  on  a  reconnu  que  l'intégrale  double  d'une  fonclion  non 
bornée  dans  un  certain  domaine  a  une  valeur  déterminée,  on  peut, 
pour  le  calcul  de  celle  intégrale,  procéder  comme  dans  le  cas  d'une 
fonclion   bornée.   Soit   par  exemple  à  calculer  l'intégrale  double 
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de  la  foiicliiin 

à  I  iûléiieur  du  liiàngle  T  Imiilé  |)ar  les  droites  }■  ^  u,  )=  .r, 
X  =  «,  la  fonclion  'l  élanl  continue  dans  ce  domaine,  el  a  élaiil 
inCérieni-  à  un.  Celle  inléi;rale  esl  la  limile  de  l'intégrale  double 

1'=/    '/.'■/       A ^- }■}<}', 

lorsque  h  lend  vers  zéiii.  Mais  on  a 

f  ft.,.v,,/y=    f   f^.r.y)dv    -r,..,-.  /m, 

r,(x,  A)  étant  un  inliniriienl  pelil  i|iii  tend  unifortnémenl  vers 
zéro  avec  A,  lorsque  x  est  dans  l'intervalle  (o,  a).  Par  suite,  nous 
pouvons  écrire 

r=   /      dx  I      f(x.y)dy —   /      r^ix.lnd.r, 
et  I'  a  pour  limile  l'expression 

I  =  j      d.r  I     /(  X,  y  )  dy. 

On  Irouveriiil  de  nièuie  |)0iir  I   l'expression 

[  =   /      dy  j      fix,y)  dx. 

[j<i  loiiMule  de  Diriclilel   (n"  \'2i)  p~l  donc  encore  applicable. 

liei)iai</iie.  —  Lorsque  1  intci^iale  ilnubli?  d'iiiie  fuiictioii  non  bornée, 
qui  n'ïi  pas  coiislamiiient  le  inèLiie  signe  élans  un  domaine  R,  n'a  pas  de 
valeur  déterminée  dans  ce  domaine,  on  peut  avoir  une  indétermination 
toute  pareille  à  celle  qui  a  déjà  été  remarquée  dans  le  cas  d'un  champ  illi- 
mité. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  un  point  de  disconlinuité. 
Si  l'on  isole  ce  point  au  moyen  d'une  courbe  c,  l'intégrale  double  étendue 
au  champ  qui  reste  peut  avoir  des  limites  tout  à  fait  difVérentes,  sui\Hnt  la 
forme  de  la  courbe  c.  Prenons,  par  exemple. 

f(x,y)=    •'7~'^'  .• 


m.   —  f.\ti:nsion  de  i.a  notion  i)'iNTKGnAl.K  DOUBLK.  in 

le  clianii)  il'iiiti-i;!  alioii  olanl  le  rectangle  R  limité  par  les  droites  x  =  o, 
,/■  —  a,  y  =  o,  y  =  b,  a  el  b  étant  positifs.  Commençons  par  isoler  l'ori- 
i;ine  en  retranchant  la  portion  intérieure  au  rectangle  limité  par  les  axes 
et  les  droites  .r  =  î,  y  =  t  .  i  et  i'  étant  deu\  nombres  positifs  très  petits. 
Le  champ  restant  R'  peut  être  décomposé  en  trois  rectangles  au  moyen 
•des  droites  .r  =  o,  .r  =  i.   r  -=:  ti,  y  =  o.  _;'  =  t\    v  =  b.  D'autre  part,  on  a 


Arc  la 


"^Tj 


et.  en  applii|iiant  la  formule  (i.!)  à  chacun   des  trois  rectangles  successive 
ment,  il  vient,  après  quelques  réductions  faciles, 


fi 


f{x,y)  dx  ily  =   \rc  tan^ Arc  lanj 


<_)ii  voit  que  la  limite  do  cette  intégrale  (IouIjIl-  varie  avec  la  limite  du  rap 
port  —1  lorsque  î  et  i  tendent  ver-  zéro  (cf.  ii"0!)>. 

1;î7.  Équation  fonctionnelle  d'Abel.  —  l/étude  il'un  pinhléme  de  Mé. 
canique  a  conduit  .Vhel  à  l'iniuation  suivante  ; 

<35,  ---'      ■"'-''■'' 


o(.r.  =  /      ■'    ■ 

■A,      V  ■'"—.' 


où  '^i .r  )  est  utie  fonclion  donnée,  continue  dans  un  intervalle  (o,  a), 
a  étant  positif,  et  /(  r)  la  fonction  à  déterminer.  Si  cette  fonction  est 
continue  pour  y  =  o.  il  est  clair  qu'on  doit  avoir  !i(o)  =  o.  C'est  ce  que 
nous  supposerons  tout  d'aboid. 

Multiplions    les    deux    menihres  île   léqualii'n  (  ij)    [lar  .  a  étant 

/a  —  X 

compris  dans  l'iiUerN  ille  i  o.  «  i,  et  intégrons  les  deux  membres  de  la  nou- 
velle égalité  entre  les  limites  o  et  x.  Il  vient 


rîi^:^^r\/xi"- 


/(  y  )  dy 


'{%  —  x){x—y) 

ou,  en  applii|uaMl  la   lormule  de   Dijichlet  à  l'intégrale  double  du  second 
nii'iiilire. 

.  „       V  '^  —  ^       .  I,  •  ,      V  {'>■  —  X)  {  X  —  y  ) 

La  première  quadrature  s'eQéctue  immédiatement  en  posant 
X  =  y  cos'-o  -r-  i  sin'-t^, 
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et  il  resle 

(36)  rï!^^r.rf(y)cly. 

J„        V'  =<  —  ■'"  -'o 

Les  deux  membres  de  la  formule  sonl  nuls  pour  x  =  o  :  il  suffira  dune 
d'exprimer  que  les  dérivées  sonl  égales.  La  dérivée  du  second  membre 
est  ■nfi^):  la  dérivée  du  premier  membre,  qui  a  été  déjà  calculée  (  n»  100). 
a  pour  expression 

f'^  'j(.r)  -+-  9..7-ç'C.r) 


ou,  comme  on  le  vérifie  iniEnédiatement, 


tix. 


X 


y  a  —  T  ^ 


l'ar  hypothèse  ç(o)  =  o;  il  reste  donc 


(3;) 


I      r"'^'(x)dx 
/(a)=-   /       •  , - 


Si  o(o)  n'est  pas  nul,  on  peut  éci-ii-e  l'équatidn  (35)  sous  la  forme  équi- 
valente (n"  100) 

r(2-)-?<'>)=   r    , '-^dy. 

./„  \'oc—y 

Le   premier   membre  de  la  nouvelle  équation  s'annule  pour  x  =  o,  et  il 
vient,  d'après  la  formule  (  i;  ),  en  y  remplaçant  a  \MiV  y, 


(38)  f<y)  =  - 


'y(o)  _   r'  ■:,'{x)  dx~\ 


138.  Intégrales  de  surface.  —  La  définition  des  intégrales  de  sur- 
face est  analogue  à  celle  des  intégrales  curvilignes.  Soit  S  une  portion  de 
surface  limitée  pai'  une  ou  plusieurs  courbes  limites  C.  Nous  supposerons 
que  cette  surface  présente  deux  côtés  distincts,  que  si  l'on  peint,  par 
exemple,  un  des  côtés  en  rouge,  l'autre  en  bleu,  il  est  impossible  de  passer 
du  côté  rouge  au  côté  bleu  par  un  chemin  continu  situé  sur  la  surface 
sans  franchir  une  des  courbes  limites  (').  Regardons  la  surface  S  comme 

(  '  j  11  est  très  facile  de  former  une  surface  ne  satisfaisant  pas  à  celte  condition. 
Il  n'y  ,1  qu'à  déformer  une  feuille  de  papier  rectangulaire,  telle  que  .\BCU,  de 
façon  à  coller  le  coté  BC  sur  le  côté  AD,  le  point  C  venant  en  .\  et  le  point  B 
en  D. 
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une  surface  iiiatériello  ayant  une  eertaine  épaisseur,  et  soient  m,  m'  deux 
points  infiniment  voisins,  pris  sur  deux  côtés  différents.  Menons  au  point  m 
la  normale  «in  qui  ne  traverse  pas  la  surface;  on  dira,  pour  abréger,  que 
la  direction  ainsi  définie  sur  la  normale  correspond  à  ce  côté  de  la  surface. 
La  direction  de  la  normale  à  l'autre  coté  de  la  surface  au  puint  m'  sera 
opposée  à  la  première. 

Cela  posé,  soit  .3  =  <p(.r,  ))  l'éiiuation  iriinc  portion  de  surface  S,  liniitéc 
par  un  contour  T,  qui  n'est  remontrée  (|u'en  un  point  au  plus  par  une  pa- 
rallèle à(>c;  la  fonction  ^l^',  )-)  est  continue  à  l'intérieur  d'une  région  A 
limitée  par  un  contour  C  qui  est  la  projection  de  T.  Il  est  évident  que 
cette  surface  S  présente  deux  côtés;  les  directions  correspondantes  de  la 
normale  font  respectivement  avec  O;  un  angle  aigu  ou  un  angle  obtus; 
nous  appellerons  côté  supérieur  celui  pour  lequel  la  normale  fait  un  angle 
aigu  avec  0.:.  Soit,  d'autre  pari,  V(T,y,  z)  une  fonction  continue  des 
trois  variables  .?',  _x,  .:  dans  une  certaine  région  de  l'espace  renfermant  la 
surface  S.  Si  l'on  y  remplace  .:  par  la  fonction  «(.r,  ^),  le  résultat  est  une 
certaine  fonction  des  deux  variables  x  et  y  seulement  et  il  est  naturel,  par 
analogie  avec  les  intégi-ales  curvilignes,  d'appeler  intégrale  de  surface 
l'intégrale  double 

(39)  j    I     V\ar,v,-i(.r,y)]da-dy, 

étendue  à  la  région  (A)  du  plan,  imaginons  les  coordonnées  (  ,7-,  j^',  ;)d'un 
point  de  S  exprimées  au  moyen  de  deux  variables  auxiliaires  u  et  i'  de 
façon  que  cette  surface  corresponde  jioiut  par  point  d'une  façon  univoque 
à  une  portion  R  du  plan  (u.  c  ).  Soient  da  l'élément  de  surface  S  et  -,' 
I  angle  aigu  que  fait  avec  O;  la  normale  au  côté  supérieur  de  S;  1  inté- 
grale double  précédente  est  égale  {voir  n"  IHI,  132)  à  l'intégrale  double 


(lo) 


/     /    P(r,j/, -)cosY(/a, 


où  l'on  suppose  3r,y,  z  exprimées  en  fonction  de  u  et  de  v.  Celte  nouvelle 
expression  est  plus  générale  que  la  première,  car  cos-f  est  susceptible  de 
prendre  deux  valeurs,  suivant  le  côté  de  la  surface  que  l'on  considère.  Dans 
le  cas  considéré  jusqu'ici,  où  l'angle  y  est  aigu,  nous  dirons  que  l'intégrale 
double    (Sg)  ou  (4o)  est  l'intégrale  de  surface 


(41) 


f  fp{j;y,z)dxdy, 


étendue  au  côté  supérieur  de  la  surface  S.  Mais,  si  l'on  prend  jiour  y 
l'angle  obtus,  tous  les  éléments  de  l'intégrale  <louble  seront  changés  de 
signe  et  l'on  dira  que  la  nouvelle  intégrale  double  représente  l'intégrale  de 

surface   /     /  P  t/x  <// étendue  au  côté   inférieur  de   S.   En   résumé,   l'inlé- 
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grale  de  surface  /  /  Vd.rdy  c^l  égale  à  ±  l'intégrale  double  (îg),  sui- 
vant le  côté  de  la  surface  S  sur  leqnel  on  la  prend. 

Cette  délinition  |>eimet  de  compléter  l'analogie  entre  les  intégrales 
biniples  et  les  intégrales  doubles.  Ainsi,  dans  une  intégrale  simple,  on 
change  le  signe  en  renversani  les  limites,  tandis  que  jusqu'ici  nous  n'avons 
rien  vu  d'analogue  pour  les  intégrales  doubles.  Avec  la  définition  généra- 
lisée d'intégrale  double,  on  peut  dire  que  l'intégrale  /  I  fix,  y)dx  dy-, 
que  nous  avons  étudiée  jnsqu'iii.  est  l'intégrale  de  surface  étendue  au  côté 
supérieur  du  plan  des  xy,  tandis  que  la  même  intégrale  changée  de  signe 
représente  l'intégrale  double  prise  sur  le  côté  inférieur.  Aux  deux  sens  de 
parcours  pour  une  intégrale  simple  correspondent  les  deux  côtés  du  plan 
des  .ry  pour  une  intégrale  double. 

L'expression  (.Jo)  d'une  intégrale  de  surface  n'exige  pas  évidemment  que 
la  surface  ne  soit  rencontrée  qu'en  un  point  au  plus  pai' une  parallèle  à  0~. 
On  définira  de  la  même  façon  les  intégrales  de  surface 

f  ff^i  '■,  .)'■  -  1  dy  dz .        f  f  K (  .r . .,'.;:.  d.r  dz . 

et  l'intégrale  plus  générale 

/     I  l'(  .r.  y.  z)  d.r  dy  -I-  Q  (  x,  y,  z  ]  dy  </;  -i-  K  (  .r,  y,  z  )  dz  dx  ; 

cette  deniiéie  peut  encore  s'i'ciiie 

I      /   I  I'  es-;  -i-  Q  cosa  +  H  cos  [3  I  r/-. 

a,  [i.  Y  désignant  les  angle>  (pie  fail  avec  les  axes  la  diiertinn  de  la  nor- 
male qui  correspond  au  côté  choisi  sur  la  surface. 

Les  intégrales  de  surface  sont  suitout  utiles  en  Physique  inathénialique. 

Reinariiue  I. — Toute  intégrale  de  surface  pourrait  aussi  se  définir  direc- 
tement, de  la  même  façon  qu'une  intégrale  double  étendue  à  un  domaine 
plan.  Soit  S  une  portion  de  surface;  imaginons  qu'on  la  décompose  d'une 
façon  quelconque  en  n  parties  plus  petites,  d'aires  a,,  t,,  ...,  17,,,  puis 
i|n'on  prenne  à  volonté  un  point  (  ç,  ï,,  t\  dans  chaque  portion.  Il  suffit  de 
reprenilre     les     raisonnements     des     n'"     II.S-U'.I     pour     prouver     que      la 

somme   ^    f^l?/,  '',i-  ^/l'i   tend   ver-    une   limite   lorsque   le    nombie   «  ang- 

niiMile  indéfiniment,  de  façon  que  les  dimensions  de  chaque  portion  de 
suilaie  tendent  vers  zéro,  luette  lijnile,  qu'on  représente  par  la  notation 


./:/; 


['"(  x,y,  Z)  dtj. 
est  une  intégrale  de  surface  étendue  a  la  -iirlace  S. 
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[{i-inai  que  IL  —  Quand  noii^  iempla<;on<-  l'iiitrgrale  doubie 

j     j  y  '/■'  <Jy  -(i <ly  <l^  —V,dz dr 

par  une  inléi:iale  de  surface 

Ç    jl  y  (i.s-r  ^  Q  cosa  —  R  CO~  'J  I  ^7. 

nou^  ju|i|>o;oii>  iiii|ilicilenienl  que  !a  iuifaee  considérée  admet  en  chaque 
point  un  plan  tancent  dont  la  diiection  varie  d'une  manière  continue  avec 
la  position  du  point  de  contact.  Mais  il  peut  v  avoir  sur  une  surface  des 
courbes  analogue';  à  un  point  anguleux  sur  une  courbe,  c'esl-à-dire  des 
courbes  suivant  lesquelles  se  cioisent  deux  iiappe«  de  surfaces  avec  des 
plans  tangents  diflérents.  Si  une  courbe  de  cette  espèce  décompose  une 
surface  S  en  deux  portions  de  surfaces  Sj  et  S.),  pour  chacune  desquelles 
le  plan  langent  se  déplace  d'une  manière  continue,  une  intégrale  de  sur- 
face étendue  à  S  est.  par  définition,  la  somme  des  intégrales  de  surface 
étendues  à  S|  et  à  S».  I>es  propriétés  établies  plus  loin  s'appliquent  aussi 
dans  ce-cas  plus  général,  comme  on  le  voit  atissitôt  en  reprenant  les  rai- 
sonnements. 

l;?!».  Formule  de  Stokes.  —  Soit  L  une  courbe  gaurhe.  le  long  de 
laquelle  ie>  fonctions  Pi.r.  i.  z  \.  Q(.7-.  >-.  ;  i.  Wix.  y,  z)  sont  continues. 
L'intégrale  curvilisne 


/ 


y  dx  H-  U  dy 


prise  le  long  de  L,  se  définit  comme  une  intégrale  curviligne  prise  le  long 
d'une  courbe  plane  (  n"  9.5  i,  et  nous  n"v  reviendrons  pas.  Si  la  courbe  Lest 
fermée,  elle  se  décompose  évidemment  en  trois  intégrales  curvilignes  prises 
le  long  de  courbes  planes  fermées.  En  appliquant  à  chacune  tl'elles  la  for- 
mule de  Grcen,  ou  voit  qu'on  peut  remplacer  cette  intégrale  curviligne  par 
la  somme  de  trois  intégrales  doubles.  L'introduction  des  intégrales  de  sur- 
face permet  d'énoncer  très  simplement  le  résultat. 

Etant  donnée  une  portion  de  surface  S  ayant  deux  cotés,  que  nous  sup- 
poserons, pour  fixer  les  idées,  limitée  par  une  seule  courbe  F,  à  chaque 
côté  de  la  surface  correspond  un  sens  de  parcours  direct  sur  le  contour  V . 
Nous  ferons  la  convention  suivante  :  En  un  point  M  du  contour  menons  la 
direction  M  «  de  la  normale  qui  correspond  au  côté  considéré,  et  imagi- 
nons un  observateur  ayant  les  pieds  en  M  et  la  tête  en  n.  Nous  appelle- 
rons sens  direct  le  sens  dans  lequel  cet  observateur  doit  décrire  T  pour 
avoir  à  sa  gauche  la  surface  S.  .\u\  deux  côtés  de  la  surface  S  corres- 
pondent deux  sens  directs  opposés  sur  le  conloui'  F. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  une  portion  de  surface  S  qui  n'est  ren- 
contrée  qu'en   un  point  au   plus  par  une   parallèle  à  O^  et  supposons  le 
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irièdre  Oxyz  ayant  la  disposilion  indiquée  par   la  figure  28;  O.r  est  sup- 
posé en  avant  du  plan  yOz,  pris  comme  plan  de  la  figure. 

Au  contour  T  de  S  correspond  un  contour  fermé  C  sur  le  plan  des  .ry. 
et  ces  deu\  contours  sont  décrits  en  même  temps  dans  le  sens  indiqué  par 
les  flèches.  Désignons  par  Pix,y,  z)  une  fonction  continue  dans  une  poi- 


tion  de  l'espace  renfermant    S  et   par  ;  =  'i(,r,  j')  l'équation  de  cette  sur- 
face.  L'intégrale   curviligne   /      Pix,y,z)dT   est    identique  à   l'intégrale 


curviligne 


f 


r.y,'f{:r.y)]dj: 


prise  le  long  de  la  courbe  plane  C.  Appliquons  à  cette  dernière  la  formule 
de  Green  (  n"  \'2',i)  en   posani.  pour  plus  de  précision, 


y I  ./■,  )•  )  =  p 1 .7-,  r.  QiT.y  ]]. 


0P(.r.y)  _  aP        oP  </9  _  iiP        (JP  cos^ 


"y 


"y 


cosY 


en   appelant   a,    p,   y  'es  angles   que   fait  avec  les  axes  la  direction  de  la 

normale    correspondant   an   côté  supérieur  de  S,  et  la  formule  de  Green 

donne 

/'  T, ,  r  r    /"P         o        ''P  \d3-dr 

I     P(  x.y)(f.T  =J    I     (  —  cos  P  -  j^  cosY 


\  U.1-  ay 


l'intégrale  double  étant  étendue  à  la   région  X  du  plan   intérieure  au  con- 
tour C.  Le  second  membre  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  de  surface 


rr/'ip      ,,     <tp      \  , 

JJ   yoz         ^       <iy         ') 
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|iiise  sur  1p  côté  supérieur  de  S,  et  nous  pouvons  écrire 


'"'  /,,lr-'^d.r.h 


L,T  formule  subsiste  évidemment  quand  on  change  le  côté  de  la  suil'ace, 
pourvu  qu'on  change  eu  même  temps  le  sens  du  parcours  de  F,  et  elle 
s'étend  comme  la  formule  de  Green  à  une  surface  de  forme  quelconque. 
En  permutant  eirculairement  x,  y,  z,  on  a  deux  furraules  toutes  pareilles 


/.■  dz. 


f    ^<..y.z,Jz=f  f  '^dvdz-'^drdz 

en  les  ajoutant,  on  parvient  à  la  formule  générale  de  Stokes 
P(,r.  1  ,  z)d:r  ^  Qi -(',.)•.  z  i  dy  --  M(.r,  v,  z)dz 


/        =/    /       -^ W/.rrfr-i- -\drdz^{ —  Sdxdz. 

Le    sens   de   parcours   du  contour  (T)  et  le    côté   de   la  surface  auquel    on 
étend  I  intégrale  double  se  correspondent,  comme  nous  l'avons  indiqué. 

i4(J.  Application  aux  volumes.  —  De  nién)e  que  l'aire  d'une  courbe 
plane  fermée  s'exprime  par  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  celte 
courbe,  tout  volume  intérieur  à  une  surface  fermée  S  s'exprime  par  une 
intégrale  de  surface.  Considérons  d'abord  une  surface  fermée  S  qui  n'est 
rencontrée  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  O  z.  Les  points  de  cette 
surface  se  projettent  sur  le  plan  des  ry  à  l'intérieur  d'un  domaine  A,  et 
tout  point  de  .\  est  la  projection  de  deux  points  m,  et  m^  de  S.  Soient 
z^=J\{x,  y),  z=,=f-2(x,  y)  les  équations  des  deux  nappes  Sj  et  S-j  décrites 
par  les  points  rrii  et  m^  respectivement  ( fi  <ih)-  Le  volume  est  égal  à  la 
différence  des  deux  intégrales  doubles 

V=  I  J   /Jx,y)dxdy—  j     f    J\{x,y)dxdy, 

dont  la  première  représente  l'intégrale  de  surface   /     /  zdxdy  prise  sui- 
vant  le    côté    supérieur    de    So,    tandis   que    la    seconde    est    l'intégrale 
/     /  zdxdy,  prise  suivant  le  côté  inférieur  de   Si.  Leur   différence  est 

donc  égale  à  l'intégrale   /     /  zdxdy,  étendue  à  la  surface  S  tout  entière, 
suivant  le  côté  qui  correspond  à  la  direction  extérieure  de  la  normale.  Par 
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raison  de  .symétrie,  on  peut  prendre  pour  expression  du  volume  Iimk' ipiel- 
conqiie  des  intégrales  de  sniface 


/./,: 


cUdy,        f  j\vdydz,        f  fzdrdy. 


chacune  d'elles  l'tant  prise  suivant  le  côté  extérieur,  el  la  formule  s'étend 
à  un  volujne  limité  |iar  une  surlaee  quelconijue. 

141.  Rapport  de  deux  éléments  de  surfaces.  —  Soietil  S  et  S'  deu\ 
portions  de  surfaces  qui  se  correspondent  point  par  point,  la  correspon- 
dance étant  définie  par  les  formules 

(4'^)      -^^  =/(^''-,r'> -' ».      i' =  ?< ■'■'r y,  ■='),      z  — '^j(3-',y ,  z  )\ 

.r',  j',  ;:'  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  m'  de  S',  et  a7, 
y,  z-  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  cori  espondant  m  de  S.  Les 
fonctions  y,  o,  >]/  sont  supposées  continues  et  admettent  des  dérivées  par- 
tielles continues  tout  le  long  de  S',  (maginons  qu'on  exprime  les  six  coor- 
données X,  y,  z.  x' ,  y\  z'  des  deux  points  correspondants  m,  m'  au 
moyen  de  deux  paramètres  variables  a  et  v.  Soient  E,  F,  G  les  coefficients 
définis  plus  haut  pour  la  surface  S,  E',  F,  G'  les  coefficients  analogues- 
pour  S',  d<s  et  drs'  les  éléments  des  deux  surfaces  dans  le  système  de  coor- 
données (m,  v),  diu  et  dm'  les  éléments  superficiels  des  deux  plans  ^  =  o 
el  z'  =  o  dans  le  même  système  de  variables  (n,  c).  Désignons  par  a,  p,  ■(■ 
les  angles  que  fait  avec  O^,  Or,  0  ■:  une  direction  m/i  choisie  sur  la  nor- 
male en  m  à  lasurface  S,  a',  jî',  '/'  les  angles  que  fait  avec  O' x' ,  O'y',  O' z' 
la  direction  correspondante  de  la  normale  m' n'  à  S'  au  point  m'.  On  a  les 
relations 

du  =  i/'EG  —  F-  di<  dç,  (ko  =    ■=; — —    du  (A', 

I  D  '  " ,  "  )  I 

et  par  suite 

(44)  I     V    '    M    ._, 


^■^         v/EG  —  F--; 
>n  a  tout  parallèlement  c/to'  =  \fnsY\di\  et  par  suite 
|cosY  I  da  =  - — ;  I  cos-/  j  dn  . 


D'autre  part,  d'après  la  formule  générale  (  n"  124),  on  a  aussi 

(45)  (/(O  =  dio' 

cejacobien  étant  calculé  en  regardant   z'  comme    une  fonction   de  x',y'y- 


^,  I   D(x,y  )  I 
D(x',y')  I 
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iléHnie  par  la  surface  >'.  On  trouve  ainsi 

Di.r.y)  !  Of         <</'   (iz    \  1  II-:,         ifi   ilz   \         /  <if         <>f  itz       i  &:^         rte    dz'"- 


Dix',  y')        \i. 

_    D(/.(p)          l'(/--r)    c'^i'          D(/,  y;  cosii' 

~  D(a?',7')        l-M^x'.  3  1  ros-;'         IJ(  ^',  .?•' )  cosy' 

I      r   D(/,?)                   rx/.-y)       ,  IJf./.?)           ,1 

=    ;       T^ -, -r-  ("OSÏ     -^ -=-; -r-  COSp    -^    — — — '-;-  CIISY        • 

cosy'  I  D(  >''.  ;;  )  l)(;',j/)         ^         D  (  ,r .  r  l         'J 

Kn   p<jrlaiit    claiLs   les  t'rurnules  preeérlenti's  lelle  valeur  du  jacoliieii.  il 
vient  tinaleiiK-nt 


D(  /■. -I  ,        Di  /-.'il  ,,        D(./', 


('i-'     l'^'--^l'''  =  kl^'-"^^-n7f-J:n^"*^ 


Di  .r'.  I-'  I 


:is-''    O'a'. 


On  peiil,  au  nKi\eii   de  cette  foiiiiiile.  remplacer  tmite  intégrale  de  sur- 
face étendue  à  S  par  une  inlé£;rale  de  -iirface  clendiie  à  S'. 


EXERCICES. 

1.  lui  un  point  quelconque  M  de  la  cliaiiieiie  deliiiic  en  coordonnées  rec- 
tangulaires |iar  l'équation 

on  mène  la  tangente  qu'on  prolonge  jusqu'à  son  point  de  rencontre  T  avec 
l'axe  Oj^,  puis  on  fait  tourner  la  ligure  autour  de  cet  axe.  Exprimer  la 
différence  des  aires  décrites  par  l'arc  de  cliainelte  .\\l.  A  étant  le  sommet 
de  la  çliainette,  et  par  la  tangente  MT  :  >"  cm  fouctioii  de  l'abscisse  du 
point  M  :   '  "  en  fonction  de  l'abscisse  du  point  T. 

I  I.1(:ëm:e  :  Paris,  i88o.) 

2.  Soient  Ox,  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires.  Une  surface  réglée  est 
engendrée  de  la  manière  suivante  :  le  plan  ;0.\  tourne  autour  de  Oz:  la 
génératrice  D,  située  dans  ce  plan,  fait  avec  0.;  un  angle  constant  dont  la 
tangente  est  À;  elle  intercepte  sur  OA  un  segment  OC  égal  à  Xrt6,  a  dési- 
gnant une  ligne  donnée  et  0  l'angle  desdeuxplans  zOx,  zOA.. 

1°  Calculer  le  volume  limité  par  la  surface  réglée  et  les  plans  TÛy, 
zOx,  -OA,  l'angle  6  des  deux  derniers  étant  moindre  que  2-; 

■>°  Calculer  l'aire  de  la  portion  de  surface  limitée  par  les  plans  a- O^, 
zOx,  -OA. 

[Licence  :  Paris,  juillet  1882.] 

3.  Soient   Ox,    Oy,   Oz  trois    axes   rectangulaires.  Calculer  le  volume 
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limité  par  la  surface  ilu  paiabnlnide  elliptique  qui  a  pour  équation 


le  plan  des  tv  et  la  surface  du  cylindre  b-x-  -f-  a- y-  =  a-b'-. 

[Licence  :  Paris,  188-2.] 

4.   Les  axes  0.r  et  Oy  étant  rectangulaires  et  A  et  B  étant  deux  points 
de  l'axe  Oy,  calculer  l'intégrale  curviligne 


/i 


•  r»)']  fl r  -^  [9''.^)  e-^' —  m]  dy 


prise  le  long  d'un  chemin  quelconque  A.MB,  allant  du  point  A  au  point  B, 
mais  limitant  avec  AB  une  aire  AMBA  de  grandeur  donnée  S;  m  désigne 
une  constante,  et  'i(j)  une  fonction  continue  ainsi  que  sa  dérivée  o'(_)). 

[Licence  :  Nancy,  1896.] 

5.  Établir  la  formule  Ti/»  )  r(gr)  =  rf />  -1-  y)  B( /),  ^r  )  en  évaluant  l'inté- 
grale double 

i     l  e  -^-y  xi'   '  7V-'  dx  dy 

étendue  à  l'angle  xOy^  au  moyen  du  changement  de  variables  x-^y  =  u, 
y  =  uv. 

6.  Trouver  l'aire  de  la  portion  d'un  ellipsoïde  ou  d'un   hyperboloïde  de 
révolution,  comprise  entre  deux  parallèles. 

*7.   Aire  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  —  La  moitié  de  l'aire 
totale  «Ho  est  égale  à  l'intégrale  double 


■,/7V 


b-'  —  c-^ 
ax  dy. 


étendue  à  l'intérieur  de  l'ellipse  b-x--\-a-y''-=^a-b'-.  Parmi  les  moyens 
employés  pour  ramener  cette  intégrale  double  à  des  intégrales  elliptiques, 
un  des   plus  simples,  dû   à    Catalan,    consiste  dans   la    transformation  du 

n"  ['î'i.  En  désignant  par  i>  la  fonction  sous  le  signe  /  /  .  et  faisant  varier  f 
de  I  à  -H»,  on  trouve  que  l'intégi'ale  double  est  égale  à  la  limite,  pour  / 
infini,  de  la  différence 

-abljl-i  —  l) ^       ,   •' (  p-^  —  I  ;  dv 

l/('— S)('-- g)"^"7  \/{:'—S)(-—i) 


liXhKIJlCKS.  3'>3 

cetle  expiessiiin  «e  |»résenle  i^ous  foiine  iiidclcrniinoc,  mais  on  peul  écrire 


[v/("--:^)<"--p)]^ 


('-Sj{-ë)'''- 


et  l'expression  écrite  |)Ius  haut  a  |Miiir  limite,  comme  ou  le  voit  aisément, 

,  r  c-      r"  </>■ 

-ab 


■  1 :        i--^  —  I  ^ 


'''     /        n — 


*8.  Si  du  centre  d'un  ellipsoïde  d'axes  ia.  ib,  ic,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les   plans  tangents   à  cet  ellipsoïde,  l'aire  <le  la  surface 

.         bc 
podaire  est  ésale  à  l'aire   d'un  ellipsoïde  dont  les  demi-axes  seraient — > 
•^  ■  a 

ac     ah 
T'  ~F' 

[William  Robert*.  Journal  de  Liouville,  t.  XI,  i"  série,  p.  8i.] 


9.   En  évaluant  de  deux  façons  dillérenles  l'intégrale  double  de 

(^—y)"-j{y) 

étendue  à  l'aire  du  triangle  formé  par  les  droites  y  =  Xn^  y  =  .r,   a;  =  X, 
démontrer  qu'on  a 

r"^        r^'  r^  (\  —  >•  i"^i 

I      dx  j      (x-y)"/{y)dy  =    j      ^^^ f(y)dy. 

En  déduire  la  relation 

I    dx  j    dx...  I  f(x)dx=  ,,;_!,,.  /    (■'^—y)"~'f(y)dy. 
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Etablir  de  même  la  forimile 

/     X  <lx  l     X  dx  . .  .   I      X  dx  j     f{x)  dx 

I      [x-^  —  y^yf{y)dy. 


■i_.lfAi.  .  .111  , '_, 
et  vérifier  ces  formules  au   moyen  de  la  dilTérentiation  sous  le  signe  /  . 

10.  Calculer  l'intégrale  double 

x" y'-'{\  —  X  —  )')'  dx  dy,. 


II' 


étendue  à  l'aire  du  triangle  formé  par  les  droites 

x  =  o,         y  =  t),         ^-i-y  —  1  =  o. 

11.  Calculer  l'intégrale  double 


/    /  x-y^  y/i  —  x^  —  y^  dx  dy, 


étendue  à  l'aire  de  la  portion  du  plan  définie  par  les  inégalités 

.r  î;  o,         y  i  o,         .r'  -H  y^ S  i . 

12.  Exemple  de  Sc/nvaiz  (^note  de  la  page  î-^g  l.  —  Etant  donné  un  cy- 
lindre de  révolution  de  rayon  r  et  de  hauteur  h,  partageons  la  hauteur  en 
/H  parties  égales,  et  par  les  points  de  division  menons  des  plans  parallèles 
aux  plans  des  deux  bases;  puis,  dans  les  sections  droites  ainsi  obtenues, 
inscrivons  des  polygones  réguliers  convexes  de  n  côtés,  de  façon  que  la 
génératrice  qui  passe  par  un  sommet  de  ces  polygones  passe  par  le  milieu 
de  l'arc  sous-lendu  par  un  côté  dans  les  deux  polygones  voisins.  Les  som- 
mets de  ces  polygones  sont  les  sommets  d'une  surface  polyédrale  inscrite 
composée  de  ^mn  triangles  isoscèles  égaux,  et  l'aire  de  cette  surface  po- 
lyédrale est  égale  à 


•    ■^    / ,   ,  ,   .     ^T"^      >^ 

in  r  sin  -  i  /  j  /■'-     sin  — ; 

«  y  \        >  n  I         m  - 


La  limite  de  cette  expression,  lorsque  les  deux  nombres  m   et  n  aug- 
mentent  indéfiniment,  dépend   de   la   limite    du    rapport Cette   limite 

n- 

n'est  égale  à  ir.rh  que  si  ce  rapport  tend  vers  zéro. 
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LNTEGRALES  MULTIPLES. 
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I.  —   INTEGHVLES  MULTIPLES.   —  CHANGEMENTS  DE  WHIABLES. 

142.  Intégrales  triples.  —  On  défniil  les  intégrales  triples  en 
procédant  exactement  comme  pour  les  intégrales  doubles  (n"*  H8- 
119).  Il  n'j  a  qu'à  remplacer  les  domaines  à  deux  dimensions  par 
des  domaines  à  trois  dimensions  et  Faire  par  le  volume.  Soit 
F [x, y,  z)  une  fonction  bornée  dans  un  domaine  borné  de  l'es- 
pace D.  Imaginons  ce  domaine  décomposé  d'une  façon  quelconque 
en  n  domaines  partiels  d,,  é/j,  . . . ,  rf„,  de  volumes  r,,  ('2,  . . . ,  v„, 
et  soient  M,,  m;  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  F  dans  d,. 
Les  deux  sommes 

S  =  ^  M,'',,         *  =  7j  '"'''' 

:  =  I  1=1 

tendent  respectivement  vers  deux  limites  I,  l' lorsque  le  nombre  » 
augmente  indéfiniment  de  façon  que  chaque  domaine  partiel 
diminue  indéfiniment  dans  toutes  ses  dimensions,  et  l'on  a  l'bl. 
La  fonction  F{x,y,  z)  est  dite  intégrable  dans  le  domaine  D, 
si  l'on  a  1'^  I,  et  la  limite  commune  des  sommes  S  et  a'  est  l'inté- 
grale triple  de  F(x,  v.  z-)  étendue  au  domaine  D.  On  la  représente 
par  le  symbole 

[  =  r  j    I    ¥{x,y,z)dxdyd:. 

et  le  domaine  D  est  le  champ  d'intégration.  Le  nombre  I  est  encore 
la  limite  de  la  somme 
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(?,,  T|,,  ç,  )  étant  les  coordonnées  d'un  point  i|iielcon(|iie  du 
domaine  di  ou  de  sa  (Voniièie. 

Toute  fonction  continue  est  intégrable.  Il  en  est  de  même  de 
toute  fonction  bornée  admettant  un  nombre  quelconque  de  points 
de  discontinuité,  pourvu  que  l'on  puisse  enfermer  tous  ces  points 
tie  discontinuité  dans  un  domaine  dont  le  volume  soit  inférieur  à 
un  nombre  positif  quelconque.  C'est  ce  qui  arrive  par  exemple 
pour  une  fonction  bornée  ¥(^x,y,  :■)  admettant  dans  le  domaine  D 
une  ou  plusieurs  surfaces  de  discontinuité. 

Les  intégrales  triples  se  présentent  dans  diverses  questions  de 
Mécanique,  en  particulier  quand  on  cherche  la  masse  ou  le  centre 
de  gravité  d'un  corps  solide.  Supposons  la  région  (D)  remplie 
d'une  substance  hétérogène  et  soit  u.(^x,  y,  z)  la  densité  en  un 
point,  c'est-à-dire  la  limite  du  rapport  de  la  masse  renfermée  dans 
une  sphère  de  rayon  infiniment  petit,  décrite  du  point  (j;,  v,  :;) 
comme  centre,  au  volume  de  cette  sphère.  Si  \j.^  et  y-i  sont  les 
valeurs  maximum  et  minimum  de  |ji.  dans  la  région  (e,),  il  est  clair 
que  la  masse  renfermée  dans  cette  région  est  comprise  entre  yii  t-', 
et  u-ji',;  elle  est  donc  égale  à  c,  iji.(;,-,  yj,-,  ÎT,),  le  point  (ç,-,  ï)/,  !^,) 
étant  un  point  convenal)lement  choisi  de  (e,).  La  masse  totale 
est  donc  égale  à  l'intégrale  triple  /  /  /  <J-dx  dy  dz,  prise  dans 
la  région  (D). 

143.  Procédés  de  calcul.  —  Considérons  d'abord  une  fonc- 
tion F (x,y,  z)  continue  dans  un  domaine  D,  limité  par  deux 
plans  z^=Zo,  z^ï,  parallèles  au  plan  .;  ^  o,  et  un  cylindre 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  Os,  dont  la  section  par  le  plan 
des  xy  est  une  courbe  fermée  C,  limitant  un  domaine  plan  A. 
Supposons  ce  domaine  plan  A  décomposé  en  domaines  plus 
petits  a,,  an,  ...,  a„,  d'aires  w,,  (Oo,  ....  w„,  et  considérons  les 
cylindres  ayant  leurs  génératrices  [laralJèles  à  Oz  et  pour  bases 
les  domaines  a,,  (lo,  .••,  ««.  Menons  ensuite  les  plans  z  =  z^ 
(«=i,  2,  ...,  m  —  i),  z,,  Z2,  ...,  z„i_,  formant  une  suite  de 
nombres  croissants  compris  entre  Zo  et  Z.  Le  domaine  D  se  trouve 
ainsi  décomposé  en  petits  domaines  cylindriques.  Considérons  la 
file  de  ces  petits  domaines  situés  dans  le  cylindre  qui  a  pour  base 
le  domaine  plan  «,-.  Soient  (?,-,  "O,)  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  ce  domaine;  la  portion  de  la  somme  S',  provenant 
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de  celle  file  de  |)elils  domaines,  peul  s'écrire 

î^/,  élanl  un  nombre  quelconque  compris  enlre  ;„  cl  ::i,  C,,.,  un 
nombre  quelconque  compris  enlre  ^i  el  ^21  el  ainsi  de  suile.  En 
choisissanl  convenaljlement  ces  nombres  i^,,,  'Zj-,,  ...,  le  coef'ti- 
cienl  de  (o,  esl  égal  à  <!>(;,,  ■/^,).  où  l'on  a  posé 

(2)  ^{x,y)=  f    F(x,y,z)dz. 

l^a  somme  S',  donl  nous  cherchons  \.\  liniile,  esl  donc  égale 
à  ^  $  (  ç/,  y,,)  tO;- ;  sa  limite  est  l'intégrale  double  de  la  fonc- 
lion  <I>(a^",j')  étendue  au  doiuaine  A,  et  l'on  a 

(  3  )        f  f  f   F  (  '2^.  J%  -  )  d'-  drdz=fi    4>  (  x,  y  )  dr  dy 

=  f  f  «';'•  dy   f    '^ (  ^- .1-  =)dz. 

On  a  vu  plus  haul  conimenl  le  calcul  d'une  inlégrale  double  se 
ramenait  lui-même  à  des  quadratures.  Par  exemple,  si  le  champ  D 
est  le  parallélépipède  formé  parles  six  plansx=  ^n-  ^  ^  X,  t^  j'o, 
y  ^  Y,  ;  =  ;„,  z  =  Z,  le  domaine  A.  esl  un  rectangle,  el  l'inlégrale 
Iriple  a  poui'  expression 


(4) 


f    dx  f    dy  j     ¥{x,y,z)dz. 


Le  sens  de  ce  symbole  est  bien  clair.  On  effectue  la  première 
intégralion  en  regardant  .2'  et  7'  comme  conslanls;  le  résultat  est 
une  fonclion  des  deux  variables  x  et  )',  (|ue  l'on  intègre  ensuite 
enlre  les  limites  yn  el  Y,  en  regardant  x  comme  constant  et  y 
comme  variable.  Le  résultat  de  cette  seconde  intégration  ne 
dépend  plus  que  de  x.  et  on  l'intègre  de  nouveau  entre  les 
limites  ^0  f'  X. 

Il  y  a  évidemment  autant  de  manières  d'effectuer  le  calcul  qu'il 
y  a  de  permutations  de  trois  lettres,  c'esl-à-dire  six.  On  peut,  par 
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exemple,  écrire  l'inlégrale  triple 

/     dz  j      dx  l      F(3:,y,  z)dy  =  I      ^'(z)dz. 

en  désignant  par  ^\;)  l'intégrale  double  de  F(^x,y,  :)  étendue  au 
rectangle  formé  par  les  droites  x  :=  Xq,  ^' =  X,  y=yg,  y^Y. 
On  serait  aussi  conduit  à  cette  expression  en  commençant  par 
décomposer  D  en  petits  parallélépipèdes  par  trois  séries  de  plans 
parallèles  aux  plans  de  coordonnées  et  eu  évaluant  la  portion  de  S' 
provenant  de  la  tranche  di'  parallélépipèdes  comprise  entre  les 
deux  plans  voisins  z^  :■/_,,  z^z/:  en  prenant  convenablement 
les  points  (;,vj,  v),  celte  tranche  donne,  dans  S',  la  somme 

W(z,-i)iz,—  z,-.0, 

et  le  raisonnement  s'achève  comme  plus  haut. 

La  formule  (3)  s'applique  encore  à  une  fonction  bornée  F{x,y,  z) 
admettant  dans  le  domaine  une  ou  plusieurs  surfaces  de  disconti- 
nuité. Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  F  soit  discontinue 
sur  certaines  portions  de  deux  surfaces  S|  et  So  représentées  par 
les  deux  équations 

(Si)  z  =  <fi{x,y), 

(S,)  z  =  '^^(x,y), 

es,  et  tt2  étant  deux  fonctions  continues  dans  le  domaine  A 
(3o<  »i  <C  »2<  Z.).  Ces  deux  surfaces  S|  et  So  décomposent  D 
en  trois  régions  en  chacune  desquelles  la  fonction  F  est  continue. 
Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  l'on  a  : 

1°  Entre  le  plan  3  =  -o  et  S,,  ¥  =/i  {x,y,  z): 

2°  Entre  S,  et  So,  F  ^/2{x, y^  z); 

3°  Entre  So  et  le  plan  s  ^  Z,  F ^=f3(x,  y,  z). 

Chacune  des  fonctions ^i,  /'o,  f^  est  supposée  continue  dans  le 
domaine  correspondant.  La  formule  (3)  s'applique  encore  au  calcul 
de  l'intégrale  triple,  pourvu  que  l'on  pose  (n"  7o) 

f   F{x.y,z)dz 
=  f   'f,(x.,y,z)dz-^  f   'fi(x,y,z)dz^  f   /3(x,y,z)dz. 
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Celte  remarque  donne  iminédiateirienl  le  moyen  de  calculer 
l'intégrale  triple  d'une  fonction  continue  FÇr^y^z)  dans  un 
domaine  D  limité  par  un  ejlindre  tel  que  le  précédent  et  deux 
portions  de  surfaces  ;,  =  es,  (,r,  y),  z^^  'fal-^i  T)'  'fi  s'  '-^2  étant 
continues  dans  le  domaine  plan  A.  Il  n'y  a  pour  cela  qu'à  prendre 
deux  plans  auxiliaires  :  z=  z„,  ;  =  Z  (cq  < '-Si  < '-52  <  Z),  et  une 
fonction  auxiliaire  S (x,  y,  z)  égale  à  F(.i',  y,  ;)  dans  le  domaine  D 
et  nulle  en  dehors  de  ce  domaine.  Le  raisonnement  du  n"  121  s'a|>- 
plique  sans  modification  et  l'intégrale  triple  de  F(  r,  r,  :)  dans  D 
a  pour  valeur 

f  f  dxdy  f  "Fi.r.y,z)dz. 

'-■      «   lAi  •■  O, 

Si  le  contour  C  du  domaine  A  est  formé  de  deux  segments 
de  droites  parallèles  à  Oy  et  de  deux  arcs  de  courbes  r,  ^  'L,  (x), 
JK2  = 'î'-.>(-î')  ('t'i<^'}2)i  on  a  aussi 


(5) 


i  \     i    F(x,.r,  z)dx  dy  dz  =  j     dr  j       dy   l       F(  ,r,  y,  z)dz. 


Les  limites  »,  et  92  de  la  première  intégration  dépendent  à  la 
fois  de  X  et  de  y^  les  limites  <};,  et  -io  dépendent  de  x  seulement, 
enfin  a  et  b  sont  des  constantes. 

Lorsque  le  champ  d'intégration  D  est  limité  par  une  surface 
fermée  S,  qui  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  par  une  parallèle 
à  l'un  des  axes  (comme  une  surface  convexe),  on  peut  effectuer 
les  quadratures  dans  un  ordre  arbitraire,  mais  les  limites  sont 
en  général  tout  à  fait  différentes,  suivant  l'ordre  des  inté- 
grations. 

Exemple.  —  Soit  à  évaluer  l'intégrale  triple   /   /   /  z  dx  dy  dz,  étendue 

au  huitième  de  la  sphère  x--\- y^-^  z-  =  R-,  compris  dans  le  trièdre  Oxyz. 
Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  z,  puis  par  rapport  à  ^  et  enfin  par 
rapport  à  x,  les  limites  sont  les  suivantes  :  a"  et  _^  étant  donnés,  z  peut 
varier  de  zéro  à  \/H-  —  x''  —  y-  ;  x  étant  donné,  y  peut  varier  de  zéro 
à  ^H''  —  X'' ,   et  X  varie  de  zéro  à  R.  On  a  lionc 

f  f  fz  dx  dy  dz  =   f    dx  f  dy   I  z  dz, 
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et  l'on  en  tire  successivement 


.    I   r"  i 

et  il   reste  à   calculer  l'intégrale  rléfinie  -    /      (  R- — .r-)'- dx.  qui  devient, 
en  posant  .r  =  R  cos-j. 

LMntégrale  triple  a  donc  pour  valeur 


tR- 


Remarque.  —  Au  lieu  crévaluer  d'abord  la  somme  des  élé- 
ments provenant  d'une  file  de  domaines  cylindriques,  on  pourrait 
procéder  autrement.  Soil  D  un  domaine  borné,  compris  entre  les 
deux  plans  parallèles  ;:  =  ;o-  z-^'L;  décomposons-le  d'abord  en 

tranches  par  des  plans  z  =^  :,  (  /  =  i ,  2.  . . . ,  «(  —  il.  ;, ,  z.>, 

■Sm-i  formant  une  suite  de  nombres  croissants  compris  entre  z^ 
et  Z.  Décomposons  ensuite  chaque  tranche  en  petits  domaines 
cylindriques;  on  voit  encore  que,  en  choisissant  convenablement 
les  points  \,  rj,  Ç  dans  chaque  domaine  partiel,  la  somme  des  élé- 
ments de  la  tranche  comprise  entre  les  deux  plans  ;  =  ;,,  r  =  ;,_, 
a  pour  expression 

{zi  —  3,_,  )  /    /     Fix.y,  Zi-1  )  dx  dy. 

A,_,  étant  le  domaine  plan  commun  au  domaine  D  et  au 
plan   z:^z,_,.    Si   donc   on   pose 


n'i  z)  =  f  f    F (  .r.  1%  ;  I  dx  dy. 
'       *^'A,, 


A;  étant   le   domaine  plan   que   l'on   vient   de   délinir.    l'intégrale 
triple  a  pour  expression 


/ 


W(z    dz. 
Pour  évaluer  une  intégrale  triple  étendue  à  un  domaine  quel- 
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coiu|ue  D,  on  le  décoinijosera  eu  une  somme  de  domaines  lels  ([ue 
les  précédents,  par  exemple  eu  domaines  lels  qu'une  droite  paral- 
lèle à  une  direction  fixe  ne  rencontre  la  surface  limite  en  |)lus  de 
den\  points. 

14i.  Formule  de  Green.  —  Il  existe  pour  les  intégrales  triples  une  for- 
mule toute  pareille  à  la  furniule  (i5)  du  n"  123.  Considéions  d'abord  une 
surface  fermée  S  qui  n'est   rencontrée  qu'en   deux  |)oiiils  par  une  paral- 

àW      . 
léle   à   l'axe   O;,   et   une    (onction    R(.r,^-,  s)   continue,    ainsi    que  — i    a 

l'inlérieui-  de  celte  surface.  Tous  les  points  de  S  se  projettent  sur  le  plan 
des  xy  suivant  les  points  d'une  aire  A  limitée  par  un  contour  fermé  G. 
A  tout  point  (-f^y)  de  la  région  A  correspondent  deux  points  de  coor- 
données Zi=  (fi{x,  y)  et  ^2=  tp,(.r,  _/)  de  la  surface  S.  Celle  surface  se 
trouve  ainsi  décomposée  en  deux  morceaux  Sj  et  S.2;  nous  suppose- 
rons s,  <  Zo.   Cela  posé,   l'intégrale  triple 


ffffy-'r. 


étendue  à  l'intérieur  de  la  surface  fermée  S,  peut  s'obtenir  en  intégrant 
d'abord  par  rapport  à  z  entre  les  limites  Si  et  z,  (n"  143).  Le  résultat 
de  cette  première  intégration  est  R(ûc,y,  z^}  —  ^(x,y,  Zi),  et  l'on  doit 
ensuite  prendre  l'intégrale  double 

f.    j\  R(  J-,  r,  z.)  —  K(x,r,  zi)]  d.rdy, 

dans  la  région  A.  Or  l'inlégrale  double  /  /  R(r,_>',  Zi)(/Tdy  n'est  autre 
chose  que  l'intégrale  de  surface  { n"  138) 


/,/; 


R(.'r,  T,  z  )  </,r  dj- 


prise  sur  le  côté  supérieur  de  la  surface  82-   De  même,  l'intégrale  double 
de  R(x,y,  Zi  1.  changée  de  signe,  est  l'intégrale  de  surface 


f  f    P,(x,y,z)d.7-dj-, 


prise  suivant  le  côté  inférieur  de  S],  lin  ajoutant  les  deux  intégrales,  nous 
pouvons  donc  écrire 

■  d.rdydz  =  f  f   R(:r,y.z)dxdy, 
^^  ^  (S 

l'intégrale  de  surface  étant  prise  suivant  le  côté  crlérieur  de  S. 


fffë- 
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Ce  résultat  s'applique  aussi  si  la  liriiile  totale  S  tlu  doiiiaine  comprend, 
outre  les  surfaces  Si  et  Sj,   une  portion  de  surface  cylindrique  dont  les 

génératrices  sont  parallèles  à  O.:,  car  l'intégrale  de  surface   /    /  —dxdy, 

prise  le  long  de  cette  surface  cylindrique,  est  nulle. 

Cette  formule  s'étend,  comme  on  l'a  déjà  expliqué  plusieurs  fois,  à  un 
volume  limité  par  une  surface  de  forme  quelconque,  et,  en  permutant  .r, 
jK,  -,  on  en  déduit  deux  autres  formules  toutes  pareilles, 

j    I    I   —  d.r  c/y  d:  =   j     j    P(.T,y,  z)dy  dz, 

.  f.  f.  I   '"§  '^■'  '^■''  '^^  =.  /  .  ^  Q  ^■^'  >''  ^  '  ^^  '^■^- 

En  les  ajoutant,  on  obtient  la  formule  générale  de  Gieen  pour  les  inté- 
grales triples 

./■./y(=-f-S)-*"'= 

=  /    /     P[j-,y.z)d/ydz-i-Cl{x,j',z)dzdx-^ï{{x,y,z)dx  dy, 
<-'  ■'.fi\ 

les  intégrales  de  surfaces  étant  toujours  prises  suivant  le  côté  extérieur 

Pour  retrouver  les  expressions  du  volume  obtenues  plus  haut,  il  suffit 

de  faire  P  =  x,  Q  =  R  =  o,  ou  Q  =y,  P  =  R  =  o,  ou  R  =  ;,  P  =  Q  =  o. 

143.  Changements  de  variables.  Première  méthode.  —  Soient 

.   X  =fix\y'.  z  }. 

(6)  ■  y=  ?(^\r'--'^' 

I    z  =  '!jix',r',z') 

des  formules  définissaju  une  transformation  ponctuelle  dans  l'espace; 
x'.  y',  z'  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  »i'  par  rapport 
à  un  système  d'axes  rectangulaires  O'ar',  O' y' .  O'z',  et  x,  y,  z  sont  les 
coordonnées  du  point  correspondant  m  par  rapport  à  un  système  d'axes 
rectangulaires  Ox,  Oy,  O-,  qui  peut  être  confondu  avec  le  premier. 
Nous  supposerons:  i"  que  lorsque  le  point  (ar',  ^'',  .s')  décrit  un  certain 
domaine  borné  (E),  limité  par  une  surface  fermée  S',  le  point  {x,y,z) 
décrit  un  autre  domaine  borné  (E),  limité  par  une  surface  fermée  S; 
1°  que  les  points  de  E  et  de  E',  ainsi  que  les  points  de  S  et  de  S',  se  cor- 
respondent deux  à  deux  d'une  façon  univoque:  3°  que  les  fonctions/,  f,  4" 
sont  continues  et  admettent  des  dérivées  partielles  continues  en  tous  les 
points  de  (E')  et  de  S'. 

Soient  'V,  V  les  volumes  des  deux  domaines  (Et,  (E').  Nous  allons 
d'abord    résoudre   le   même   problème   qu'au    n"   124,    et   calculer   le    rap- 


I.    —    CHANGEMENTS    DE    VARIABLES.  363 


port  -rp-    Nous  avons 


\  =   /    z  do-  dy  =   /     z  d-;  cos-;, 


d<s  étant  l'élément  de  surface  de  S,  -;  l'angle  que  fait  avec  0  •  la  direction 
de  la  normale  extérieure  au  domaine  (E).  Mais  la  formule  (.17)  (  n"  iii  ) 
permet  de  remplacer  l'intégrale  de  surface  (j)  par  une  intégrale  de  sur- 
lace étendue  à  S'.  On  a  ain^^i.  puisque  V  est  une  quantité  essentiellement 
positive. 


=!//.,* 


^x ,y , z) 

r         ,  D(  /•.  -i)  D<  f.  ■:.)  ,  D(/.  •-il,,! 

X     cosi   .,       ,    '  .    —  <'osa'-; — ' , •   ■ ,    -i-  cos-/  - — -, rfs'  , 

[  D(v-'.;)  ^\liz,x)  '    D(.r'.^)J         I 

a',  P',  •;'  étant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  0\r',  O'r',  0^^'  la  normale 
à  la  surface  S'.  Cette  nouvelle  intégrale  nest  autre  que  l'intégrale  de  sur- 
face (voir  n"  131,  135,  138) 


(8) 


y=\  1^  .ipf^dydz-^.,pA^dzdy^.i';^j:;J:;d.dy 


étendue  à  la  surface  S'  suivant  le  côté  extérieur. 

Appliquons  à  cette  dernière  intégrale  la  formule  générale  de  Green  ;  il 
vient 

+  —,    '^T — -, — '-r    -^ :    '^TT-^, — -r    !  dx  dy  dz    . 

o/y-  ï)(z\  x')\       ,iz  y-  \)(x',y)\\  •^         I 

En  développant  la  fonction  sous  le  signe  intégral,  on  a  deux  sortes  de 

1  I  ,     d-  f     do  .  , ,  .    .     ,  j 

termes:  les  uns.  tels  que  à — ^^  — '->  contiennent  une  dérivée  du  second 
^         •  dy  àx    dz' 

ordre,  mais  ces  termes,  on  le  voit   aisément,  se  détruisent  deux  à  deux. 

Quant  aux  termes  qui  ne  renferment  que  des  dérivées  du  premier  ordre, 

leur  somme  est 

o<\i     D( /,  9)         o'i    D(/,  0)         cJil     D(/,  o)    _    D(/,  e,  ■!/) 


dx'  D(y',z'i    '    ày'   D(z',x')    '    àz'  Dix', y')        X){x',  y',  z') 
On  a  donc  aussi 

^  =      /     /     /      -FT^, — ,  ,    dx' dy  dz'V 

\  .1  J     '  r    Dix',  y  .  z  )  ■' 
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el  enfin,  en  appliquant  le  tliéoième  de  la  moyenne, 


(9)  V=V 


1->|  ;. 


'Çi''liÇ)  étant  les  coordonnée*  d'un  point  du  domaine  (E'). 

Cette  formule  (9)  est  entièrement  analogue  à  la  formule  (17)  du  Cha- 
pitre VI,  el  l'on  en  tire  la  même  série  de  conséquences  (').  En  particu- 
lier, on  en  déduit  immédiatement  la  formule  générale  du  changement  de 
variables  dans  les  intégrales  triples;  il  suffit  de  reprendre  sans  modifica- 
tion la  méthode  du  n"  12.^.  Si  F(.r,  jk,  z)  est  une  fonction  intégrable  dans 
le  domaine  (E),  on  a 

(10)  f  f  I     Fi.r,j',  z)dxdydz 

p'./.?.»'l  ,..^.., .... 


iff. 


F  (.A  ?• 


IM. 


1-46.  Changements  de  variables.  Deuxième  méthode.  —  La 
formule  (10)  peut  encore  se  démontrer  de  la  façon  suivante. 
Remarquons  d'ahord  que,  si  celte  formule  a  été  établie  pour  deux 
ou  plusieurs  changements  de  variables  particuliers,  elle  est  vraie 
aussi  pour  le  changement  de  variables  obtenu  en  les  eflecluanl 
successivement,  d'après  les  propriétés  connues  du  déterminant 
fonctionnel  (n"  00).  Si  elle  s'applique  à  plusieurs  régions  de  l'es- 
pace, elle  s'applique  aussi  à  la  région  obtenue  en  les  ajoutant. 
Cela  posé,  nous  démontrerons,  comme  dans  le  cas  d'une  intégrale 
double,  que  la  formule  s'applique  à  toute  transformation  où  Ion 
ne  change  qu'une  des  variables  indépendantes,  par  exemple  à  une 


(')  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  la  proposition  suivante, 
qui  donne  la  signification  géométrique  du  signe  du  jacobien  : 

Soient  ni  et  m'  deux  points  correspondants  des  deux  surfaces  S  et  S', 
mn  et  m  n'  les  directions  des  normales  extérieures  aux  domaines  (E),  (E)  ; 
soient  de  plus  c  une  petite  courbe  fermée  tracée  sur  S  autour  du  point  m, 
et  c'  ta  courbe  correspondante  sur  S'. 

Imaginons  deux  observateurs,  l'un  couché  sur  mn,  les  pieds  en  m  et  la  tèle  en  n. 
l'autre  couché  sur  m' n',  les  pieds  en  m'  et  la  tète  en  n'.  Lorsqu'un  point  mobile 
décrit  le  contour  c  de  façon  que  le  premier  observateur  voie  ce  mobile  marcher 
de  sa  droite  vers  sa  gauche,  le  second  observateur  voit  le  mobile  correspondant 
qui  décrit  c'  marcher  de  sa  droite  vers  sa  gauche,  ou  de  sa  gauche  vers  sa  droite. 
Le  jacobien  est  positif  dans  le  premier  cas,  négatif  dans  le  second  cas.  On  sup- 
pose que  les  deux  systèmes  d'axes  ont  la  même  disposition. 
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iiansformalion  de  la  forme 

(il)  x  =  .r',  )'=_)■'.         z  = 'h(x'.  jy'.  z'). 

Nous  supposerons  (|ue  les  deux  points  M  {■r,y,  z)  et  M'  [x\  y\  ;') 
sont  rapportés  au  même  système  daxes  et  qu'une  parallèle  à  O; 
ne  rencontre  qu'en  deux  points  la  surface  qui  limite  la  région  (E). 
Les  formules  (i  i)  font  correspondre  à  cette  surface  une  autre  sur- 
face limitant  la  région  (E'),  et  le  cylindre  circonscrit  à  ces  deux 
surfaces,  avant  ses  génératrices  parallèles  à  Ox;,  est  coupé  par  le 
plan  z  ^  o  suivant  une  courbe  fermée  C.  Tout  point  m  de  la  ré- 
i;ion  A.  intérieure  au  contour  C,  est  la  projection  de  deux  points 
nii  et  m-i  de  la  première  surlace,  de  coordonnées  r,  et  ;2-  et  de 


deux  points  m\,  /«.',  de  la  seconde  surface  de  coordonnées  c-, ,  z'„. 
Nous  choisissons  les  notations  de  façon  que  Ton  ait  Zf  <  z^  et 
s,  <-2-  A.U  point  /?i|,  les  formules  (m)  font  correspondre  le 
point  m\  ou  le  point  m\.  Pour  distinguer  les  deux  cas,  il  suffit  de 
consulter  le  signe  de  tt-  Ï5i  -h  est  positit,  ;  augmente  avec  ;  ;  les 

'^  ôz  Oz  '  '^ 

points  /?),  et  Tn\  se  correspondent,  ainsi  que  les  deux  points  «ij  et 
«î,.  Au  contraire,  si  -p  est  negatii,  z  diminue  quand  z  augmente;. 
Wi  correspond  à  m\  et  m^  à  m\.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

J  '¥{x.y,z)dz=£  '¥\x,y,^{x,y,z')Y^,dz-; 

dans  le  second  cas  on  a,  au  contraire, 

¥(x,y,  z)dz=—  j       l'[x,y,  "ifix,  y,  z')]-jj,dz\ 


i: 
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Dans  les  deux  cas,  nous  pouvons  écrire 

02)  1^  '  F(.r.r.  z)dz=  1^     F[.T,j','l{r,y,z'}]\'^^\dz'. 

Si  nous  prenons  niaintenanl  les  intégrales  doubles  des  deux 
membres  de  celle  égalité  da;is  la  région  A,  l'intégrale  double 

/     /     dx  dy  I      F(.r,  y,  z)  dz 
•'      •   (A)  •^;, 

n'est  autre  chose  que  l'intégrale  triple  /   /  /F  îx,y,  :)  dx  dydz, 

prise  dans  la  portion  (E)  de  l'espace.  De  même  l'intégrale  double 
du  second  membre  de  (la)  est  égale  à  l'intégrale  triple  de 

F[.r'.y',  '\<(x'.  y'.  z')]\'-^\, 
\  ôz   \ 

prise  dans  (E'),  comme  on  le  voit,  en  remplaçant  x  par  x'  el y 
par  y.  On  a  donc,  dans  ce  cas  particulier. 

Il     l*"(a-,  y,  z  )  d.r  dy  dz 
=   1    f  f    F[x',y',i,{x',y,  z)]\'^-f-\dxdy'dz; 

J     J    i/(  E'  I  I  "^    I 

•    •   1       1  '  •  D  (  .r,  r,  ;  )  ,  ,    .     ,   dJ;       ,       „  ,      . 

or  ici  le  déterminant  ^  ,    ,   '  , — r-  se  réduit  a  -i^-   La  formule  (lo) 
D  (x \  y \  z  )  dz  ^      ' 

est  donc  établie  pour  les  changements  de  variables  de  la  forme  (i  i). 

La  formule  générale  (lo)  s'applique  encore  aux  changements  de 

variables  définis  par  les  formules 

(i3)  .r  =./,  ;r',  y.  ;'),         y  =  a{x\  y',  z' },         z  =  z  , 

OÙ  la  variable  z  ne  change  pas.  Nous  supposons  que  ces  formules 
font  correspondre  point  par  point  deux  régions  (E),  (E')  de 
l'espace,  et,  en  particulier,  que  les  sections  R,  R'  faites  dans  (E), 
(E')  par  un  même  plan  parallèle  au  plan  s  =  o  se  correspondent 
point  par  point.  On  a  donc,  d'après  la  formule  du  changement  de 
variables  dans  une  intégrale  double, 

(i4)  f  I     F(x,y,  z)dxdy 

=  f  f  F[f(x'.y.z'),  o(x\y,  .-■),  z']\^'-f:l]\dxdy- 
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les  deux  membres  de  celte  égalité  dépendent  seulement  de  la 
variable  ;  =  ;  .  Si  l'on  intègre  de  nouveau  entre  les  limites  :;i  et 
Sj,  entre  lesquelles  peut  varier  z  dans  la  région  (  E).  l'égalité 
obtenue  peut  s'écrire 

( i5)  l     i     I     V[  T.  y.  z  1  d.r  dr  dz 

=JJjJU^r',y.,,  ,<^,y.  z,  z']\§ll:^^\d.rdydz: 

^                  .    .     D(x,y.z)             D.  .r.  r  I        ,  .  i      /       \ 

Ur.  on  a  ici  ,=, — r-^, — -  =  j-, : — r- ■  de  sorte  que  la  lormule  (lo) 

s'ajjplique  encore  aux  changements  de  variables  de  la  forme  (i3). 
Aous    allons    montrer    maintenant    que    tout    changement    de 
variables 

(lO)     .ï-=/(a-i,_>-i,  ;,  I.         y  =  ~iXx.,yi,  Zi).         z  = 'li  x^,  y^.  zo 

peut  s'obtenir  par  une  combinaison  des  précédents.  Posons,  en 
eflet,  x' =^  Xi,  y'=zy^^  ;  :=  ;  ;  la  dernière  équation  (i6)  peut 
s'écrire  :;'  =  -1  [x',y',  ;,)  et  l'on  en  tire  r,  ^  -  (  x',  ^■' ,  z').  Les 
formules  (  iti  i  peuvent  alors  être  remplacées  2Jar  le  système  des  six 
équations 

(';)  3:  =j'[y,y.T.{x\  y,z' )].      r  =  'f[.r',  y, -ix', y,^')].      z  =  z\ 

(18)  .r'=.r.,.         y=y\.         -'=  ■it-'-i,:»'!, -i); 

l;i  formule  générale  (_io  1  s'applique,  on  vient  de  le  voir,  aux  tians- 
formations  définies  par  les  formules  (17)  et  (,iS),  el  |)ar  consé- 
quent aussi  au  changement  de  variables  (16). 

On  pourrait  encore,  comme  le  lecteur  le  prouvera  aisément, 
remplacer  la  transformation  générale  (16)  par  une  suite  de  trois 
transformations  telles  que  {\\). 

147.  Élément  de  volume.  —  Ecrivons  les  formules  ((j)  qui 
définissent  le  changement  de  variables,  en  remplaçant  x' .  y',  z' 
par  M,  i-,  «■. 

(19)  x=/iu.  i.  Il'),         y  =  (Si  il,  1%  ir  ),  w  =  i(«.  i>,  11'). 

En  modifiant  un  peu  I  interprétation  adoptée  jusqu'ici,  regar- 
dons maintenant  u,  v,  ir  comme  un  système  de  coordonnées  cur- 
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vilignes.  Le.s  surfaces  («),  par  exemple,  sont  les  surfaces  décrites 
par  le  point  {^',y,  :)  lorsque  c  et  iv  varient  arbitrairement,  a  con- 
servant une  valeur  constante,  et  les  surfaces  (r)  et  (h')  se  défi- 
nissent de  la  même  façon.  Si  par  chaque  point  d'une  région  (E) 
de  l'espace  il  passe  une  surface  et  une  seule  de  chacune  de  ces 
familles,  elles  décomposent  cette  région  en  hexaèdres  à  laces 
courbes,  analogues  aux  parallélépipèdes  formés  par  les  plans 
parallèles  aux  trois  plans  coordonnés. 

Le  volume  du  petit  solide  compris  entre  les  siiifaces  ('/),  (v),  («'), 
(a  -i-  du),  [v-r-(h'),  (iv  -\-  div),  où  du,  di^,  dtv  sont  positifs,  a 
pour  expression,  d'après  la  formule  (9), 


7 — ■ — ■ — —  M-  ^      ""  "''  "'^', 


e  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  (/(/,  cA",  t/n".  On 
peut  négliger,  comme  on  l'a  déjà  expliqué  plusieurs  Ibis  (11°^  75, 
12o),  le  terme  s  du  dv  dir,  et  le  produit 

(■20)  jy=\^liAl:Al\d„,i,,u^ 

I  b(  H,  i-,  ir  I  I 

sappelle  l'élément  de  volume  dans  le  système  de  coordonnées 
curvilignes  (m,  ^',  (v). 

Soit  ds^  le  carré  de  l'élément  linéaire  dans  le  même  svstème  de 
coordonnées;  on  déduit  des  formules  (u)) 

/         ''/  ^     .    "■/'  /         "/  ,  I         '''^  ., 

d.T  =  -^  du  H dv  -^. —  lUv .         a  Y  =  -^  du  h-.  .  . , 

<)ll  OV  (liV  -^  Ou 

et,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

(21)  rfs2  =--  H 1  rf«2  -i-  U.,  rfi'2  ^)-  II3  ,Av2  -i-  i  F,  dv  dw 

+  1  F2  du  div  -+-  1  \'i  du  dv, 
en  posant 

,„,      „,  =  s(:;j/,      „.=s(|:)',      H.  =  s(iï)=, 

_d^fte  p—cf^'^  F— S—  — • 

ÔV    OiV  '  i)u  iJw  Ou   ùv  ' 

le  signe  S  indique  toujours  ([u'oii  doit  remplacer  a:  par  y,  puis 
par  ;,  et  faire  la  somme.  La  formule  qui  donne  d\  se  déduit  très 
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aisémeni    de   la   formule  ijui  donne  ds- ;  on  trouve,  en  efTet,  en 
laisant  le  carré  du  délerminant  par  la  règle  lialiitiielle. 


,ir 

ii: 

- 

()ii 

(lu 

H, 

F:; 

F. 

".y 

iiz 

^ 

F3 

H, 

1' 

<lv 

(h' 

F» 

F, 

H 

''.y 

iJZ 

cl  rélénicnl  de  \olunie  esl  égal  à  ^  M  (/(/  dv  dw. 

Considérons  en  particulier  le  cas  très  important  où  les  surfaces 
coordonnées  («),  (c),  (ce)  forment  un  système  triple  orthogonal, 
c'est-à-dire  où  les  trois  surfaces  qui  |)assent  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace  s'y  coupent  deux  à  deux  à  angle  droit.  Les 
tangentes  aux  courbes  d'intersection  des  trois  surfaces  prises 
deux  à  deux  forment  alors  un  tiièdre  trirectangle  ;  il  faut  donc 
que  l'on  ait  F,  =  Fo  =  F3  =  o,  et  ces  conditions  sont  suffisantes. 
Les   formules  ([ui    donnent   ds-  et  d\    prennent  alors    la   forme 


(23)       fAî=   H,f/H^-r-H->fA' 


H,  .A, 


d\  =  v/TÎTÏÏTÏÏI  du  dv  rfir. 


On  peut  retrouver  hicilement  ces  formules  par  quelques  consi- 
dérations de  géométrie  infinitésimale.  Supposons  du,  di\  dw  très 
pelits,  et  assimilons  le  solide  élémentaire  défini  tout  à  l'heure  à 
un  petit  parallélépipède  rectangle  à  faces  planes.  Les  arêtes  de  ce 
parallélépi|)ède  sont  respectivement  ^/H,  du,  \jWx  di',  ^/Hs  dw,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur.  Nous  aurons 
les  formules  (23)  en  prenant  pour  élément  linéaire  et  pour  élé- 
ment de  volume  la  diaeronale  et   le  volume  de  ce  solide   élémen- 


taire. L'aire  iFune  des  laces  y/H,  Ho  du  </r  représente  de  même 
l'élément  d'aire  de  la  surface  (w). 

Prenons  pour  exemple  les  coordonnées  polaires  dans  l'espace 

(ail  ,r  =  p  >in9  cosç,        _>' =  0  sinO  sino,         -;  =  pcosO; 

0  représente  la  dislance  du  point  M  {^ty,  -)  à  loriginc,  6  l'angle 
que  fait  OM  avec  0:-,  et  a  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  trace  du 
demi-plan  MO;:  sur  le  plan  ^  =  o.  Pour  obtenir  tous  les  points 
de  l'espace,  il  suffit  de  faire  varier  p  de  o  à  H-  30,  9  de  o  à  t,  et  tp 
G.,  I.  24 
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de  o  à  2-.  Des  formules  (  ^4)  on  déduit,  en  faisant  le  calcul, 

et  par  suite 

On  retrouve  aisément  ces  formules  sans  aucun  calcul.  Les  trois 
familles  de  surfaces  (p),  (6),  (?)  sont  respectivement  des  sphères 
concentriques  à  l'origine,  des  cônes  de  révolution  autour  de  O; 

Fia.  3o. 


ayant  l'origine  pour  sommet  et  des  plans  passant  par  O;.  Ces  sur- 
faces forment  bien  un  système  triple  orthogonal,  et  les  dimen- 
sions du  solide  élémenlaire  sont,  comme  on  le  voit  immedia- 
lemenl  sur  la  figure,  r/o,  prf'i,  psinô./-.;  ce  qui  conduit  aux 
formules  (23)  et  (26). 

Pour  calculer  au  moyen  des  variables  p,  0,  -^  une  intégrale  triple 
étendue  à  la  région  limitée  par  une  surface  fermée  S  qui  n  est 
rencontrée  qu'en  un  point  par  une  demi-droite  issue  de  l'origine, 
et  qui  renferme  l'origine  à  l'intérieur,  on  devra  faire  varier  p  de  o 
à  R,  si  R=/('j,c2)  est  l'équation  de  la  surface,  puis  0  de  o  a  7: 
Cl  Jde  o  à  2  -.  Par  exemple,  le  volume  limité  par  cette  surface  est 
égal  à  l'intégrale  triple 


V=   f"\l-^f"M  f     o-^sin 


Orfo: 


la  première  intégration  s'eilectue  immédiatement  et  il  reste 


"  RSsinO 


r-'-rf'^ 


cl». 
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On  emploie  aussi  qiichiiiefois  les  eoor.lonuées  scini-|.oi;ui-es  /■, 
M,  z,  où  X  =z  r  cos  (0,  y  =  /•  sin  m.  Dans  ee  eas,  on  m 

et 

</\-  =  /■  di.>  dr  ,h. 
lis.  Coordonnées  elliptiques.  -  Les  surfaces  repré^entres  par  l'cqualion 

of.  ),  est  un  paramètre  variable  et  «  >  6  >  c  >  o,  formeiU  une  famille  de 
quadnques  homofocales.  Par  cliaque  point  <le  l'espace,  il  passe  trois  sur- 
faces de  celte  famille,  un  ellipsoï,lo,  un  l.yperbolo.de  à  deux  nappes  et  un 
hyperboloïde  à  une  nappe,  car  léqualion  (•.-.7)  a  toujours  une  racine  ),, 
comprise  entre  b  et  c,  une  racine  X,  comprise  entre  a  et  ù,  et  une  racine  >  3 
supérieure  à  «  ;  ces  trois  racines  A,,  }.,,  l,  sont  appelées  coordo/inées 
elliptiques  du  point  de  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z.  Deux  surfaces 
quelconques  de  la  famille  sont  orthogonales,  car  si  Ion  remplace  X  par  X,. 
puis  par  X3,  dans  l'équation  (27).  et  qu'on  les  retranche  membre  ù  membre! 
il  vient,  en  divisant  par  X,  —  Xo, 


(X,-a)(X.,-(0    '    (l,~b)iM-ln  ^  (X,-e)(X.,-c)  ="• 
relation  qui  démontre  l'orlhogonalilé  des  deux  surfaces  (X,)  et  (X.,) 

Pour  avoir  facilement  x,y,  z  en  fonction  de  X,,  X,,  X3.  remarquons  que 
I  on  doit  avoir  identiquement 

—  zH\-a){\-by=0.~l^)CK-  X.) (À  —  X3); 
en  faisant  successivement  X  =  „,  X=^,  X  =  c  dans  cette  identité,  on  en  tire 
,_  (  ^-.1  —  <?  )  (  ff  —  X I  )  (  a  -^  /.,  ) 
(a  —  b)(a  —  c)  ' 

(29)  ''  y.  ^  0  3—b)0'2-b)(b  —  l,)^ 

[a  —  b)i  b  —  c  ) 
_  (X.,—  c)(X-,  — c)(Xi  — c) 
ya  —  c  )  {b  —  c  ) 

On  déduit  de  là,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 
■->.  \  A I  —  a        )..,  —  «        X3  —  «  /  ' 
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en  faisant  la  somme  de";  canes,  les  termes  en  dXi  dli,  dl,  dl,,  dXi  dX^ 
doivent  disparaître  d'après  la  relation  (28)  et  les  relations  analogues.  Le 
coefficient  de  dl\  est 


[(Al  — «)-"*"  ("Al— ^)-     '    (Ài  — c)-J 


ou,  en  remplaçant  .r-..}-,  -"  par  leurs  valeurs  et  réduisant, 

l  ().3->>l)(>2->'l) 

'  '^  4  (À, -«)(>-, -^)()>i-c)' 
cl  les  coei'ficienls  M2  et  M3  de  rfX|  et  de  ûTXj   s'en  déduiront  par  permuta- 
lion  circulaire.  L'élément  de  volume  est  alors  y/M,  M 2  M 3  di^id^^dl^. 

1 19.  Intégrales  de  Dirichlet.  —   Soil  à  calculer  l'intégrale  triple 

I    I    I  ^''J''^''  (\  —  i--~y  —  ^Ydx  dy  dz, 

prise  à  l'intérieur  du  tétraèdre  fiirnié  par  les  quatre  plans  x  =  o,  y  =  o, 
z  =  o,  X  ■+■  y  -+--=!.  Posons 

.r-+-j' -H  -  =  f,         y-^-z  —  lri,  z  =  l-r^l, 

?,  Y,,  Ç  étant  trois  nouvelles  variables;  ces  formules  peuvent  encore  s'écrire 

y^^  r _      " 

et  l'on  a  inversement  x  =  ?(i--t,),  JK=  ?')("-  l)<  -  =  b,^-  Lorsque  x,y, 
z  sont  positifs  et  que  la  somme  x  -^ y  -)-  z  est  inférieure  à  un,  S,  t],  Ç  sont 
compris  entre  zéro  et  un.  Inversement,  lorsque  ^,  v),  Ç  sont  compris  entre 
zéro  et  un,  on  a  T>  o,  jK>o,  ;:>o,  x -\- y -^  z  <  i.  Le  tétraèdre  précé- 
dent est  donc  remplacé  par  un  cube. 

Pour  calculer  le  déterminant  fonctionnel,  posons  X  =  ;,  ^  =  :f,,  Z  =  ^r^t. 
ce  qui  donne  :r  =  X  —  Y,  y  =  Y  —  Z,  ;  =  Z;  on  a 

D(^,^,^)  _   ï)(x.y,z)    D(X,  Y,  Z)  ^      ^ 
D(Ç,  -ri,  Ç)  ~  D(X,  Y,  Z)*  D(?,  7),  Ç)  " 

et  l'intégrale  triple  devient,  par  ce  changement  de  variables, 

„  1         ,.1  ,.  1 

•  0  *-  fl  "-0 

La   fonction  sous  le  signe   /    est  le  produit  d'une  fonction  de  ^  par  une 

fonction  de  t)  et  une  fonction  de  l.   L'intégrale  triple  est  donc  le  produit 

1  ^1  /.' 

Ç    lp+g+r+i(i—if  di>c.    l     ■ri'l+r+i{\  —  r,)i' dTi^x    l     l'-(l  —  tjldt, 
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OU,  en  introiluisanl  les  fonctions  T  [voir  formules  (3>)  et  (m;,  n"  llio], 

Vi  p^<y  —  r  —  3)r(s^l)  ^  V(q  -^  r  ^■i)Y(  p -^  i)         rCr— i  i  r(y--i)_ 
!"( /)^7  — /•-f-s-i-4)      '^       r(/j^7 -^/--H  J)      "      Yi(j  —  r—i) 

en  supprimant  les  facteurs  communs,  il  reste,  pour  valeur  de  l'intégrale 
ti iple, 

r  I  /'  ^  1 1  r  (  (7  —  1 1  r  (  /•  —  n  r  i  .v  ^- 1  ) 

["M.  Intégrales  multiples.  —  Les  expressions  purement  analytiques  que 
I  on  a  obtenues  pour  une  intégrale  double  et  une  intégrale  triple  per- 
mettent d'étendre  la  définition  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes.  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  sommairement 
la  marche  à  suivre. 

Soient  2?|,  T,,  ....  x„  un  système  de  n  variables  indépendantes.  Nous 
dirons,  pour  abréger,  qu'un  système  de  valeurs  x\,  arS,  . . . ,  xj  attribuées 
à  ces  variables  représente  un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions.  Toute 
relation  F  (.Tj,  .t»,  . . .,  x,i)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  une  fonction 
continue,  représentera  de  même  une  surface;  si  F  est  du  premier  degré, 
nous  continuerons  à  dire  que  cette  équation  représente  un  plan.  Considé- 
rons l'ensemble  des  points  dont  les  coordonnées  vérifient  certaines  rela- 
tions d'inégalité,  telles  que 

(îoi  'yjf.ri.  .j-.,.  . . ..  x,i)^o        (i'=i,  ■>,  ....  k): 

nous  dirons  que  cet  ensemble  de  points  forme  un  domaine  D  dans  l'espace 
à  n  dimensions.  Si,  pour  tous  les  points  de  ce  domaine,  la  valeur  absolue 
de  l'une  quelconque  des  coordonnées  Xi  reste  inférieure  à  un  nombre  fixe, 
on  dira  que  D  est  tout  entier  à  distance  finie.  Si  les  inégalités  qui  définis- 
sent D  ont  la  forme  suivante  ; 

i3i)  .T^S-Tila"!,         xl'^Xi'l^x),,  ....         .r%'^x„-xl, 

nous  appellerons  ce  domaine  un  prismatoïde,  et  nous  dirons  que  les  « 
nombres  positifs  x]  —  x°  sont  les  dimensions  de  ce  prismalo'ide.  Enfin 
nous  dirons  qu'un  point  du  domaine  D  appartient  à  la  frontière  de  ce 
domaine,  si  l'une  au  moins  des  fonctions  'i,  des  formules  (3o)  est  nulle 
pour  les  coordonnées  de  ce  point. 

Gela  posé,  soient  D  un  domaine  fini  et  f  {xi,  x»,  . . .,  Xn)  une  fonction 
continue  dans  ce  domaine.  Imaginons  D  décomposé  en  domaines  plus 
petits  au  moyen  de  plans  parallèles  aux  plans  a:,  =  o  (t=  1,  2,  ...,  n). 
Prenons  l'un  quelconque  de  ceux  des  prismatoïdes  déterminés  par  ces 
plans,  qui  sont  tout  entiers  intérieurs  à  D;  soient  Aj-,,  \x^,  ...,  Ax„  les 
dimensions  de  ce  prismato'ide,  et  ;i,  J.,  ...,?„  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  appartenant  au  prismato'ide.  La  somme 

1   ii)  S  =  i: /(,;,,  ;.,   ...,  ;„)  Aj-i  A.2;j...Aj-„, 
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étendue  à  tous  les  prisniatoùles  qui  sont  tout  eiuieis  à  l'inléiieur  du 
domaine  D,  tend  vers  une  limite  1  lorsque  le  nombre  de  ces  prismatoïdes 
augmente  indéfiniment,  de  façon  que  toutes  leurs  dimensions  tendent  vers 
zéro  (1).  On  appelle  celte  limite  l'intégrale  n^'°  de  /(a-,,  .rj,  ...,  .r„  ), 
prise  dans  le  <loniaiiie  D. 


/'/■■■/> 


I  X] ,  Xi,  . .  .,  .r„ )  dx,  dx-2  .  .  .  dx,,. 


Le  calcul  d'une  intégrale  n''''  se  ramène  encoïc  au  calcul  de  /i  intégrales 
simples  successives.  Pour  établir  que  la  loi  est  générale,  il  suffît  de 
montrer  que,  si  elle  est  vraie  pour  une  intégrale  ( /t  —  i  i'*''',  elle  s'étend  à 
une  intégrale  «'''''.  Considérons  pour  cela  un  point  quelconque 

(X,,  X.,,    .  .  .  ,  X,i) 

de  D;  si  nous  faisons  abstraction  pour  un  momcnl  de  la  variable  .!■„,  le 
point  (j'|.  X.2.  ...,  .î'n-i)  décrit  un  certain  domaine  D'.  dans  l'espace 
à  (n —  i)  dimensions.  Nous  supposerons  que  le  domaine  D  satisfait  à  la 
condition  suivante  :  à  tout  point  (.ri,  a^j,  ....  a-„_i  )  intérieur  à  D'  cor- 
respondent seulement  deux  points  sur  la  frontière  de  D,  de  coordon- 
nées (arj,  x^,  ...,  x,i-i;  x'if)  et  (x,^  x^.  ....  a7„_i  ;  .tJ,-'),  les  coordon- 
nées .rjj"  et  x'iP  étant  des  fonctions  continues  des  {n  —  i)  variables  .rj, 
X.2,  ....  Xn-i  à  l'Intérieur  de  D'.  Si  cette  condition  n'était  pas  satisfaite, 
ou  partagerait  D  en  domaines  assez  petits  pour  vérifier  séparément  cette 
condition.  Cela  posé,  considérons  la  file  de  |irismatoïdes  du  domaine  D, 
qui  correspondent  à  un  même  point  (x,,  x-y,  ....  .7«-i);  ou  démontre  faci- 
lement qu'en  choisissant  convenablement  les  points  (^i,  ?«,  ...,  S„),  ces 
prismatoïdes  donnent  dans  S  une  somme  égale  à 


/"v. 


x„  )  dx„  -^  E 


|e|    pouvant    être   rendu    moindre   que    tout    nombre    positif    pourvu    que 
toutes  les  quantités  \Xi  soient  assez  petites.  Si  nous  posons 


{33) 


<J>ia-i,  Xi, 


«-l)  =    /         /(•ï'i.  ^2,  ....  ^n 


}dXn, 


nous  voyons  que  I  est  égal  à  la  limite  de  la  somme 

S* (.ri,  .r»,  .  -  .,  ar„_i  )  A.r,  Aav) .  .  .  A,r„_ 


(')  Pour  H  =  2  ou  «  =  3,  la  limite  de  S  est  bien  égale  à  l'intégrale  double  ou 
à  l'intégrale  triple,  car  la  somme  des  aires  ou  des  volumes  des  domaines  négligés 
tend  vers  zéro. 


I.    —    CHANGEMENTS    Dr;    VAniAIll.ES.  Syi 

c'est-à-(liic  i'i  l'inlégialc  (  n  —  i  }'''"' 

(  3_i)  1  =  fff-  ■  ■  f'iXx,,  u-,, r„_,  )  (/.r,  .  .  .  ./.r„__, 

clans  le  domaine  D'.  La  loi  élanl  ?ii|i|iu-co  viaio  [luiir  uin'  intriiraie  i  />  —  i,)'''"', 
elle  est  donc  générale. 

On    pourrait    encoie    opéifir    autieiiienl.     Considérons    l'ensemble    des 

points   (.?i,   x-i '■„  )    pour  lesquels   la   coordonnée   Xn   a    une   valeur 

donnée;  le  point  (.rj,,ro '",i-i)  décrit  dans  l'espace  à  (n  —  i)  dimen- 
sions un  domaine  6.  et  l'on  voit  sans  peine  que  l'intégrale  n^^'  I  est  aussi 
égale  à  l'expression 

(35)  I  =  f     U{x„)dx,„ 

0(a-„)  étant  l'intégrale  {n  —  i)'''"  I   j   1  •  '  '    1  .'  '/'i  •  ■  •  </r„  .[  étendue  au 

domaine  5,  et  Xi,  XJ  les  bornes  inférieure  et  supérieure  de  x^  dans  le 
domaine  D.  Quelle  que  soit  la  façon  dont  on  opère,  les  limites  pour  les 
diverses  intégrations  que  l'on  a  à  effectuer  dépendent  de  la  nature  du 
domaine  D  et  varient  en  général  avec  l'ordre  des  intégrations.  Il  y  a 
exception   si  D  est  un  prismatoïde  défini  par  les  conditions 

xlSxi^Xi,  ...,         .rj  i' Xjî  X,-,  .... 

L'intégrale  multiple  a.  dans  ce  cas.  pour  expression 

1=   f    \h;  /"    ''/.r,...    f"/c/x,„ 

et  l'on  peut  intervertij-  d'une  façon  quelconque  l'ordre  des  intégrations, 
sans  changer  les  limites  correspondant  à  chaque  variable. 

La  formule  du  changement  de  variables  s'étend  aussi  aux  intégrales  n^'". 
Soient 

(36)  Xi=  9,(.?^',,  x'.-,,  .  .  .,  x'„)         (i  =  1,  :> n) 

des  formules  île  transformation,  faisant  corres|)ondi  c  point  par  point  à  un 
domaine  D',  décrit  par  le  point  (.r', ,  x'.-,,  .  .  .,  x'„).  un  domaine  D  décrit  par 
le  point  (xi.  x,.  ....  .r„  ).  On  a 

1.3:)      f  f  ■  ■  f  P'^''"  ■'''-'  •  ■  •'  •^«) '^■''1  •  •  •  ^■''" 

-/;/'■"./;/<' ^■'\m:rffa},h  ■■■'"'- 

La  démonstration  est  toute  semblable  aux  précédentes.  Je  me  boinerai  à 
indiquer,  dans  ses  grandes  lignes,  la  marche  à  suivre  : 

1"  Si  la  formule  Ciy)  est  vraie  pour  deux  transformation^,  elle  est  vraie 
pour  celle  que  l'on  obtient  en  les  effectuant  successivement; 
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2°  Toiil  changement  de  variables  s'obtient  par  la  combinaison  de  deii\ 
cliangemenls  tels  que  les  suivants  : 

(38)     sc,  =  x\,     x.,  =  .t'„,      ....     :r„_,  =  j-„_.,,     .r„  =  œ„(.r', ,  .r ',,...,  .r'„), 
(Sg)     j-,  =  i];,(.r', ,  .  ..,.r-;,  ) 3"„_,  =  ij/„_,  (.r ',,...,  3-;,  ),       x„  =  a:'„. 

3"  La  formule  (37)  s'applique  au  changement  de  variables  de  la 
forme  (3S),  comme  il  résulte  de  la  forme  (3/i)  sous  laquelle  on  peut 
mettre  une  intégrale  n'"''' .  Elle  s'applique  aussi  au  changement  de 
variables  (39),  d'après  la  seconde  forme  (3j)  de  l'intégrale  multiple, 
si  l'on  admet  que  la  formule  est  établie  pour  les  intégrales  multiples 
(l'ordre  «  —  i.  On  démontrera  donc  de  proche  en  proche  que  la  formule 
est  générale. 

Supposons,  pour  dnnnei'  un  exemple,  que  l'on  veuille  calculer  l'intégrale 
définie 


:=   /     /   •  •  •    /  ■''"*' ■''?■•  •  •■'"«'M  '  —  -^1  —  '^2  —  •  •  •  —  a"« )?  d.Ti  d.r-, .  .  .  d.r„. 


où  ai,  a.2,  ...,  3.,,,  p  sont  des  nombres  positifs,  dans  le  domaine   D  défini 
par  les  inégalités 

o-j-],         o^x-x,  ...,         0--X1,,         j"  1 -+- a".! -I- . .  . -H  ,r  „  il  I . 

Le  changement  de  variables  donné  par  les  formules 

.r|  +  a?2  +  .  .  .-f-.r„  =  çi,         .^2  + . .  .  + .r„  =  Ç,  £2,         ...,        :?•„  =  $,  ^o  ...  ;„ 

remplace  0  par  un  domaine  D'  défini  pai-  les  inégalités 

0-;i-l,  o    ;  ;.>      1  .  ...,  O -;«-!, 

et  l'on  a  de  plus,  comme  le  prouve  un  calcul  facile  (n"  IW), 

D(Xi,  J-o .r„  )  f,i-trii--2  >■ 

La  fonction  à  intégrer  piend  la  forme 

^a,+...+a„+„-i£a,+...+a„-„~2_  _  _  ^J»,  ,  _  t,  )fl  ( ,  —  i,  )ï,.  .  .  d  _  ?„)«-.-., 

et  l'intégrale  cherchée  s'exprime  encore  au  moyen  de  la  fonction  F 

I  (  5t|  H-  a,  -1- .  . .  +  a„ -H  p -h  n  -h  I) 

II.  —  INTÉGRATION  DES  DIFKÉUKNTIELLES  TOT.\LES. 

loi.   Méthode  générale.  —  Soient  V{x,y),  (^(j?,  y)  deux  l'onc- 
lions  des  deux  variables  iiidépendanles  ./■  et  -)■;  l'expression 

V  dr^Ody 
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n'esl  pas.  en  général,  la  différenlielle  lolale  d'nne  fonclion  des 
deux  varialjles  x.  y.  En  elTel,  l'équation 

(  4  1 1  (il)  =  P  rf.r  —  Q  dv 

est,  comme  l'on  sait,  équivalente  à  deux  équations  distinctes 

(42)  ^=P<a:y),  "!!!.  ^  q(j,^  y  y. 

dilïérentions  la  première  par  rapport  à  j)',  la  seconde  par  rapport 
à  ,/  :  nous  vojODS  que  u(x.  y)  doit  satisfaire  aux  deux  relations 

ô'-u         OPix.yi  rflu     _dQ(x,j') 

Ox  ôy  dy  dy  àx  dx 

Pour  qu'il  existe  une  fonction  mx.y)  répondant  à  la  question, 
il  faut  donc  (|ue  1  on  ait  identiquement 

'  c)y         d.r 

Celte  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante.  En  efl'el,  il  existe 
une  infinité  de  fonctions  u(x,y)  dont  la  dérivée  partielle  par  rap- 
port à  X  est  égale  à  P(x.  y);  toutes  ces  fonctions  sont  conlennos 
dans  la  formule 


"-.r 


P(x,  y)  dx  ~  Y. 


./ 1,  étaiil  une  constante  choisie  à  volonté,  et  Y  une  fonction  arbi- 
traire de  la  variable  v-  Pour  <pie  cette  fonclion  u{x,y)  vérifie 
l'équation  (4')'  '^  ^^^^  ^^  '1  suffit  que  sa  dérivée  partielle  par  rap- 
port il  V  soit  égale  à  Q(j?,  v),  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Mais  on  a,  d'après  la  condition  dinlégrabililé  {j^i), 
/    ^''•'■=X    ^^dx  =  q(x,y)-q(x,,y). 


et  la  relation  précédente  se  réduit  à 
d\ 
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Le  second  membre  ne  dépend  qne  de  y,  il  y  a  donc  une  infinité 
de  fonctions  de  y  qui  salisfonl  à  celle  relalion.  Elles  sonl  com- 
prises dans  la  formule 

Y=  f    (}ix,,y)dy^C, 

Yd  élanl  une  valeur  particulière  de  j',  el  C  une  constante  arbi- 
traire. Il  existe  donc  une  infinité  de  fonctions  ii{x,  y)  satisfaisant 
à  l'équalion  (4');  elles  sont  données  par  la  formule 


(14) 


"■=  f    ^i^,y)dx-^  j     Q(x„y)dj-^C 


et  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  (pic  par  la  valeur  de  la  constante 
additive  C. 

Soit,  par  exemple, 

_  .r  -f-  my  _   y  —  m.v 

x--hy-  '  x--^y-  ' 

la  condition  (43)  est  vérifiée,  et  Fou  a.  en  posant  j"o=  o,  )o  =  '- 

.'(,     -r'-^y-  .,',     y 

En  eifectuant  les  Intégrations  indiquées,  il  vient 

H  =  -  [  \o^(x-^ y-  )Ji'^  ni  I  arc  tang  —  j   -+-  \o^y  +  C, 

ou,  en  réduisant, 

u  =  -  \og{x--T- y-)  -i-  m  arc  tang h  C. 

•2  y 

La  métbodc  pri'cédenle  s'étend  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes.  Nous  développerons  encore  les  calculs 
pour  trois  variables.  Soient  P,  Q,  R  trois  fonctions  de  x,  y,  ;; 
l'équation  aux  différentielles  totales 

(45)  '/(/  =  V  dx  +  Ç^  dy  -f-  R  dz 
est  é(|uivalcnle  à  trois  é{pialions  disliiicles 

(46)  ^  =  P,  ^  =  Q,         ^=R.        . 
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Un    calculant    de    deux    façons    diflereriles    les    dérivées    > 

(ft  II  d-  Il  I     .  .  ...  1  I  ,  , 

)    -)   on    obtient    liois  condilions  pour  nue   le   prohicine 

dr  riz      <>y  Oz  i  i  i 

soit  possible  : 

àP  _  àO  f)\'  _  >m  >tQ  _  dh 

'*''  dy  ~  dr'  dz    ~  Thr'  Uz   "  dy  ' 

Siip|)Osons-les  satisfaites.  D'après  la  première,  il  existe  une 
inlinité  de  fonctions  u(x,y,z)  dont  les  dérivées  partielles  par 
rapport  à  x  et  v  sont  respeclivemcnt  P  et  Q;  elles  sont  comprises 
dans  la  lormiile 

Il  =  j      V(x,  y,  z)dx  ^  I     Q(  .n,  y,  z)dy  -^  Z, 

Z  dési"nanl  une  fonction   arljitraire  de  ;.   Pour  fine  In  dérivée   — 
soit  égale  à  R,  il  faut,  de  jiUis,  (pic  Ton  ail 

f'^,,^r^iiiii,jiii,y^f^^, 

.  ',,     dz  ,  1^  iiz  -^        dz 

conilition  (pii  se  réduit,  en  tenant  coni|ite  des  relations  {47)i  à 
\\<,x,y.  z)-  Rf.r„,7,  ^)-R(r,„r,;)— Ri. ?■„,.>'„,;  )t-  ^  =  R(.r.  ^',  ^), 


On  en  conclut  quil  existe  une  inlinité  de  fonctions  u\^x,y^  z) 
satisfaisant  ii  l'équation  (4^);  elles  sont  représentées  par  la  for- 
mule 


48)     rt=   /     P(T,y,z)dx^  I      Q{x„,y,z)dy^  j     l\{x„,y„, 


.)dz-i-C, 


Xd,  j'o,  .:o  étant  trois  valeurs  numériques  choisies  à  volonté,  et  C 
une  constante  arbitraire. 

lo^.    Étude  de  l'intégrale    /  Pdx-j-Qdy.   —   La   question 

précédente  |ieut  être  traitée  à  un  autre  point  de  vue  qui  permet 
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une  élude  plus  approfondie  et  conduit  à  des  résultats  nouveaux. 
Soient  P(x,y)  et  Q,{x,y)  deux  fonctions  continues,  et  admet- 
tant des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  continues,  dans 
une  région  A  limitée  par  un  seul  contour  fermé  G;  il  peut 
d'ailleurs  arriver  que  cette  région  A  embrasse  tout  le  plan,  ce  qui 
revient  à  supposer  le  contour  C  rejeté  à  riiidni.  L'intégrale  cur- 
viligne 

/  P  ^,r  +  Q  dy, 

prise  le  long  duii  chemin  L  situé  tout  entier  dans  A,  dépend  en 
général  du  chemin  d'intégration;  nous  allons  d'abord  cherchera 
quelles  conditions  cette  intégrale  ne  dépend  que  des  coordon- 
nées (.ro,  >o),  {-i'ii Xi)  des  extrémités  de  cette  ligne.  Soient  M  et  N 
deux  points  quelconques  de  la  région  A,  et  L,  L'  deux  chemins 
joignant  ces  deux  points,  sans  se  croiser  entre  les  extrémités;  ils 
forment,  par  leur  réunion,  un  contour  fermé.  Pour  que  les  inté- 
grales curvilignes  prises  le  long  de  L  et  de  L'  soient  égales,  il 
faut  évidemment  et  il  suffit  que  l'intégrale  prise  le  long  du 
contour  fermé  que  forment  ces  deux  lignes,  en  marchant  tou- 
jours dans  le  même  sens,  soit  nulle.  La  question  proposée  est 
donc  équivalente  à  celle-ci  :  Que  faut-il  pour  que  l'intégrale 
curviligne 

j  P  dx  +  q  dy, 

prise  le  long  d' un  contour  feiiné  quelconque  situé  dans  A,  soit 
nulle? 

La  réponse  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  de  Green, 

(49)  l    P  d.r  +  Q  dy  =ff  (g  -  '^)  d.r  dy 

OÙ  c  est  un  contour  fermé  quelconque  situé  dans  i\,  et  où  l'inté- 
grale double  est  étendue  à  l'intérieur  de  C.  Il  est  clair  que  si  les 
dérivées  des  fonctions  P  et  Q  satisfont  à  la  relation  (43)  l'inté- 
grale  curviligne    du    premier    membre   est   toujours   nulle.   Cette 

j-  •                  ,            .        r-       ^         .  OP        dO      ,  •  .        ■ 

condition  est  nécessaire.  L,n  etiet,  si ^  n  est  pas  identique- 

ây  (tx  ^  ' 

ment  nul  dans  la  région  A,  comme  c'est  une  fonction  continue, 
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on  |)oiirra  loujouis  trouver  iiik"  rt'giou  a  assez  pelile  pour  (|iie  le 
signe  soil  conslanl  dans  (/ :  il  est  clair  que  l'inlégrale  curviligne 
prise  le  long  du  conlour  de  "  ne  pourra  être  nulle,  d'après  la 
i'orinule  (49)- 

Si  la  condilion  (43)  est  véiiliée  idenliquemenl ,  deux  clie- 
niins  L.  L',  avant  les  mêmes  extrémités  M,  N,  cl  ne  se  croisani 
pas  entre  ces  extrémités,  donnent  la  même  valeur  pour  l'intégrale 
curviligne.  Il  en  est  encore  de  même  s'ils  se  coupent  un  nombre 
quelconque  de  fois  entre  M  et  A,  car  il  suHîl  de  les  comparer  à 
un  troisième  chemin  L",  ne  renconlraut  aucun  des  deux  premiers, 
sauf  aux  points  M  et  \. 

Cela  posé,  supposons  que  luni'  des  cxlrémilés  de  la  ligue  d  in- 
tégration soit  un  point  fixe  (xo,  }'o),  la  seconde  extrémité  (x.y) 
étant  un  point  variable  de  A;  l'intégrale 

(  5o )  I'" (.T.  y)  =  I  V  (Ir  -^  Q  dy, 

prise  sui\anl  un  chemin  de  forme  arbitraire,  ne  dépend  que  des 
coordonnées  (x,  y)  de  l'extrémité  variable.  Les  dérivées  partielles 
de  cette  fonction  sont  précisément  V{x,  y)  et  Çl{x,y).  On  a,  par 
exemple, 

Fi.r -^  Ar.  ^j')  =  F(3-.  r) -7-  /  V{x.  y)dx, 

car  on  peut  supposeï'  ([ue  1  on  va  d  abord  du  point  {x„,  y„)  au 
jioint  ix.  y),  puis  du  point  (./ ,  v)  au  point  {x  +  A,f ,  j')  en  restant 
sur  la  parallèle  à  Ox  et,  le  long  de  celte  droite,  on  a  dy^o. 
Appliquons  la  formule  de  la  moveniie:  nous  pouvons  écrire 

F(.7--^  A,r.  1-1  —  F  (.7-.  j- )  ,      ^  IX   ^    -. 


eu  faisant  tendre  ^x  vers  zéro,  il  vient  F_^=  P,  et  l'on  verrait  de 
même  que  l'on  a  F',.^Q.  L'intégrale  curviligne  ¥{x^y)  vérifie 
donc  l'équation  aux  différentielles  totales  (4i)»  ^^  1'°"  obtient 
l'intégrale  générale  de  celte  équation  en  ajoulanl  à  F(x.  r)  une 
constante  arbitraire. 

La  nouvelle   formule   est   plus  générale   que   la   formule   (44)? 
puisque    le    chemin    d'intégration    reste   indéterminé.    Il    est,    du 
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resle,  facile  d'en  décliiire  la  fornuile  (44)-  Pour  éviler  loiUe 
ambiguïté,  désignons  par  {x„,  r^),  (■•'"lO'")  ^^^  coordonnées  des 
deux  exlrémilés,  et  prenons  comme  chemin  d'intégration  les  deux 
droites  x  =  .ro,  .r=J'i-  1-e  long  de  la  première,  on  a  .r  =  t^, 
dx  =  o,  et  )■  varie  de  )o  à  ,)i  ;  'e  long  de  la  seconde,  on  a  y  =  j'i , 
dy  =  o,  x  varie  de  Xo  à  x^.  f.'inlégrale  est  donc  égale  à 

j       Q(3-„.y}dy -h  I       P(.T,  jKilrf.r; 

c'est,  à  une  différence  de  noiation  pris,  la  formule  (44  )• 

Mais  il  peut  être  plus  avantageux  de  prendre  un  autre  clicmiii 
d'intégration.  Supi)osons  qu'en  posant  .r  =  /'(/),  j'  =  ç(/),  et 
faisant  varier  l  de  t(,  à  t,,  le  point  {x.y)  décrive  un  arc  de  courbe 
joignant  le  point  {Xg,ro)  au  point  (.r,,  Vi);  on  a 

f    '    '  Pd.T  +  0(/v=  f    [P(.r,y)/'it}-\-q(a-,y)o'in\c/l, 

et  l'on  n'a  plus  qu'une  (piadialuic  à  effectuer.  Si  l'on  suit, 
par  exeni|iie,  la  ligne  droite,  on  |iosera  x  ^  Xg  +  t{x,  —  x„)^ 
)•  =  j'g-1- ;(  )-i  —  Vo)  ('^  ''ou  fera  varier  ^  de  o  à   i. 

Inversement,  si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  <t(x,  i) 
de  l'équalion  (4  0  5  **"  ^"  déduiia  l'intégrale  curviligne  [lar  la 
formule 


I 


l>  c/x  -+-  Q  dy  =  'b{:c,y)  -  <l'(.r„,  y„), 

(|ui  est  l'analogue  de  la  formule  (8)  du  Chapitre  l\  . 

153.  Périodes.  —  On  peut  étudier  des  cas  plus  étendus.  Obser- 
vons d'abord  que  la  fornuile  de  Green  s'applique  aussi  à  des  aires 
limitées  par  plusieurs  contours.  Considérons,  pour  fixer  les  idées, 
une  aire  A  limitée  par  un  contour  extérieur  C  et  deux  contours  C, 
C",  intérieurs  au  premier  (Jig.  3i),  et  soient  P  et  Q  deux  fonc- 
tions continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  dans 
cette  aire.  (On  doit  regarder  les  portions  du  plan  intérieures  aux 
contours  C,  C"  comme  ne  faisant  pas  partie  de  A;  on  ne  suppose 
rien  sur  les  fonctions  P  et  Q  dans  ces  deux  régions.)  Joignons  les 
contours  C,  G'  au  contour  fciiné  C  par  les  tiansversalcs  ah,  cd. 
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Nous  obtenons  ainsi  un  contour  fermé  (il/nictlndcfibafja  ou  F,  qui 
peut  être  décrit  d'un  seul  irait.  Si  nous  appiitjuons  la  formule  de 
Green  à  Taire  limitée  par  ce  contour,  les  intégrales  curvilignes 
provenant  des   transversales  ab  et  ctj  se  détruisent,  car  chacune 


d'elles  est  décrite  deux  fois  avec  des  sens  différents,  et  il  reste 


fp,.r-Q,r=l  li§-^),.,, 


lintégrale  curviligne  étant  jnise  le  long  du  contour  total  de 
l'aire  A,  c'est-à-dire  le  long  des  trois  contours  C.  C,  C  dans  le 
sens  indiqué  par  les  flèches,  de  façon  à  avoir  toujours  à  gauche 
l'aire  enveloppée. 

Si  les  fonctions  P  et  O   vérifient   la   relation  —  :=  —  dans  la 

région  A.  l'intégrale  double  est  nulle  et  nous  pouvons  écrire  la 
relation  f)btenue 

(5i)  f    Pd.r—Qdy=f    P  dx  ^  Q  dy -^   f    Pd-r^Ody, 


en  convenant  maintenant  de  prendre  les  trois  intégrales  curvi- 
lignes dans  le  même  sens. 

Cela  posé,  reprenons  une  région   A  limitée   par  un   seul  con- 
tour C,  et  soient  P,  Q  deux  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs 

dérivées,  vérifiant  la  relation  - —  =  --^)  sauf  en  un  nombre  fini  de 

points  où  l'une  au  moins  des  fonctions  P,  Q  est  discontinue.  Nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  dans  A  trois  points  ii. 
b,  c  de  discontinuité.  Entourons  chacun  de  ces  points  d'une  cir- 
conférence de  ravon  très  petit  et  joignons  ces  circonférences  au 

contour  C  par  une  coupure  (Jig-  32).  L'intégrale    /  P  d.r  -+-  Ody, 

prise  depuis  un  point  fixe  (xo,  )'o)  j"^'P'  ^*  ""  l'O'"'  variable  (-r,  1') 
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sur  une  ligne  ne  iVancliissaiU  aucune  coupure,  a  une  valeur  unique 
en  chaque  point,  d'après  le  cas  déjà  étudié,  car  le  contour  C,  les 


coupures  et  les  petites  circonférences  forment  une  seule  ligne 
pouvant  être  décrite  d'un  seul  trait  continu.  Nous  désignerons 
par  F(j?,  y)  la  valeur  de  celle  intégrale  prise  suivant  le  clieniin 
direct  allant  de  Mo(./o,  Jo)  en  M(x,y). 

On  appelle  lacef  le  chemin  composé  de  la  ligne  droite  joignant 
le  point  Mo  à  un  point  a'  infiniment  voisin  de  «,  de  la  petite  cir- 
conférence de  rayon  an'  et  de  centre  a,  et  de  la  droite  a' Mo-  L'in- 
tégrale curviligne  /  P  dx  -\-  Qc/y,  prise  le  long  d'un  lacet,  se 
réduit  à  l'intégrale  curviligne  prise  le  long  de  la  circonférence. 
Cette  dernière  intégrale  n'est  pas  nulle  en  général,  si  l'une  des 
fonctions  P  ou  Q  est  infinie  au  point  a,  mais  elle  est  indépendante 
du  rayon  de  la  petite  circonférence;  c'est  une  constante  dz  X,  le 
double  signe  correspondant  aux  deux  sens  de  parcours.  Nous 
désignerons  de  même,  par  ±  il!)  et  zt  £,  la  valeur  de  l'intégrale 
curviligne  prise  le  long  d'un  lacet  décrit  autour  de  l'un  des  points 
singuliers  b  ou  c. 

Cela  posé,  tout  chemin  joignant  le  point  Rio  au  point  M  peut  se 
ramener  à  une  suite  de  lacets,  suivis  du  chemin  direct  allant  de  Mo 
en  M.  Par  exemple,  le  chemin  Moinde/M  peut  se  ramener  à  la 
suite  des  chemins  suivants  M„»î<^/Mo,  Mof/<?M„,  Ugc/Mo,  Mo/M; 
le  chemin  M„mf/Mo  peut  à  son  tour  se  ramener  à  un  lacet  décrit 
autour  du  point  singulier  a,  et  de  même  pour  les  autres.  Enfin, 
M„/M  est  équivalent  au  chemin  direct.  11  s'ensuit  que,  quel  que 
soit  le  chemin  d'intégration,  la  valeur  de  l'intégrale  curviligne  est 
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m,  //,  p  c'Iaiil  trois  nomlires  enlieis.  posilils  ou  nég;ilifs,  absolii- 
menl  quelconques.  Les  quantités  -l ,  ii!.,  £  sont  les  périodes  de 
l'intégrale  curviligne.  Cette  intégrale  est  donc  une  fonction  des 
variables  .r.  V.  qui  admet  une  infinité  de  déleiininations,  et  nous 
vovons  l'origine  de  ces  déterminations  multiples. 


Remarque.  —  La  fnncliou  V{x.y)  est  une  fonction  bien 
déterminée  dans  la  région  A,  quand  on  a  tracé  les  coupures  «a, 
6p,  f'/;  mais  on  doit  remar(|uer  qu'en  deux  |)oinls  inliniment 
voisins  tels  que  »i,  /»',  de  jjart  et  d'autre  d'une  coupure,  la  diffé- 
rence t(/") —  ¥{^rr^)  a  une  valeur  finie.  On  a.  en  eflet, 

ce  qui  peut  s'écrire 

•-11,,  "^  .V„  •-  «' 

mais    /       est  infiniment  petit,  et  il  reste 
F(  //t  I  —  K(  ni  I  =  -la. 


La  diflerence  F(m)  —  F(«i')  est  donc  constante  et  égale  à  X  tout 
le  long  de  aa.  Il  en  est  de  même  pour  les  autres  coupures. 

Exemple.  —  L'intégrale  cur\iiigne 

r  '  '■    .7-  dy  —  Y  dx 

présente  un  seul  point  critique,  l'origine.  Pour  avoir  la  période 
correspondante,  intégrons  le  long  du  cercle  x--|-jK"=p-;   on  a 

ar  =  p  cosco,        y  =  p  sin  oj,         x  dy  — y  dx  =  p-  rfcu, 

et  la  période  est  égale  à    /       (/lo  ^=.  q.t..  La  vérification  est  immé- 
diate, car  on  a  sous  le  signe   /   la  dilTérenlielle  totale  de  arc  lang— • 

G.,  I.  2J 
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loi.  Racines  communes  à  deux  équations.  —  Soient  X,  Y  deux  fonc- 
tions continues  des  variables  .r,  r,  dans  une  région  A  limitée  par  un  seul 
contour  fermé  C;  nous  supposons  que  les  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  sont  aussi  continues. 

XrfY  — Yf/X         .,...,  ,.  .         ....       ,  ...    . 

I- expression    — :r- r, satislait  a   la   condition   d  intcirrabilile,   car 

1  X^  -+-  \  ^  ^  o  ' 

elle  est  la  din'érentielle  totale  de  arctang— •  Il  s'ensuit  que  l'intégrale 
définie 

r   \d\  —  \dX 
^")  X:,       X^+Y^       ' 

prise  le  long  du  contour  G  dans  le  sens  direct,  est  nulle  si  les  coefficients 
de  dx  et  de  dv  sous  le  signe  /  restent  continus  à  l'intéiieur  de  C,  c'est- 
à-dire  si  les  deux  courbes  X  =  o,  Y  =  o  n'ont  aucun  point  commun  à  l'in- 
térieur de  ce  contour.  Mais  si  ces  deux  courbes  ont  un  certain  nombre  de 
points  communs  «,&,  c,  . .  . ,  l'intégrale  (53)  est  égale  à  la  somme  des  inté- 
grales prises  dans  le  sens  direct  le  long  des  petites  circonférences  décrites 
des  points  a,  />,  c,  .  . .  comme  centres.  Soient  (a,  ^)  les  coordonnées  d'un 
de  ces  points  communs  ;  nous  supposerons  qu'en  ce  point  le  déterminant 

1  DfX,  Y)     ,  ,     ,        .    ,.  ,       ,  ,       ^. 

lonctionnel  -— n  est  pas  nul,  c  est-a-dire  que  les  deux  courbes  X  =  o, 

D I  ^,  _/  )  '  '  ^ 

Y  =  o  ne  sont  pas  tangentes  en  ce  point.  Nous  pouvons  alors  décrire  du 
point  (a,  j3)  comme  centre  un  cercle  c  de  rayon  assez  petit  pour  que  le 
point  (X,  Y)  décrive  autour  du  point  (o,  o)  une  petite  portion  de  surface 
plane,  limitée  par  un  contour  --i  V  corresponde  point  par  point  au 
cercle  c  (n°'  4-0  et  124). 

Lorsque  le  point  (x,y)  décrit  la  circonféience  c  dans  le  sens  direct,  le 
point  (X,  Y)  décrit  le  contour  y  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétro- 
grade, suivant  le  signe  du  déterminant  fonctionnel  dans  ce  petit  cercle. 
Or  l'intégrale   définie   le   long  de   la  petite   circonférence   est  égale  à  la 

Y 

variation  de   arctang^r^i    et   par  suite  à   ±  2t..    En   raisonnant  de  même 

pour  toutes  les  racines,  on  en  conclut  que  l'on  a 


(54) 


r  Xd\-Ydx         ,p     ^.^ 


P  désignant  le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  pour  les- 

,     D(X.  Y)  .  -r        ».  ,  ,        ,  .  ,  , 

quels  TT est  positit,  et  A  le  nombre  des  points  communs  pour  lesquels 

^  D(.r,  ^)         '  '  '  '  ' 

le  déterminant  est  négatif. 

L'intégrale  définie  du  premier  membre   est  aussi  égale  à   la  variation 

Y  Y' 

de  arctang^  le  long  de  C,  c'est-à-dire  à  l'indice  de  la  fonction  :^  lorsque 

le  point  (x,  }')  décrit  le  contour  G.  Si  les  fonctions  X,  Y  sont  des  poly- 
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nomes,  et  ?i  le  contour  C  est  formé  d'arcs  de  couiljes  unlcursale*.  on  est 
ramené  à  calculer  l'indice  d'une  ou  plusieurs  fonctions  rationnelles,  ce  qui 
n'exige  que  des  opérations  élémentaires  (n"  79).  D'ailleurs,  quelles  que 
soient  les  fonctions  X,  V,  on  peut  toujours  calculer  l'intégrale  définie  ('i^) 
avec  une  erreur  inférieure  à  t.,  ce  qui  suffit,  puisque  le  second  membre 
doit  être  un  multiple  de  ■>.-. 

La  formule  (54)  ne  fait  connaître  le  nombre  exact  des  points  communs 
aux  deux  courbes  que  si  le  déterminant  fonctionnel  conserve  un  signe 
constant  à  l'intérieur  de  G.  Des  travaux  récents  de  M.  Picard  ont  permis 
de  compléter  ce  résultat  ('  i. 

loo.  Extension  des  résultats  précédents.  —  Les  résultats  des  derniers 
paragraphes  s'étendent  sans  modification  essentielle  aux  intégrales  curvi- 
lignes dans  l'espace 


(55)  '-  =  /" 


1'  d.r  -^  O  dr  -^  R  dz. 


Nous  désignerons  par  P,  Q,  R  trois  fonctions  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  une  région  (E)  de  l'espace, 
limitée  par  une  seule  surface  fermée  S.  Cherchons  d'abord  les  conditions 
pour  que  l'intégrale  curviligne  précédente  ne  dépende  que  des  extré- 
mités (j-o,^o--o).  (^i^î-)  de  la  ligne  d'intégration.  Cela  revient  encore 
à  chercher  dans  quels  cas  l'intégrale  curviligne,  prise  le  long  d'une  courbe 
fermée  quelconque  F,  est  nulle.  Or,  d'après  la  formule  de  Stokes  (n"  139), 
cette  intégrale  curviligne  est  égale  à  l'intégrale  de  surface 

//(s-ï)"-'--  (;."-§)*"-  ('S-S)"'-. 

étendue  à  une  surface  -  limitée  par  le  contour  1'.  Pour  que  cette  intégrale 
de  surface  soit  nulle,  quel  que  soit  le  contour  F,  il  faut  évidemment  et  il 
suffit  que  l'on  ait 

(If  __  dO  iiO  _  'iR  ()P  _  <iH 

ôj-   ~  f)x  '  Oz   '~  iif  '  Oz   ~  ilx  ' 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  U  est  une  fonction  des  variables  x,  y,  z, 
dont  la  diiïérentielle  totale  est  Pi/.r -r- Q  i^_>' -r- R  ^~,  et  qui  est  uniforme 
dans  la  région  L  de  l'espace.  Pour  avoir  la  valeur  de  U  en  un  point,  on 
pourra  choisir  arbitrairement  le  chemin  d'intégration. 

Si  les  fonctions  P,  Q,  R  vérifient  les  relations  (56),  mais  deviennent 
infinies  en  tous  les  points  d'une  ou  plusieurs  lignes  dans  (E),  on  en  déduit 
des  conséquences  analogues  à  celles  qui  ont  été  développées  au  n°  153. 

Si,  par  exemple,  l'une  des  fonctions  P,   Q,   R  devient  infinie  en  tous  les 


(')   Traité  d'Analyse,  t.  II. 
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poinls  d'une  courbe  fermée  ■(,  l'intégrale  U  admettra  une  période  égale  à  la 
valeur  de  l'intégrale  curviligne  prise  le  long  d'un  contour  fermé  traversant 
une  fois,  et  une  seule  fois,  une  surface  s  limitée  par  la  courbe  -;• 

On  peut  aussi  se  proposer,  pour  les  intégrales  de  surface,  une  question 
tout  à  fait  uareille  à  celle  qui  a  été  traitée  pour  les  intégrales  curvilignes. 
Désignons  par  A,  C,  C  trois  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées 
du  premier  ordre,  dans  la  région  E  de  l'espace  limitée  par  une  seule  sur- 
face fermée  S.  Soit  S  une  surface  prise  dans  E,  et  limitée  par  un  contour 
de  forme  quelconque  F.  L'intégrale  de  surface 


("'7) 


f  I    .\  dy  ciz  -i-Bdz  d.r  -+-  C  d.r  dy 


dépend  en  général  de  la  surface  S  elle-même,  et  non  pas  seulement  du 
contour  V.  Pour  que  celle  intégrale  ne  dépende  que  du  contour  F,  il 
faudra  que  l'intégrale  double  étendue  à  une  surface  fermée  quelconque 
prise  dans  E  soit  nulle.  La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  nous  est 
donnée  immédiatement  par  la  formule  de  Green  (n°  14i).  Nous  savons,  en 
effet,  que  l'intégrale  double  précédente,  étendue  à  une  surface  fermée,  est 
égale  à  l'intégrale  triple 

étendue  au  volume  limité  par  celte  surface.  Pour  que  celle  dernière  inté- 
grale soit  nulle,  quel  que  soit  ce  volume,  il  faut  é\idemment  que  les  fonc- 
tions K,  B,  G  vérifienl  la  relation 

ri.V         «B         oC 

(:)8)  \ 1 =0, 

'  <tx        Oy        Oz 

et  cette  condition  est  suffisante. 

La  formule  de  Stokes  en  donne  une  vérification  facile.  En  effet,  étant 
données  trois  fonctions  A,  B,  C  vérifiant  la  relation  (58),  on  peut,  d'une 
infinité  de  manières,  déterminer  trois  autres  fonctions  P,  Q,  R,  telles  que 
l'on  ait 

(5q)       :^_:^  =  A,     :^-:^'=B,     i^-'^  =  c. 

<iy         iiz  az        rjx  Ox        oy 

D'abord,  si  ces  équations  admettent  une  solution,  elles  en  admetlenl 
une  infinité,  car  elles  ne  changent  pas  quand  on  remplace  P.  Q,  R  par 

P^'l,     q^îL,     n^'J^ 

(Jx  Oy  Oz 

respecli\ement,  X  étant  une  fonction  quelconque  de  .r,  y,  z.  Cela  étant, 
|)rcnons  R  =  o;  on  tire  des  deux  premières  relations  (5g) 

P=  /     B(a\y,  z)dz-^a{x,y),       Q=—  T   \(x,  y,  z)  dz  +  •i^ix,  y). 
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^(x,y)   et   J/(a~,  J-)  étant  deux  fonctions  quelconques  de  .r  et  de  y.   Kn 
portant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation  (  ïg),  elle  devient 

J.     \  ().T         <)y  I  OJ-        ily  -^ 

ou,  en  tenant  compte  de  la  condition  (58), 

on  peut  encore  choisir  arbitrairement  une  des  fonctions  o.  i. 

Ayant  ainsi  déterminé  trois  fonctions  P,  Q,  R  satisfaisant  aux  équa- 
tions (âg),  l'intégrale  de  surface  est  égale,  d'après  la  formule  de  Stokes,  à 
l'intégrale  curviligne 

f  IV/.r^Qo')'^  ndz; 
-'l' 

elle  ne  dépend  donc  que  du  contour  F. 


EXERCICES. 

1.  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale  triple 

/     /     I  l'Ji-''' ^y  )-^- '^"  '  —  'ia-]d-^dy(h, 

étendue  au  volume  défini  par  les  inégalités 

.r-  ^-  1-  —  Il  z  ~C  o.         .'■-  -^J'-  -V-  z-  —  2«-  <  I). 

l Licence  :  Montpellier,  i89">.j 

2.  Calculer  l'aire  de  la  surface  représentée  par  l'équation 

a-b-(x'-i-  y'-)z 

X'^V--i-Z-=   ;— j^— 5 ; 

a-.v-  -^  o-  r- 
et  le  volume  limité  par  cette  surface. 

3.  Etudier  les  propriétés  de  la  fonction 

F(X,  V,  Z)=  f    drj   dy  f  f{x,  y,  z)dz, 
considérée  comme  fonction  de  -\,  Y,  Z.  litendre  les  résultats  du  n"  122. 
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A.  Trouver  le  volume  limité  par  la  porlioii  de  la  surface  représentée 
par  ré([uati(in 

qui  est  située  dans  le  irièdre  O.ryz. 

S.   Ramener  à  une  inté;;rale  simple  l'intégrale  multiple 

/     /•••   I  x'j'.rf'.  .  .xf,"  F(x,-i- x-,-i-.  .  .-i- x„)  (Lti  dx-i  .  .  .  dj:„, 
étendue  au  domaine  D  défini  par  les  inégalités 

OiTi,  O^.To,  ...,  oi,r„,  Xi-h  X-y-h  . .  .-h  x,i±a 

(on  procède  comme  au  n"  1-49). 

(i.   Même  question  poni-  l'intégrale  multiple 

//■.../„.;..,.;.- ^  ^ ,.- F  [(|;)'V. .  .H- (£;)"■]  *„,.,...  *., 

étendue  au  domaine  D  défini  pai'  les  inégalités 

o-a-1,         o:ia;2,  ....         o5  r,,,  —       +. .  .+      —       ^  i. 

'7.   Dém<intrer  la  formule 

l'intégrale  multiple  étant  étendue  au  domaine  D  défini  par  l'inégalité 

a-f  +  J-;  -t-  .  .  .  -4-  r,-,  <  I . 

"8.   Démontrer  la  formule 
1      df)  I        F(«cosO  +  6sin6costi  +  csin9sinçijsinO(/o  =  2-  /        F{uR)da, 

où  a,  b,  c  sont  des  constantes  quelconques  et  où  l'on  pose  R  =  /a-  -h  6--+-  c-. 

[  Poisson.] 

[On  peut  observer  que  l'intégrale  double  représente  une  certaine  inté- 
grale de  surface  étendue  à  la  sphère  x^ -\- y- -,- z- =>  \ ,  el  prendre  le 
plan  bx  ^  ry  ^  az  =  o  pour  nouveau  plan  des  xy.] 

*'J.   Soit    p=F(G,oj   l'équation   d'une   surface    fermée    en   coordonnées 
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|iiilaires.  Démontrer  que  le  volume  limité  par  celle  surface  est  égal  à  l'in- 
tégrale double  étendue  à  toute  la  surface 

(a)  1    f  f.co,-:d^, 

d-:  étant  l'élément  d'aire,  et  y  l'angle  que  fait  le  rayon   vecteur  avec  la 
normale  extérieure.  Interprétation  géométrique. 

"10.  Un  ellipsoïde  élanl  représenté  par  l'équation 


définissons  un  point  de  sa  surface  par  les  coordonnées  elliptiques  et  s, 
c'est-à-dire  par  les  racines  de  l'équation  précédente  où  l'on  aurait  rem- 
placé ;jt  par  l'inconnue  (voir  n"  14S  ).  L'application  des  formules  du  n  liO 
au  volume  de  cet  ellipso'ide  conduit  à  la  relation  suivante  : 


pplication  de  la  formule  (a)  donne  de  même 


[Lamé.] 


11.    Déterminer   les   fonctions   P(a-,_)'),    Q.{^,y),    continues    ainsi    que 
leurs  dérivées  partielles,  de  telle  façon  que  l'intégrale  curviligne 


/ 


P(.r  ^  2,  j'  -ï-  S)  (/x-^  Q(a-  -i-  2,  y  -^  S)  dy, 

prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  soit  indépendante  des  con- 
stantes 2,  3  et  ne  dépende  que  du  contour  lui-même. 

\Liccnce  :  Paris,  juillet  1900.] 


CHAPITRE  Vm. 

SÉRIES  ET  PRODUITS  INFINIS. 


I.  —  REGLES  DE  CONVERGEiNCE. 

156.  Généralités.  —  On  a  vu  plus  liaul  (n"  o)  la  coiidiliou 
générale  de  convergence  d'une  série.  Dans  la  pratique,  pour 
reconnaître  si  une  série  donnée  csl  convergente  ou  divergente, 
on  se  sert  le  plus  souvent  de  règles  moins  générales,  mais  d'une 
application  plus  commode.  Nous  allons  rappeler  les  règles  de 
convergence  les  plus  usitées,  qui  suffisent  dans  la  plupart  des 
applications.  Nous  présenterons  d'abord  un  certain  nombre  de 
remarques,  qui  se  déduisent  immédiatement  de  la  définition  même 
de  la  convergence  : 

i"  Si  l'on  multiplie  tous  les  termes  d'une  série  par  un  nombre 
constant  a,  diflerent  de  zéro,  la  nouvelle  série  est  convergente  ou 
divergente  en  même  temps  que  la  première;  lorsque  la  pi-emi'ère 
est  convergente  et  a  pour  somme  S,  la  somme  de  la  seconde  série 
est  aS. 

2"  Si  l'on  a  deux  séries  convergentes 

(1)  «O-H  "1+  "2-t-- ■ --i- "h  H-.  •  .. 

(2)  Po  -H  t'i  +  <'5 +..  .-!- r„  H-.  .  ., 

ayant  respectivement   pour   sommes   S    et    S',    la    nouvelle   série 
obtenue  en  les  ajoutant  terme  à  terme, 

(3)  («o-t-l'o)  -+-(  i/i -4- c,  )+...+  (»„ -H  t'„  )-(-..., 

est  convergente  et  a  pour  somme  S  +  S'.  11  en  serait  de  même  si 
l'on  ajoutait  terme  à  levme  p  séries  convergenles. 

3"   On  ne  modifie   pas  la   convergence  ou   la  divergence  d'une 
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série  en  cliangeanl  la  valciii-  d'iin  nomljre  fuii  de  lermes  de 
celle  série;  car  cela  revienl  à  aiigmenler  on  à  diininuer  toules 
les  sommes  S„  d'une  qnantilé  constante,  à  partir  d'une  valeur 
assez  grande  de  n.  En  particulier,  une  série  esl  convergente  ou 
divergente  en  même  temps  que  la  série  obtenue  en  supprimant 
un  certain  nombre  de  lermes  au  début. 

.4"  Soient  S  la  somme  dune  série  convergente,  S„  la  somme 
des  n  +  I  premiers  termes  de  la  série,  et  R„  la  somme  de  la  série 
commençanl  au  terme  ii,i+{  ',  si  l'on  prend  pour  valeur  approchée 
de  S  la  somme  S„  des  n  -+-  1  iireniiers  termes,  l'erreur  commise  esl 
évidemment  égale  à  R„.  Puisque  S„  a  pour  limite  S  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment,  la  différence  R„  tend  vers  zéro,  el  l'on  peut 
toujours  prendre  un  nombre  de  termes  assez  grand  pour  que 
l'erreur  commise  en  remplaçant  S  par  S„  soil  moindre  que  loul 
nombre  donné  à  l'avance,  du  moins  lliéoriquement.  11  suffit  de 
connaître  une  limite  su[)érieurc  de  R„  pour  se  rendre  compte  de 
l'approximation  obtenue.  Il  esl  clairque,  dans  la  pratique,  les  seules 
séries  (|ui  se  prêtent  aux  calculs  numériques  sont  celles  pour  les- 
(juelles  le  reste  R„  tend  assez  lapidement  vers  zéro. 

loT.  Séries  à  termes  positifs.  —  Les  séries  donl  tous  les  termes 
sont  positifs  ont  une  grande  iuqjortance,  el  nous  commencerons 
par  les  étudier.  Dans  une  telle  série,  la  somme  Sn  va  en  croissant 
avec  /(  ;  pour  (pie  la  série  soit  convergente,  il  suffira  donc  que 
celle  somme  S„  reste  inférieure  à  une  limite  fixe,  quel  que  soit  n . 
Le  procédé  le  plus  général  pour  décider  de  la  convergence  ou  de 
la  divergence  d'une  série  consiste  à  comparer  la  série  proposée  à 
une  autre  série  déjà  étudiée.  Ou  s'appuie  pour  cela  sur  les  deux 
propositions  suivantes  : 

i"  Si  une  série  à  termes  positifs  a  tous  ses  termes  inférieurs  ou 
au  plus  égaux  respectivement  à  ceux  d'une  autre  série  convergente 
à  termes  positifs,  la  première  série  esl  convergente. 

Car  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la  série  proposée  esl 
évidemment  plus  petite  que  la  somme  S'  de  la  seconde  série;  elle 
a  donc  une  limite  S  inférieure  à  S'. 

2"  Si  une  série  à  lermes  positifs  a  tous  ses  termes  plus  grands 
respectivement  que  ceux  d'imc  série  divergente  à  tenues  positifs, 
elle  esl  également  diversrente. 
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Car  la  somme  îles  n  premiers  termes  de  la  première  série  est 
supérieure  à  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  seconde  et  par 
suite  augmente  indéfiniment  avec  n. 

On  peut  faire  la  comparaison  de  deux  séries  d'une  autre  façon, 
en  s'appu^-antsur  le  lemme  suivant  :  Soient 

(U)  !<o-T-  "l -i-  "2  +  -  •  •+  "n  +  -  ■  •• 

(V)  l\,  —  f,  —  I-.,  ^-...-^l'„-^... 

deux  séries  à  termes  positifs.  Si  la  série  (U)  est  convergente  et 

.       .  •         11  •  l'n^l  i'/î-l-l         I 

SI,  a  partir  d  un  certain  rang,  on  a  constamment  •<  >    la 

série  (V)  est  aussi  convergente.  Si  la  série  (U)  est  divergente  et 
si,  à  partir  dun  certain  ran",  ou  a  constamment  "^  <  -^^^>  la 
série  (V)  est  également  divergente. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  que  l'inéga- 
lité -^^^  ■<     ""*"'  soit  vérifiée  iiour  n^p.  Comme  on  n'altère  pas 

fil  "n  I  -/  r 

la  convergence  d'une  série,  ni  le  rajiport  d'un  terme  au  précédent, 
en  multipliant  tous  les  termes  par  un  même  facleui-  constant,  on 
peut  supposer  r^<;  «y,,  et  il  est  évident  que  l'on  aura  r^_^,  <iiip_^.i, 
puis  i'^_|_2<C  f'/)+2)  ■•••  ^-'3  série  (V)  sera  donc  convergente.  La 
seconde  partie  du  lemmc  s'établit  de  la  même  façon. 

Etant  donnée  une  série  à  termes  positifs,  de  caractère  connu, 
on  peut  la  prendre  comme  terme  de  comparaison,  et  l'on  obtient 
ainsi  deux  propositions  permettant  dans  certains  cas  d'affirmer  la 
convergence  ou  la  divergence  d'une  autre  série  à  termes  positifs, 
suivant  que  l'on  compare  les  termes  eux-mêmes  des  deux  séries, 
ou  les  rapports  de  deux  termes  consécutifs. 

do8.  Règles  de  Cauchy  et  de  d'Alembert.  —  La  série  la  j:)1us 
simple  que  l'on  puisse  prendre  comme  terme  de  comparaison 
est  la  progression  géométrique  de  raison  /•,  qui  est  convergente 
si  /•  ■<  I ,  et  divergente  si  r^i.  La  comparaison  d'une  série  à 
termes  positifs  avec  une  progression  géométrique  conduit  à  !a 
règle  suivante,  due  à  Cauchv   : 

Lorsque,  dans  une  série  à  termes  positifs,  y  w„  est,  à  partir 
d'un  certain  rang,  constamment  moindre  qu'un  nombre  fixe, 
inférieur  à  l' unité,  la   série   est  con'.'ergente ;  si  y///,,  est,  à 
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partir  d'un  vcrtiiin  rang,  constamment  supérieur  à  Cunilc, 
Ja  série  est  dii.-ergente. 

Dans  le  ]iremier  cas,  on  a,  en  effet,  y  //„■</>■<  i  el,  pai- 
siiile  Un<CA".  Les  termes  de  la  série  sont  donc,  à  partir  d'un 
certain  rang-,  moindres  que  ceux  d'une  progression  géométrique 
(le  raison  plus  petite  que  Tunilé.  Dans  le  second  cas,  au  con- 
tiaire,  on  u  \  »«  >■  i  et  «/«  >■  i  ;  le  lei'iiie  général  ne  tend  donc  pas 
vers  zéro.  La  règle  précédente  est  applicable,  toutes  les  fois 
que  \  !i„  tend  vers  une  limite,  et  l'on  [leiil  eiuore  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Si  \  u„  tend  vers  une  limite  l,  lorsque  n  croit  indéfiniment, 
la  série  est  convergente  si  I  est  inférieur  à  un.  et  divergente 
si  l  est  supérieur  à  un. 

Si  /r=  I,  il  V  a  doute,  sauf  ilans  le  cas  où  \  u„  tend  vers  l'unité 
en  lui  restant  supérieur;  la  série  est  alors  divergente. 

En  comparant  de  même  le  lapport  de  deux  termes  consécutifs 
d'une  série  à  termes  positifs  au  rajiport  de  deux  termes  consé- 
cutifs d'une  progression  géométrique,  on  obtient  la  règle  de 
irAleinljerl  : 

Lorsque,  dans  une  série  à  termes  positifs,  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  est,  ci  partir  d' un  certain  rang,  inférieur 
à  un  nombre  fixe  plus  petit  que  l'unité,  la  série  est  conver- 
gente. Si  ce  rapport  est,  à  partir  d'un  certain  rang,  supérieur 
à  l'unité,  la  série  est  div-ergente. 

On   en  déduit  comme  corollair-e  que  si  le  rapport  — —   tend 

vers  une  limite  l,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la  série 
est  convergente  si  l  <Zi ,  et  divergente  si  /  >  i .  Le  seul  cas  dou- 
teux est  celui  où  /^  i,  à  moins  que  — ^^^  ne  tende  vers  ///(  eu  lui 

^  Un 

restant  supéiieur.  i^a  série  est  alors  divergente. 

13'J.  Remarques  diverses.  —  I.  La  règle  de  Caucliv  est  plus  générale  que 
celle  de  d'.\lemben.  Supposons,  en  effet,  que  les  lennes  d'une  série  soient, 
à  partir  d'un  certain  rang,  plus  petits  que  ceux  d'une  progression  géomé- 
trique décroissante;  le  terme  général  u„  sera,  pourvu  que  n  soit  plus 
grand  qu'un  nombre  fixe  p,  inférieur  à  A/-",  A  étant  une  constante  et  r 
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étant  plus  petit  que  un.  On  aura  donc  \/Uii<.  rX" ,  et  le  second  membre 
a  pour  limite  /•  lorsque  «  augmente  indéfiniment.  En  désignant  par  /c  un 
nombre  fixe  compris  entre  >•  el  1.  on  aura  donc,  à  partir  d'un  certain 
lang,  \/h^</,.  Nous  sommes  donc  toujours  dans  un  cas  où  la  règle  de 
Caucliv  est  applicable,  mais  il  peut  se  faire  que  le  rapport  — —  prenne 

des  valeurs  supérieures  à  un.  aussi  loin  qu'on  aille  dans  la  série.  Prenons, 
par  exemple,  la  série 

I  —  /■  I  sina  I  —  /-^  I  sinaa  I  -J-.  .  .^-  r"\  sin«  a  |  ^.  .  ., 

où  /•  <  I,  a  étant  une  constante  quelconque.  On  a  yu„  =  r  \/\  sin  «a  <;  r, 
tandis  que  le  rapport 

iin+t  I  sin(  «  ^  1  )a  I 


peut  prendre  en  général  une  infinité  de  valeurs  supérieures  à  un,  lorsque 
n  augmente  indéfiniment. 

H  y  a  cependant  avantage  à   conserver  la  règle  de  d'Alembert,  qui  est 
souvent  d'une  application  plus  facile.  Ainsi,  dans  la  série 

X         X-  x^  X" 


augmente  indéfiniment,   tandis  qu'on   ne  voit  pas  immédiatement   ce  que 

devient  {/u^,=  —  pour  des  valeurs  très  grandes  de  n. 

\/l .?..  .  .n 

II.  Quand  on  a  reconnu,  par  l'application  d'une  des  règles  précédentes, 
que  les  termes  d'une  série  sont  respectivement  moindres,  à  partir  d'un 
certain  rang,  que  ceux  d'une  progression  géométrique  décroissante  dont  le 
terme  général  est  A/",  il  est  facile  d'avoir  une  limite  de  l'erreur  commise 
quand  on  prend  pour  somme  de  la  série  la  somme  de  ses  m  premiers  termes; 
cette  erreur  est  évidemment  moindre  que  la  somme  de  la  piogression 

A  /•"'  -+-  A  /■"'+'  -+-  A  r'"+-  -)-...= 

i  —  /• 

III.  Lorsque  les  deux  expressions  \,'/ï7I  et     "^'  ont  chacune  une  limite, 

u„ 

ces  deux  limites  sont  les  mêmes.  Considérons,  en  elïet,  la  série  auxiliaiie 

(4)  Uo+  UiX  -j-  U2X--T- .  .  .-^  u„x"  ^  .  .  ., 

où  X  est   positif.  Dans  cette  série,  le  rapport  d'un   terme  au  précédent  a 
pour  limite   l.r,   l  étant  la  limite  du  rapport      ""^'  >   la  série  (4)  est  donc 
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jy; 


ciijivergeiite  si  l'on  a  x  ■ 

fjn.int  par  /'  la  limite  lie  '{  it„.   l'expression   's/ii„x"  a  pour  limite  l'.r,  do 

sorte  que  la  série  (  4  i  doit  être  coiivergenle  si  l'on  a  .r  <  -p,  et  (livergeiilc 

si  ^  >  7;  •  Pour  que  ces  deux  caractères  de  convergence  ne  soient  pas  en 
contradiction,  il  faut  évidemment  que  /=  /';  si  l'on  avait,  pai-  exemple. 
/>■/',  tout  nombre  j"  compris  entre  y  et  y,  rendrait  la  série  convergente 


l 


d'après  la  règle  de  Cauchy,  tandis  que  le  mruii'  nombre  rendrait  la  série 
ilivergenle  d'après  la  règle  de  d'Alemberl. 


I\  .   Plus  généralement,  lorsque 


tend   vers  une  limite  /,  \  (/„   tend 


vers  la  même  limite.  Supposons,  en  eil'et,  qu'à  partir  d'un  certain  rang  tous 
le*  rapports 

soient  compris  entre  / — ;  et  /— ;,  t  désignant  un  nombre  positif  qu'on 
peut  supposer  aussi  petit  qu'on  veut,  pourvu  que  /(  soit  assez  grand.  On 
aura  aussi 

ou  encore 


„"+/■(  /_  ; 


«"+/'(/ -El"-/'; 


lorsque,  n  restant  fixe,  le  nombre  //  augmente  indéfiniment,  les  deux 
termes  extrêmes  de  cette  double  inégalité  tendent  respectivement  vers 
/ — i  et  / -^  =.  On  aura  donc,  pour  toute  valeur  de  m  supérieure  à  une 
limite  convenable, 


et,    comme   î    est   arbitraire,    on    en   conclut    que    \  «,„   a    pour    limite  le 
nombre  /. 

Il    est   à   remarquer   que    la    réciproque    n'est    [las    vraie.    Prenons,    par 
exemple,  la  série 


I,     a,     ab,     a'^b.     a-b''- 


a"b"-',     a^b". 


où  a  et  6  sont  deux  nombres  différents.  Le  rapport  d'un  ternie  au  pré- 
cédent est  alternativement  a  ou  b.  tandis  que  l'expression  \/ui,  a  pour 
limite  \  ab  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

La  proposition  précédente  peut  servir  a  trouver  la  limite  de  certaines 
expressions  qui  se  présentent  sous  forme  indéterminée.  Elle  nous  montre, 
par  exemple,   que  y/ 1 . 2 . . . /t  augmente  indéfiniment  avec  n,   car  le  rap- 
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nort  aii"nienle  lui-mèiiie  indéfiniment.   On  verra  de  même 

'  i.x...(n  —  I) 

que  '{/n  a  pour  limite  l'unité,  ainsi  que  y  log;;. 

11)0.  Application  de  la  plus  grande  des  limites.  —  Canchy  a  présenté 
la  règle  précédente  sous  une  forme  plus  générale.  Soil  a„  le  terme  général 
d'une  série  à  termes  positifs.  Considérons  la  suite 


(5)  a,,     a'i,     ci-i,      «;;,      ...; 

si  les  termes  de  celte  suite  n'onl  pas  de  borne  supérieure,  le  terme 
général  «„  ne  tend  pas  veis  zéro,  et  la  série  est  divergente.  Si  tous  les 
termes  de  la  suite  (5)  sont  moindres  qu'un  nombre  fixe,  soit  w  la  plus 
grande  des  limites  des  termes  do  cette  suite. 

La  série  -a„  esl  convergente  si  (o  est  inférieur  à  un,  et  divers^ente 
si  oj  est  supérieur  à  un. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  soit  i  —  -x  un  nombre  compris 
entre  w  et  i.  D'après  la  définition  de  la  plus  grande  des  limites  (  n"  4), 
il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  termes  de  la  suite  (5)  supérieurs  à  i  —  oc,  on 
peut  donc  trouver  un  nombre  entier  p  tel  que,  pour  toute  valeur  de  n 
supérieure  à  p,  on  ait  v'^<  •  —  *■  La  série  S  a,t  est  donc  convergente. 
Au  contraire,  si  l'on  a  to  >  i,  soit  i  -H  a  un  nombre  compris  entre  i  et  (u; 
il  y  a  une  infinité  de  termes  de  la  suite  (5)  supérieurs  à  H-  ï,  et  par  suite 
une  infinité  de  valeurs  de  n  pour  lesquelles  a„  est  plus  grand  que  un.  La 
série  S</„  est  donc  divergente.  Il  n'y  a  doute  que  dans  le  cas  où  w  =  i. 

1(j1.   Théorème  de  Cauchy.  —  Lorsque     "^'  ou  ^'ii„  lenJ  vers 

riinité,  sans  être  conslamnienL  supérieur  à  i/n,  les  règles  de 
d'Alemberl  et  de  (]aiiclij  ne  permettent  pas  d'affirmer  la  conver- 
gence ou  la  divergence  d'une  série.  Il  faut  dans  ce  cas  prendre 
pour  termes  de  comparaison  d'autres  séries  jouissant  de  la  même 
propriété,  et  de  caractère  connu.  La  proposition  suivante,  cpic 
Caucliy  a  déduite  de  l'étude  des  intégrales  définies,  permet 
souvent  de  décider  de  la  convergence  on  de  la  divergence  d'une 
série,  lorsque  les  règles  précédentes  sont  en  défaut  : 

Soit  o(x)  une  fonction  positive  à  partir  dime  certaine  valeur  a 
de   .r,    allant   constamment  en    décroissant   et    tendant   vers  zéro 

quand  x  augmente  indéfiiiimcnt.  La  coiirhe  j' = 'j(.r )  esl  asym- 

,  / 
ploie  à  l'axe  des  x,  et  l'inlégrale  définie    /     ■f(x)dx  peut  tendre 


I.    —    RÈGLES   DK    CONVKRCiKNCK.  3<)<) 

vers  tiiie  Imiile  finie  ou  non,  lorsque  /  croit  incii'litiinicnt.  Cela 
|)Osé,  la  série 

(  6  j  '-^(a)  —  -^i  a  ^^  \)  ~.  .  .—  r^(a  -î-  II)  -^  .  .  . 

est  convergente  si  V intégrale  précédente  tend  i^ers  une  limite^ 
et  divergente  dans  le  cas  contraire. 

Supposons,    en    effet,   x   com])ris   entre   a -\- p  —  i    et    a-^p, 
p  étant  un   nombre  entier  positif.    De  la   (loiijjle  inéj;alité 

o(a  — /J  —  i)>o(a-)>ç(aH-/j; 
on  lire,  en  intégrant  entre  les  limites  a  -\- p  —  i,  a-\-p. 

Faisons  suecessivenient  p  =  \  .  j.,   ....  n  et  ajoutons  les  inéga- 
lités obtenues;  il  vient 

ç(a)-!- o(a  ^  i)  ^. .  .  —  oi'a^rt  —  i)>  /  a(x}<jT, 

Ç  (  a  -^  I  )  —  ^  ('  (7  -I-  -2  )  — .  .  .  —  ç  (  o  -i-  /!  I  <    /  '■f(^)  df- 

Cela    posé,    si    linlégralc     /     ■çi.v^dj:    tend    veis    une   limite    J> 

lorsque  /  augmente  indéfiniment,  la  somme  '.pi  (ï  ) -i-...-r -(^a -i- «), 
restant  constamment  moindre  que  'j((7)4-L,  tend  vers  une 
limite;  la  série  (6)  est  donc  con\ergente.  Au  contraire,  si  l'inté- 
grale   /  ■^(^x)dx  croit  au   delà  de   toute   limite,    il  en   est   de 

même,  d  après   la  iiremière   inégalité,  de   la   somme  ^sfa-i-e); 

la  série  (6)  est  donc  divergente. 

Prenons,  par  exemple,  -j(.2')=  -^^  où  |jl  est  positif,  et  rt  =  i . 

Cette    fonction    '^(x)    satisfait    bien    à    toutes    les    conditions    de 

fi-noMcé,  et  rintésrale    /     ^—   tend  vers  une  limite  lorsque  /  croit 

indélininient,  pourvu  que  'jl  soit  supérieur  à  limité,  et  dans  ce  cas 
seulement.  Il  en  résulte  que  la  série  dont  le  ternie  général  est  n~^ 
est  convergente  si  li.  est  plus  grand  que  ««,  et  divergente  si  [J.=  i . 
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Supposons    encoie    a(x)=:-— -; — ,    a  =  i^    n    ëlani    posilif 

et  log:z'  désignanl  le  log;aiilijiie  népérien.  On  a,  en  suppo- 
sant [A  <  I , 

Ç    — ^ =  ^^[(log7i)'-I^— (log'2)i-!^]; 

le  second  membre  a  une  limite  Unie  si  [/.  >  i  el  aiiginenle  indéfi- 
niment si  [ji.  <<  I .  Dans  le  cas  particulier  où  [;l  =  i,  on  voit  de  la 
même  façon  que  l'intégrale  croît  au  delà  de  toute  limite.  La  série 


■2(log-2)H-         3(log3)f^  «(log/i)!^ 

est  donc  convergente  si  jji  >  i ,  el  divergente  si  [Ji-Ï:  i . 
Plus  généralement,  la  série  dont  le  terme  général  est 


Il  lug«  log-/i  log''/i  ...  log'-"-'  n(\o^i' n)V- 

est  convergente,  si  l'on  a  pi.  >  I  et  divergente  si  j-n- i;  i .  On  a  écrit, 
pour  abréger,  log-/«  à  la  place  de  loglog/J,  et  d'une  Cacon  géné- 
rale log/'/f  à  la  place  de />  signes  log  superposés.  Bien  entendu  on 
ne  donne  à  l'entier  n  que  les  valeurs  assez  grandes  pour  que  log«, 
log-  rt,  log'/!,  ....  \o^P n  soient  positifs,  el  l'on  suppose  les' termes 
manquants  remplacés  par  des  zéros.  On  le  démontre  comme  pour 
les  séries  précédentes;  si,  par  exemple,  on  a  u  ^'  i ,  la  fonction 


X  loga"  log-ar.  .  .(log'^jr  jM- 


est  la  dérivée  de  (log/'.r)'    l^,  et  celle  dernière  (onction   ne 

tend  vers  une  limite  (inie  lorsque  x  augmente  indéfiniment  que  si 
l'on  a  y.  >■  I . 

La  proposition  de  Cauchy  est  susceptible  d'appUcatioiis  d'un  autre 
genre.  La  fonction  ^(a:)  satisfaisant  toujours  aux  conditions  énoncées 
plus  liaut,  considérons  la  somme 

(y)  ï.(«) -t- (p(7t  +  i) -i-.  .  .-1- œ(« -)-/>), 

où  n  et  p  sont  deux  nombres  entiers  qu'on  fait  croître  indéfiniment.  Si 
la  série,  dont  le  terme  général  est  o{n),  est  convergente,  la  somme  précé- 
dente a  zéro  pour  limite,  car  elle  est  la  différence  des  deux  sommes  S„+p 
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et  S„_i  qui  tendenl  l'une  et  l'autre  vers  la  somme  de  la  série.  .Mais  si  cette 
série  est  divergente,  on  ne  peut  plus  rien  affirmer.  En  reprenant  le  raison- 
nement de  tout  à  l'heure,  on  parvient  à  la  double  inégalité 

I  o(x)dx<'^(nj  —  ts(n^i)^...  —  a(n-i-p)<,-^(n)-^  is(x)d.r: 

comme  ç(n)  tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment,  on  voit  que 
la    limite    de    la    somme    considérée    est    la    même    que    celle    de    l'inté- 

grale     1  a(x)dx,  et  elle  dépend  de  la  façon  dont  les  nombres  n  et  p 

croissent  au  delà  de  tonte  limite. 

P 
Par  exemple,  pour  avoii-  la  limite  de  la  somme  N^  ( n  -r-  j;-'.  il  suffit  de 

(  =  0 

chercher   la   limite   de  l'intcgrale  définie  /  — ^  =  loef  i -i- —  )•   Il  est 

clair  que  cette  intégrale  n'a  une  limite  que  si  le  rapport  —  a  une  limite: 
si    I   est   la   limite    de   ce    rapport,    la   somme    précédente    a    pour  limite 

F 

Pour  avoir  la  limite  de  la  somme  ^  (n  -!-  t)    -,  il  faut  de  même  chercher 
la  limite  de  l'intégrale 

[-"^''dx  , ,-s 

J„  \^ 

pour  que  celte  expression  ait  une  limite,  il   faut  que  le  quotient  -^  ait 

s'n 
lui-même  une  limite  -x.  L'expression  j)récédente  a  aussi  poui'  limite  a. 

162.   Critères  logarithmiques.  — ■  En  prenant  comme  lernie  cli' 

comparaison  la  série  ^"    '"'.  Cauciiy  a  été  conduit  à  une  nouvelle 

règle  de  convergence,  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  est  relative 

à  ('  M„  : 

log  — 
•3<,  a  partir  a  un  certain  rang,  -r-^ —  est  constamment  supe- 

riertr  à  un  nombre  fixe  plus  grand  que  l'unité,   la  série  est 

\og  — 

conrers^ente.  Si  -, est  constamment  inférieur  à  l'unité,  la 

log«  •' 

série  est  diiergente. 

G.,  I.  26 
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Lorsque       ^  "    tend  vers  une  limite  l  quand  n  augmente 

indéfiniment,   la  série  est  conçergenfe  si  l^i,   et  divergente 
si  l  <C.i.  Il  y  a  doute  si  l  =  i . 

Pour  (Jémontier  la   première  pailie,  remarquons  que  de  l'iné- 
galité 

lo"  —  >  />■  los/i 

lin  déduit  que  a„  est  inféiieur  à  n''' ;   la  série   est  donc  conver- 
gente, si  l'on  a  A  ]>  I . 
De  même,  si  l'on  a 

log  —  <  \o2  n, 

on  en  déduit  u,,''>  —,  la  série  est  r!onc  divergente. 

Cette  règle  permet  de  reconnaître  la  convergence  d'une  série 
lotîtes  les  fois  qu'à  partir  d'un  certain   rang  les   termes  de  celte 

série  sont  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  série  j ^  A/i~t^, 

oii  A  est  un  facteur  constant,  et  a  >  i .  Si  l'on  a,  en  effet, 


on  en  déduit 


logi<„-^  |jilog«  <  logA, 

,        I 

^  Un  bïA 


l(ig/l  log« 

et  le  second  membre  a  pour  limite  u.  lorsque  n  augmente  indétî- 
niment.  A  partir  d'un  certain  rang,  on  aura  donc  en  désignant 
par  k  un  nombre  compris  entre  un  et  [x, 

log-^ 


log« 
En  prenant  de  même  comme  termes  de  comparaison  les  séries 

y \ ,  y \ ,  ..., 
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Oïl  obtient  une  iiilinilé  de  règles  de  convergence,  qui  se  déduiront 

Io<r —  log- ■ 

11          ■    ■  I            / .  N                   1               1         M  ■            •          "'I  nu ,1 

de  la  pieceuenle    '  )  (mi  leniplaçant  dans  I  énonce  -; pai-  -; — ^ — > 


«((„  loiî/i  ,,  ,    ,  ,  ..  .    ,      ,  , 

nuis  par  ; .    ••••    Lies   relies   s  applinuenl  a   des  cas  de 

I  r  log^7j  '^  III 

plus  en  plus  étendus;  il  esl  facile  de  s'assurer,  en  efifet,  que  si 
lune  d'elles  permet  de  reconnaître  la  convergence  ou  la  diver- 
gence ilune  série,  il  en  sera  de  même  de  loules  les  suivantes. 
Mais,  aussi  loin  que  ion  aille  dans  la  série  des  essais,  il  peut  se 
(.lire  que  l'applii  ation  de  ces  règles  ne  permette  jamais  de  recon- 
naître le  caractère  d'une  si'rie.  MM.  du  Bois-Redmond  (-)  et 
l'iingslieim  (')  ont,  en  ellel,  formé  des  séries,  tant  convergentes 
(jiie  divergentes,  |>our  lesquelles  les  critères  logarithmiques  ne 
donnent  aucune  indication.  (]e  résultat  est  d'un  grand  intérêt 
lliéorique,  mais  les  séries  convergentes  de  cette  espèce  sont  évi- 
demment très  lentement  convergentes  et  ne  paraissent  pas  suscep- 
tibles d'ap|)lications  au  calcul  nuinériipie  ('•). 

163.  Règle  de  Raabe  et  Duhamel.  —  En  conservant  les  mêmes 
séries  comme  termes  de  comparaison,  mais  en  comparant  les 
rapports  de  deux  termes  consécutifs  an  lieu  de  comparer  les 
termes  eux-mêmes,  on  est  conduit  à  de  nouvelles  i-ègles,  moins 
générales,  il  est  vrai,  que  les  précédentes,  mais  qui  sont  souvent 
d-une  application  plus  commode  dans  la  pratique.  Ainsi,  soit  (U) 

une  série  à  termes  positifs  dans  laquelle  le  rapport  -!i±l  tend  vers 

l'unité,  en  étant  constamment  inférieur  à  un.  On  peut  représenter 

ce  rapport  par  ,  a„  étant  un  nombre  positif  qui   tend   vers 

/.i-ro  lorsque  /;  augmente  indélinimeiit.  La  comparaison  de  ce  rap- 


(')  Voir  Bertrand,  Traité  de  Calcul  différentiel  et  iiitéj^ral,  t.  I,  p.  2.38; 
Journal  de  Liouville,  i"  série,  l.  VII,  p.  35. 

(-)  Ueber  Convergeas  von  Reilien  (Journal  de  Crelle,  t.  CG,   1S73,  p.  85). 

C)  Allgenieine  Théorie  der  Divergenz...  (Matheniatisclie  Annalen,  t.  WV, 
.s,,o). 

('  j  Dans  im  exemple  de  série  convergenle,  dû  à  .M.  du  Bois-Reymond,  il  fau- 
diait,  d'après  l'auteur,  calculer  la  somme  d'un  nombre  de  termes  égal  au  volume 
de  la  Terre  exprimé  en  millimétrés  cubes  pour  avoir  seulement  la  moitié  de  la 
somme  de  cette  série. 
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porl  avec  (^y^  conduit  à  la  règle  suivante,  obtenue  d'abord 
par  Raabe  ('),  puis  par  Duhamel  (-')  : 

Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  le  produit  na.„  est  constam- 
ment supérieur  à  un  nombre  fixe,  plus  grand  que  un,  la  série 
est  convergente.  Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  ce  produit  est 
constamment  plus  petit  que  un,  la  série  est  divergente. 

La  seconde  partie  de  la  proposition  est  immédiate.  Si,  à  parlir 
d'un  certain  rang,  on  a  n  a„  <  i ,  on  en  déduit 


et  le  rapport  '^^^  est  supérieur  au  rapport  de  deux  termes  consé- 
cutifs de  la  sérié  harmonique  :  la  série  est  donc  divergente. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  qu'à  partir  d'un 
certain  rang  on  ait  conslammenl  «a„  >k>  i.  Soit  ^  un  nombre 
compris  entre  .  et  A-,  .  <  p.<  />;  la  convergence  de  la  série  sera 
assurée  si,  à  partir  d'un  certain  rang,  le  rappoil  ^  est  moindre 
que  le  rapport  (^^"  V^de  deux  termes  conséculifs  de  la  série 
dont  le  terme  général  est  «"l'.  Il  faut,  pour  cela,  que  l'on  ait 


(8) 


< 


ce  qu'on' peut  écrire,  en  développant  (.  +  ^f  par  la  formule  de 
Tajlor  limitée  au  terme  en  ^  ., , 

1-4-  -  +  -^  <!-+-««, 

7i        n- 

À„  restant  toujours  moindre  qu'un  nombre  fixe  lorsque  n  augmenle 
indéfiniment.  Cette  condition  devient,  en  simplifiant, 


(')  Zeitschrifl  fiir  Matliematik  und  Physik,  l.  X,  i832. 
(')  Journal  de  Liouville,  t.  IV,  i838. 
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or  le  premier  membre  a  ])onr  limite  ut  lorsque  n  croil  indéfini- 
ment. A  p;irlir  d'une  valeur  do  n  assez  i;rande,  ce  premier  membre 
sera  donc  moindre  que  /ia„,  ce  ([iii  suflil  pour  démontrer  l'inéga- 
lilé  (8)  el  par  suite  la  converj^enee  de  la  série. 

Lorsque  le  produit  rta„  tend  vers  une  limite  l  pour  n  infini,  on 
peut  appliquer  la  règle  précédente.  La  série  est  convergente 
si  />  I ,  el  divergente  si  /  <  i  •  H  y  a  doute  pour  /^  i ,  sauf  dans 
le  cas  où  n  y.,i  tend  vers  un  en  lui  restant  constamment  inférieur; 
la  série  est  alors  divergente. 

Lorsque  le  proiluit  rta„  a  pour  limite  l'unilé,  on  compare      "'*"'■  au  rap- 

11,1 
poil  de  deux  termes  consécutifs  de  la  série 


niog^iH- 


ra(log/i  If- 


qui  est  convergente  si  |jt  >  i,  et  divergente  si  |Jt  =  i .  Ecrivons  le  rapport  de 
deux  termes  consécutifs 


^„  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Si,  à  partir  d'un 
certain  rang,  le  produit  [3„  log  n  est  constamment  supérieur  à  un 
nombre  fixe  plus  grand  que  l'unité,  la  série  est  convergente.  Si  ce 
produit  est  constamment  inférieur  à  l'unité,  la  série  est  divergente. 
Pour  démontrer  la  première  partie,  supposons  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  n  supérieures  à  un  nombre  /),  on  ait  3„  log«  >  A  >  i.  Soit  a  un 
nombre  tel  que  i  <  |Ji  <  k.  La  convergence  de  la  série  sera  établie  si,  à 
partir  d'un  certain  rang,  on  a 


(9) 


ce  qui  peut  s  écrire 


«  j- 1  L  log  (  n  —  I  ,1  J 


-  >  (  I-- 
n         \         Il 


ou,  en  appliquant  la  formule  de  Taylor  au  second  membre. 


n         n         \         n  /   \ 


,lo^     .- 


,.,(,- ly 


\os.n 


i.n   restant   inférieur   en   valeur  absolue  à  un  nombre  fixe  lorsque  n  croit 
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indéfiniment.  Cette  inégalité  devient,  en  simplifiant, 


P„  logn  >  [i(7!  -i-  I  )  iog  (  I  -f- 


>..<.-^.,[K-(.*i)l' 


ll)n« 


or  le  produit  (/!  ^  1  )  Iog  (  i  -; 1  a  pour  liniitpM'unité  lorsque  //  augmeiil 

indéfiniment,  car  on  peut  l'écrire,  d'après  la  formule  de  Taylor, 


(h 


Dlog    1+  - 


£  tendant  vers  zéro.  Le  second  membre  de  l'inégalité  précédente  a  donc 
pour  limite  fx,  et  l'inégalité  est  assurée  à  partir  d'un  certain  rang,  puisque 
le  premier  membre  est  supérieur  à  un  nombre  k  >  |ji. 

On   démontre  de  même  la  seconde  iiartie  en  comparant  le  i  apport 

au  rapport  de  deux    termes   consécutifs  de  la   série   dont  le  ternie  général 

est L  inégalité 

n  loi'  n 


peut  s  écrire 


IH h  !^   < 


I      l0g(/!   -+-  I  ) 

logf.-^^y 


|î„  logn  <  («H-i)  log(  I  -H  —  \; 


or  le  second  membre  tend  vers  l'unité  par  valeurs  supérieures  à  l'unité, 
comme  le  montre  la  formule  (lo).  L'inégalité  est  donc  assurée,  à  partir 
d'un  certain  rang,  puisque  le  premier  membre  ne  dépasse  pas  l'unité. 

De  la  proposition  précédente  on  déduit  encore,  comme  corollaire,  que. 
si  le  produit  p„  Iog  n  tend  vers  une  limite  l,  lorsque  n  croît  indéfiniment, 
la  série  est  convergente  si  Z  >  i ,  et  divergente  si  Z<  i.  fl  y  a  doute  pour 
/  =  I,  sauf  dans  le  cas  où  le  produit  p,,  Iog  ;;  reste  toujours  inférieur  à  un  : 
la  série  est  alors  divergente. 

Lorsque  p„  Iog  n  tend  vers  l'unité  en  lui  restant  supérieur,  on  écrira  di' 
même 


T" 


n  lofr« 


•(n  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On  aura  des 
énoncés  tout  pareils  aux  précédents  en  considérant  le  produit  Ynlog^w, 
et  ainsi  de  suite. 
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Corollaire.  —   Luixiue.  dans   une    série  à   ternie?    positifs,   le    rapport 
d'un  terme  au  précéilent  est  de  la  forme 

;/.,^i  _  /•  IL, 

u  étant  un  nombre  positif,  r  étant  constant,  et  la  valeur  absolue  de  H„ 
restant  inférieure  à  un  nombre  fixe  lorsque  n  croit  indéfiniment,  la  série 
est  convergente  si  r  est  plus  grand  que  un,  et  divergente  dans  tous  les 
autres  cas. 

Si  l'on  représente  toujours  par le  rapport  de  deux  termes  consé- 
cutifs, on  a,  en  effet, 


et  par  suite  lini  n  a„  =  r.  La  série  est  donc  convergente  si  r  >  i  et  divei- 
gente  si  /■<  i.  Le  seul  cas  douteux  est  celui  où  ;•  =  i .  Pour  lever  l'ambi- 
guïté, posons 


et  le  second   membre   tend   vers   zéro   lorsque  n   augmente    indéfiniment, 
aussi  petit  que  soit  le  nombre  positif  p..  La  série  est  donc  divergente. 

Supposons,   par  exemple,  que   — —  soit    une  fon<lion   rationnelle  de  n 

tendant  vers  l'unité  lorsque  n  croît  indéfiniment. 


u„^i         ni'  —  a,  ni 


Il  ,1  ni'  -^  bi  ni'-'  —  h-i  ni'-'-  --...' 

on  peut   aussi  l'écrire,   en    ellectuant   la   division    et    s'arrétant   au    terme 

en   — , 
n- 

"n-i-i  «1  —  bi         œfwl 


o(/i)  étant  une  fonction  rationnelle  de  n  qui  tend  vers  une  limite  finie 
lorsque  n  croît  indéfiniment.  D'après  le  résultat  qui  précède,  pour  que  la 
série  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

l>l>  Oi^l. 
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Ce  théorème  est  dû  à  Gauss,  qui  l'a  démontre  directement;  c'est  une 
des  premières  règles  générales  de  convergence  ('). 

16  i.  Séries  absolument  convergentes.  —  Occupons-nous  main- 
tenant des  séries  dont  les  termes  peuvent  avoir  des  signes  quel- 
conques. Lorsque  à  pnrtir  d'un  rang  assez  élevé  tous  les  termes 
ont  le  même  signe,  ce  cas  se  ramène  immédialemenl  au  précédent. 
Il  suffit  donc  d'étudier  le  cas  où  il  y  a  dans  la  série  une  infinité 
de  termes  positifs  et  une  infinité  de  termes  négatifs.  Nous  allons 
d'abord  démontrer  la  proposition  suivante,  qui  est  fondamentale  : 

Une  série  à  tei-mes  quelconques  est  convergente  lorsque  la 
série  formée  par  les  iialeurs  absolues  de  ses  termes  est  elle- 
même  convergente. 

Soient 

(it)  i/„-l- !<,-(-..  .-h  ^<„^-.  .  . 

une  série  dont  les  termes  peuvent  avoir  un  signe  quelconque  et 

(12)  u„-^U,--...^-U„-+-... 

\.\  série  formée  |)ar  les  valeurs  aijsolues  des  termes  de  la  première, 
où  l'on  a  posé  U„  =  |  «„  |.  Si  la  série  (12)  est  convergente,  il  en  est 
lie  même  de  la  série  (11);  c'est  une  consécpieme  du  théorème 
général  de  convergence,  puisqu'on  a 

\u,i+  Un+\+-  .  .-I-  Un+i>  I  <  U„-H  U„  +  i+.  .  .-H  U„+,,, 

et  que  la  seconde  somme  peut  être  rendue  moindre  que  tout 
nombre  donné,  pourvu  que  l'on  jirenne  le  nombre  n  assez  grand, 
le  nombre />  restant  arbitraire. 

On  peut  encore  s'en  rendre  compte  autrement.  Ecrivons 

(,„  =  («„ -H  U„)-  U„, 
et  considérons  la  série  auxiliaire  dont  le  terme  général  est  w„ -H  Un, 

(i3)  («0+  Uo)  -H  («1-1-  Ui)-+-. . .-(-  (m„-i-  U„)  -H. . .  ; 


(')  Disquisitiones  générales  rirca  seriem  infini  tant  i-\ —X+...   (Œuvres 

complètes,  t.  III,  p.  i38). 
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S„,  Sj,,  SJ,  désignant   respectivement  les  sommes  des  n    premiers 
termes  des  séries  (ii),  (12)  el(i3),  on  a  évidemment 


Or  la  série  (12)  est  convergente  par  hypothèse;  il  en  est  de 
même  de  la  série  (  i3)  qui  n'a  aucun  terme  négatif  et  dont  le  terme 
général  est  au  plus  égal  à  2U,,.  Les  sommes  S^,  S"„,  el  par  suite  S„ 
tendent  donc  vers  des  limites  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
c'est-à-dire  que  la  série  proposée  (11)  est  convergente.  On  voit  de 
plus  que  cette  série  peut  être  considérée  comme  provenant  de  la 
soustraction  terme  à  terme  de  deux  séries  convergentes  à  termes 
positifs. 

Toute  série,  telle  que  les  valeurs  absolues  de  ses  termes  forment 
une  série  con\ergente,  est  dhe  absolument  convergente.  On  peut, 
dans  une  pareille  série,  modifier  l'ordre  des  termes  d'une  façon 
arbitraire  sans  changer  la  somme  de  cette  série.  Considérons 
d'abord  une  séiie  convergente  (U)  à  termes  po.sitifs,  de  somme  S, 
et  soit  (V)  une  autre  série  avant  les  mêmes  termes  que  la  première, 
rangés  dans  un  ordre  difTéreut,  de  telle  façon  que  chaque  terme 
de  la  série  (U)  se  retrouve  dans  la  série  (V)  à  une  place  quel- 
conque, el  qu'inversement  chaque  terme  de  la  série  (\  )  se  retrouve 
aussi  dans  la  série  (U),  mais  à  un  rang  qui  peut  être  différent. 

Soit  S',„  la  somme  des  m  premiers  termes  de  la  série  (V); 
puisque  tous  ces  termes  se  retrouvent  dans  la  série  (U),  il  est 
clair  que  l'on  peut  prendre  un  nombre  n  assez  grand  pour  que 
les  m  premiers  termes  de  la  série  (V)  fassent  partie  des  n  pre- 
miers termes  de  la  série  (U).  On  a  donc 

s;„<s„<s, 

ce  qui  prouve  que  la  série  (V)  est  convergente  et  a  une  somme 
S'<S.  Tout  pareillement,  on  doit  avoir  S  ^S',  et  par  suite  S'=  S. 
Le  même  raisonnement  prouve  que,  si  l'une  des  séries  (U)  et  (V) 
est  divergente,  il  eu  est  de  même  de  la  seconde. 

On  peut  aussi,  dans  une  série  convergente  à  termes  jjosilifs, 
groiqjcr  les  termes  ensemble  d'une  façon  arbitraire,  c'est-à-dire 
former  une  nouvelle  série  dont  cliaique  terme  soit  égal  à  la  somme 
d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  première,  pris  d'une  façon 
quelconque,    sans    changer    la    somme   de    la    série.     Supposons 
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(l'abord  que  l'on  groupe  ensemble   un  cerlain   nombre  de   termes 
conséculifs,  et  soil 

(i4)  Ao-i- A,^  As^. .  .-H  A,,,-!-. . . 

la  nouvelle  série  ainsi  obtenue,  où  l'on  a,  par  exemple, 

Ao  =  «0-^  "l  —  •  •  •->-  «/),  ■'^1  =  0/t+\  -!-...-)-  «y, 

A;  =  «y  +  l  -h.  .  .-h  a,.,  .... 

La  somme  S„,  des  ni  premiers  termes  de  la  série  (i4)  est  égale 
à  la  somme  S,<  des N  premiers  termes  de  la  série  proposée  (N>m). 
Lorsque  m  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  N  et,  par 
suite,  S',„  a  aussi  pour  limite  S. 

En  combinant  les  deux  opérations  précédentes  on  voit  que, 
étant  donnée  une  série  convergente  à  termes  positifs,  on  pent.  sans 
changer  la  somme,  la  lemplacer  par  une  autre  série  dont  chaque 
terme  est  formé  par  la  somme  dun  certain  nombre  de  termes  de 
la  première  pris  dans  un  ordre  quelconque.  Il  suffit  que  chaque 
terme  de  la  première  série  entre  dans  un  des  groupes  qui  forment 
les  termes  de  la  seconde  série  et  dans  un  seul. 

Toute  série  absolument  convergente  pouvant  être  regardée 
comme  la  différence  de  deux  séries  convergentes  à  termes  positifs, 
les  opérations  précédentes  sont  encore  légitimes  pour  une  pareille 
série.  On  voit  donc  qu'une  série  absolument  convergente  peut 
être,  au  |)oinl  de  vue  du  calcul  numérique,  traitée  comme  une 
somme  d'un  nombre  fini  de  termes. 

16o.  Séries  semi-convergentes.  —  Une  série  à  termes  quel- 
conques peut  être  convergeuie.  sans  que  la  série  formée  par  les 
valeurs  absolues  de  ses  termes  soit  convergente.  C'est  ce  que 
prouve  très  clairement  le  théorème  sur  les  séries  alternées  dont  je 
me  borne  à  rappeler  l'énoncé  : 

Une  série  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  est 
convergente  si  la  valeur  absolue  de  chaque  terme  est  plus 
petite  que  la  valeur  absolue  du  terme  précédent,  et  si,  en 
outre,  les  termes  décroissent  indéfiniment  en  valeur  absolue 
quand  leur  rang  augmente  indéfiniment. 
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Prti'  f\eninlc  la  série 


est  convergente,  Inndis  que  la  série  formée  par  les  valeiiis  absolues 
des  larmes,  qui  esl  la  série  harmonique,  est  divergente.  Les  séries 
convergentes,  qui  ne  sont  pas  absolumenl  convergentes,  sont  dites 
semi-coin'ergentes.  Les  travaux  de  Cauchy,  de  Lejeune-Dirichlet 
et  de  Riemann  ont  bien  montré  la  nécessité  de  distinguer  entre 
les  séries  alisi)lument  convergentes  et  les  séries  semi-convergentes. 
Ainsi,  dans  une  pareille  série,  on  n'a  pas  le  droit  de  ciianger 
l'ordre  dans  le(|rrrl  les  termes  se  succèdent  oir  de  grouper'  ces 
termes  dirne  façon  arbitraire;  ces  opf'riilioirs  peuvent  avoir  pour 
résultat  de  modifier  la  somme  de  la  si'rie,  ou  même  de  changer 
irne  serre  convergente  en  une  serre  divergerrle,  et  inversement. 
Reprenons,  par  exemple,  la  série  convergente  (i5)  dont  la  somme 
est  éviilemmerit  la  limite  de  l'expression 


2(t^ 


r         2  /t  T-  '2  , 


lorsqir"  i)i  arrgmenle  indélrniment.  Ecrivons  les  tirmes  de  cette 
série  dans  urr  autre  ordre,  eir  faisant  suivre  chaqrre  terme  positri 
de  deux  termes  négatifs, 


(i6l   r----^ 
>.        4 


on  démontre  aisément,  en  considérant  les  sommes  Ss/j,  S^,,^!, 
^30+21  que  cette  nouvelle  série  est  convergente.  Elle  a  pour  somme 
la  limite  de  l'expression 


■1  «  +  4  / 

lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Mais  on  a 

I  r  '         _   '  /        '  '         "l 

•2 «  ^  I         4  rt  -I-  -2        4  "  -H  4        ■>.  \'i II  —  \         ■>. n  ^-  -i  J 

et,  par  conséiprent,  la  somme   de  la  seconde  série  est  égale  à  l.i 
moitié  de  la  somme  de  la  première. 
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D'une  façon  générale,  étant  donnée  une  série  qui  est  convergente  sans 
l'être  absolument,  on  peut  ranger  les  termes  de  cette  série  dans  un  ordre 
tel  que  la  nouvelle  série  soit  convergente  et  ait  pour  somme  un  nombre 
quelconque  A  donné  à  l'avance.  Désignons  par  Sp  la  somme  des  p  pre- 
miers termes  positifs  de  cette  série,  par  Sî^  la  somme  des  valeurs  absolues 
des  q  premiers  termes  négatifs;  la  somme  des  />  -i-  y  premiers  termes  est 
évidemment  Sp  —  S^.  Lorsque  les  deux  nombres/)  el  q  augmentent  indé- 
finiment, il  doit  en  être  de  même  des  deux  sommes  Sp  et  S^,  sans  quoi  la 
série  serait  divergente  ou  absolument  convergente.  D'autre  part,  la  série 
étant  convergente,  le  terme  général  doit  tendre  vers  zéro. 

Gela  posé,  nous  formerons  une  nouvelle  série  ayant  pour  somme  A  de 
la  manière  suivante  :  Prenons  les  termes  positifs  de  la  série  proposée  dans 
l'ordre  où  ils  se  présentent  jusqu'à  ce  que  leur  somme  soit  supérieure  à  A  ; 
écrivons  à  leur  suite  les  piemiers  termes  négatifs  dans  l'ordre  où  ils  se 
présentent,  et  arrêtons-nous  dés  que  la  somme  des  termes  écrits  est  infé- 
rieure à  A;  écrivons  ensuite  les  termes  positifs  en  commençant  par  le  pre- 
mier des  termes  négligés,  et  arrêtons-nous  dès  que  la  somme  des  termes 
écrits  est  supérieure  à  A,  puis  reprenons  les  termes  négatifs,  et  ainsi  de 
suite.  Il  est  visible  que  les  sommes  des  termes  de  cette  nouvelle  série  sont 
tantôt  plus  grandes  et  tantôt  plus  petites  que  A,  mais  qu'elles  diffèrent  de  A 
d'une  quantité  qui  décroît  indéfiniment  et  tend  vers  zéro. 

166.  Règle  d'Abel.  —  On  doit  à  Abel  un  théorème  permettant  de 
reconnaître  la  convergence  de  certaines  séries,  qui  échappent  aux  règles 
précédentes.    La    démonstration   repose   sur  un   lemme  dont  on  s'est  déjà 

servi  (  n"  77).  Soit  ^  Mi  une  série  convergente  ou  indéterminée  (c'est- 
à-dire  telle  que  la  somme  des  n  premiers  termes  soit  toujours  moindre 
en  valeur  absolue  qu'un  nombre  fixe  A):  considérons  d'autre  part  une 
suite  de  nombres  positifs  e,,  dont  chacun  est  plus  petit  que  le  précédent 
et  tels  que  lim  c„  =  o,  pour  n  =  x.  Cela  posé,  la  série 

(17.)  £gi/o+  eii^i  -r-.  .  .-t-  E„(/„^.  .  . 

est  convergente,  sous  les  conditions  énoncées. 

Il  résulte  en  effet  des  hypothèses  que  l'on  a.  quels  que  soient  les 
nombres  n  et  p. 

I  !<„+i-H...-+-  «„  +  ,,[  <  2  A, 

et,  par  suite,  d'après  le  lemme  rappelé  tout  à  l'heure, 

I  "n+l  î«+l  -H  ...  -H  Un+p  ^n+p  |  <  2  •'^  ïn^-l  ; 

puisque  En+i  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  on  peut 
prendre  n  assez  grand  pour  que  la  valeur  absolue  de  la  somme 

'  ^n-hl  ««+1  -!-.  .  .-I-  -n+p^n+p 
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soil   iiioiiiiiie    que    tout    nombre   donné    à    l'avance,    quel   que  soit  p.    I.a 
série  (  17)  est  donc  convergente,  en  verlu  du  théorème  général  (n"o). 
Lorsque  la  série  «o  H-  "1  -!-  •  •  •  -+-  "«  -H  .  • .  se  réduit  à  la  série 


dont  les  termes  sont  alternativement —  i  et  —  1,  la  proposition  précédente 
se  réduit  au  théorème  rappelé  plus  haut,  concernant  les  séries  alternées. 
Voici  un  autre  exemple.  I,a  serii' 

sin9  +  sin  -2  0  -^  sin  !i9  -t-.  .  .-f-  sin  «0  -t-.  . . 

esl  convergente  ou  indéterminée.  Lorsque  sin  9  =  o  la  série  a  tous  ses 
termes  nuls;  lorsque  sin 9  50,  la  somme  des  n  premiers  termes  est  égale, 
d'après  une  formule  de  Trigonométrie,  à 

.     nO 
sin  — 

isin/^L^eV 


et  par  conséquent  est  moindre  en  valeur  absolue  que  j j-.-  On  en  conclut 

que   la  série 

£1  sin9  -H  £0  sinîB  -I-.  .  .-i-  J„  sin/i9  -H.  . . 

est  convergente,  pour  toute  valeur  de  0,  et  l'on  démontre  de  la  même  façon 
que  la  série 

e,  cos9  -t-  E.,  cosiiO  -+-...-)-£„  cos/iO  -4-. .  . 

est  convergente,  sauf  peut-être  pour  9  =  -ïk-r.. 

Corollaire.  —  On  peut  énoncer  une  propriété  plus  générale,  en  se  bor- 
nant aux  séries  convergentes.  Soient 

(/o  -t-  "  1  -+-•••  +  (/,i  -H  .  .  . 

une  série  convergente,  et 


une  suite  de  nombres  positifs,  allant  toujours  en  croissant  ou  en  décrois- 
sant, et  tendant  vers  une  limite  A,  différente  de  zéro,  lorsque  n  augmenta 
indéfiniment;  la  série 

(18)  '  «oMij-!-  «1  «1 -I-  ..  .-l-  5t„  !<„-(-..  . 

est  aussi  convergente. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  nombres  a,  aillent  en  croissant; 
nous  pouvons  écriie 

Oto^A'  —  £0,  0(,  =  A-  —  £1,  ....  ««  =  A  —  £„,  ..., 
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et  les  nombres  EoiEi.  ■•.,  E/h  •■•  forment  une  suite  de  nombres  positifs 
décroissants,  e„  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  Les  deux 
séries 

kuo-r  kux  -(-...+ A"M„  -H..., 

Eoï<o+  '1  «1  +•  •  --t-  î/; ''«-!-•  •  • 

sont  l'une  et  l'autre  convergentes  et,  par  suite,  il  en  est  de  uième  de  la 
série  (i8). 

II.  —  SÉRIES  .\  TERMES  IMAGINAIRES.  —  SÉRIES  MULTIPLES. 

I(j7.    Définitions.    —    Nous    indiquerons    dans    les    paraf^raphes 
suivants  quel([ues  généralisations  de  la  notion  de  série.  Soit 

(19)  «0  -t-   "1  -i-  "2  -I-  ■  •  •  -t-  '<«  -I-  ■  .  • 

une  série  dont  les  termes  sont  des  quaniili's  imaginaires 

M„  =  «D -)- ii,  {,         i<|  =  a, -I- 6,  j,  ...,         u„^=  a„-h  bni, 

celle  série  est  dite  corn'ergente,  si  les  deux  séries  formées  par  les 
parties  réelles  cl  les  coeliîi'ients  de  i  sont  séparément  conver- 
gentes, 

(20)  «0-1-  «1  +  "2  +  -  •■-!-  "«-*-••  •- 

(21)  bo-h  hi-^-  b.2-i-. .  .-*- b„  + 

Soient  S'  et  S"  les  sommes  des  deux  séries  (20)  et  (21)  :  la  somme 
de  la  série  (19)  est  S  ^=  S'+  «S";  il  est  évident  ([ue  cette  somme 
est  encore  la  limite  de  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (19)  lorsque  le  nombre  n  augmente  indéfiniment.  On  voit 
qu'une  série  à  termes  imaginaires  n'est  au  fond  que  l'ensemble  de 
deux  séries  à  termes  réels. 

Lorsque  la  série  formée  par  les  modules  des  différents  termes 
de  la  série  (1  9) 


(  Il  )  V  "  0  +  ^0  +  V  «  ;  +  ^  ï  -i-  • .  •  ^  va-il  -i-  6,-,  + . . . 

est  convergente,  il  est  clair  que  chacune  des  séries  (20)  et  (21)  est 
absolument  convergente,  car  les  valeurs  absolues  de  a„  et  de  b,, 
sont  au  plus  égales  au  terme  général  de  la  série  (22);  la  série  (19) 
est  dite  elle-même  absoliiinent  corn'ergenle.  On  peut  modifier 
l'ordre  des  termes  d'une  pareille  séile,  ou  grouper  ces  termes 
d'une  façon  arbitraire,  sans  cbanger  la  somme. 


II.    —    SERIES    A    TERMES    IMAGINAIRES.    —    SERIES    MULTIPLES.  i  '  ' 

A  loule  rè^ie  permettant  d'alfirnier  qu'une  série  à  termes 
positifs  est  convergente  correspond  une  règle  permettant  d'al- 
firnier qu'une  série  à  termes  quelconques,  réels  ou  imaginaires, 
est    absolument    convergente.    Ainsi,   lorsque    dans    une    série    le 

module  du  rapport -—^  est,  à  partir  d'un  certain  rang,  plus  petit, 

<[u'un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité,  la  série  est  absolument  con- 
\ergenle.  Soit  en  efl'ei  L/=k//|;  si,  à   partir  d'un  certain  rani;, 

on    a    constamment       "~'    <C  /«"  <  i  •    I*^    rappoit    de    deux   termes 

consécutifs  de  la  série 

Uo-^  Ui  — ...-^  U„  +  ... 

étant    inférieur    à    k,    à    partir    d'un    certain    rang,    cette    série 

est  convergente.  Si  le  rapport    "^'  lend  vers  une  limite  l  lorsque 

n  croit  indéfiniment,  la  série  est  convergente  lorsque  |/|  <i,  el 

divergente  lorsque  |/|  >  i;  dans  ce  dernier  cas,  en  effet,  le  module 

du  terme  général  u„  ne  tend  pas  vers  zéro,  les  deux  séries  (20)  et 

21)  ne  peuvent  être  à  la  fois  convergentes.  Il  y  a  doute  si  |  / 1  =  1 . 

D'une  façon  généiale,  soit  to  la  plus  grande  des  limites  de  y  U„  lorsque 
n  augmente  indéfiniment.  La  série  (19)  est  absolument  convergente  si  a>  <  i, 
et  divergente  si  to  >  i.  car  dans  ce  cas  le  module  du  terme  général  ne 
tend  pas  vers  zéro  (n°  160).  Il  y  a  doute  si  w  =  1;  la  série  peut  être  abso- 
lument convergente,  simplement  convergente,  ou  divergente. 

I(j8.   Multiplication  des  séries.  —  Soient 


24  )  Vf,-i-  Vi  -^  V-i  -i-  . .  .-i-  v,,  ^--  ■  ■ 

deux  séries  à  termes  quelconques.  Multiplions  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  un  terme  de  la  première  série  par  un  terme  de  la 
«econde,  et  groupons  ensemble  tous  les  produits  UiVjpoar  lesquels 
la  somme  i  ^J  des  indices  est  la  même;  nous  obtenons  ainsi  une 
nouvelle  série 

I  -^{UoV„-i-  UtVn-i-h.  ..^  Un^'à)  -^ 

Lorsque  les  deux   séries  (23)   et  (24)  sont  absolument  conver- 
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génies,  la  série  (aS)  est  aussi  convergente  eL  a  pour  somme  le 
produit  des  sommes  des  deux  premières.  Ce  théorème,  dû  à 
Cauchy,  a  été  généralisé  par  M.  Merlens  ('),  (jui  a  montré  qu'il 
était  encore  vrai,  pourvu  (ju'une  seule  des  deux  séries  (23)  et  (24) 
fût  absolument  convergente,  la  seconde  pouvant  être  simplement 
convergente. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  série  (aS)  soit  absolu- 
ment convergente,  et  soit  iv„  le  terme  général  de  la  série  (20) 


Pour  démontrer  la  proposition,  il  sulfil  de  faire  voir  que  les  deux 
différences 

»'o-H  H'i  -H  .  .  .  -i-  K'2„       —  {  Ko  -i-  "1  +•  •  •-*-  "n  )(^'u  -f-  ''1  +  ■  •  --H  ^'n  ). 
H'o-H  (V|  T-.  .  .+  iVon+i —  (K|)-I-  K|  -I-.  .  .-!-  (i„^-,)(i'o-f-  ^•,  -t-.  .  .-)-  iVj+i), 

tendent  vers  zéro,  lorsque  n  croît  indéfiniment.  La  démonstration 
étant  la  même  dans  les  deux  cas,  considérons  la  première  diffé- 
rence, que  nous  pouvons  écrire,  en  ordonnant  par  rapport  aux  Ui, 

S  =   «o(''«-tl  +  -  ■  •+  '•'2«)  -H  "1'  ^'n+l  -^--  •  •-!-  ''2(1-1  )  -i-  ■  ■■-+-  "n-l  ^ri+i 
-T-  ^^„-^,(^'o•^-.  .  .-i-  i'„_,  )  +  ((„+2(ro-i-.  .  .+  P,,-»)  +■  ■  •+  Unii'o- 

La  série  (23)  étant  absolument  convergente,  la  somme 

Uo+U,  +  ...+  u„ 

reste  inférieure,  quel  que  soit  n,  à  un  nombre  positif  fixe  A;  de 
même,  la  série  (24)  étant  convergente,  le  module  de  la  somme 
(^0+ <'i +•  •  •  4- *'«  reste  inférieur,  quel  que  soit  n,  à  un  nombre 
positif  fixe  B.  Gela  posé,  e  étant  un  nombre  positif  <|uelconqiie 
donné  à  l'avance,  nous  pouvons  choisir  un  nombre  positif  m  assez 
grand  pour  que  l'on  ait 


quel  que  soit  le  nombre />,  pourvu  que  n^m.  Le  nombre  n  étant 
choisi  de  cette  façon,  on  aura  une  limite  supérieure  du  module 

(  '  )  Journal  de  Crelle,  l.  79. 
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lie  0  en  rem|)l.iranl   (/„,   //,,    ....  ii-^,,   par  Lo.U,.    ....  {]■>„  res- 
|iecli\  enicnt,    puis    i'/,^.!  +  r„^i  + ••.+ ''«+/)   P'"'  .    fil   enfin 

i„  -T-  .  .  .  -f-  (■„_,,  fo  -T--  •  •  -7-  fH_2;  •  •  •  .  l'ii  ]).ir  B.  Il  vieni  aliirs 

-^  Un-^i  B  ~  l  „+,  B  ^ . . .  _  L  ,„  li, 
ou  encore 

1^1^  

B(U„_,  +  ...-U.,„i 


ou  enfin  |c|  <  r.  La  ilifléreucc  o  a  ilonc  zéro  pour  limlle. 

16SI.  Séries  doubles.  —  Coiisiiit'roi}s  un  écliif|uit'r  rectangu- 
laire c]iii  serait  limité  en  liant  et  à  gauche,  mais  qui  se  prolon- 
gerait ind<';finimenl  en  bas  et  à  droite.  Cet  échicpiier  contient  une 
infinité  de  colonnes  verticales,  qui  seront  numérotées  de  o  à  -!- oc, 
et  une  infinité  de  files  horizontales  qui  seront  numérotées  éjçale- 
nient  de  o  à  -i-x.  Concevons  maintenant  qu'à  chaque  case  de  cet 
échiquier  on  fasse  correspondre  un  nombre  qui  sera  inscrit  dans 
la  case  correspondante;  soit  eii/i  le  nombre  correspondant  à  la  case 
(jui  est  située  dans  la  file  de  rang  i  et  dans  la  colonne  de  rang  k. 

Aoiis  obtenons  ain>i  un  lableau  dis|)osé  comme  le  sni\anl  : 


(26) 


«00 

«01 

«02 

(Ion 

«10 

«Il 

«12          • 

..       a,„      ... 

«ÎO 

«51 

«22 

. .      a,,,      .  .  . 

««.0 

«ml 

«W2         • 

a„„c 

Nous  supposerons  d'aljord  (pie  Ions  les  termes  de  ce  tableau 
>ont  réels  et  positifs. 

Imaginons  maintenant  une  suite  de  courbes  Ci,  Co,  . . . ,  C„,  .... 

s'éloignant  indéfiniment  dans  toutes  les  directions  et  formant,  avec 

les   deux   droites   qui   limitent   le   tableau,   une  suite  de  courbes 

fermées  s'enveloppant  nuiluellemenl.  Soient  S,,  So,  .  .  .,  S„,  .  .  . 

G.,  I.  ^7 
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les  sommes  des  termes  du  lableaii  qui  sont  à  riiiléneiir  de  ces 
coiirljes  fermées.  Si  la  somme  S„  tend  vers  une  limite  S  lorsque  /; 
augmente  indéfiniment,  on  dit  <|ue  la  série  double 


(■^7)  2  2 


Clik 
,  =  11   /  =  0 

est  convergente  el  a  pour  somme  S.  Pour  juslifier  cette  définition, 
il  est  indispensable  de  démontrer  que  la  limite  S  est  indéjiendante 
de  la  forme  des  courbes  G.  Imaginons,  en  effet,  une  autre  suite  de 
courbes  s'éloignant  indéfiniment  dans  tous  les  sens.  G,,  G!,,  .  .  ., 
G^„,  .  .  .,  et  soient  S',,  S!,,  .  .  .,  S,,,,  .  .  .  les  sommes  coi'respon- 
dantes.  J^e  nombre  m  élaiit  fixé,  on  peut  toujours  clioisir  le 
nombre  n  assez  grand  pour  que  la  courbe  C,,  soit  tout  entière  à 
l'extérieur  de  C^„  ;  on  a  donc  S,,,  <  S„  et,  par  suite,  5„,<<  S,  quel 
que  soit  m.  Or  cette  somme  S',„  croît  avec  l'indice;  elle  tend  donc 
vers  une  limite  S'^S.  On  démontrera  de  la  même  façon  que  l'on 
a  aussi  S  ^  S';  par  suite  S'=  S. 

On  pourra  prendre,  par  e\em|)le,  pour  former  les  courbes  C, 
les  deux  côtés  d'un  cairé  dont  le  côlé  augmente  indéfiniment,  ou 
des  droites  également  inclinées  sur  les  deux  côtés  de  l'écliiqiiier ; 
les  sommes  correspondantes  seront  les  suivantes 

"(10 +  («10+  «11  -I-  rtoi)^-  ■  •-l-(««o+  ««1  +  -  •  •+  «««+  a/i-i,H  +  .-.+  «o«)! 
«oo+(«io+  noi)  +  («20+  «11+  «o2)+---  +  («no+  a«_i,i  +  .  .  .^a»,,); 

si  l'une  de  ces  sommes  tend  vers  une  limite  lorsque  n  croît  indé- 
finiment, il  en  est  de  même  de  la  seconde  et  ces  limites  sont  égales. 
On  peut  aussi  faire  la  somme  du  tableau  par  lignes  ou  par 
colonnes.  Supposons  en  effet  que  la  série  double  (27)  soit  con- 
vergente, et  soit  S  la  somme.  11  est  clair  que  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  du  tableau  est  inférieure  à  S,  et  il 
en  résulte  (|ue  toutes  les  séries  telles  que 

(28)  «,0+ «/l +•  •  •+ «;/i  — •  ■  •  («' =  o,    I,  2,    .  .  .), 

obtenues  en  prenant  les  termes  d'une  file  horizontale  sont  conver- 
gentes, car  la  somme 

«/o+  «a  +  •  •  •+  «/'i 

est  toujours  inférieure  à  S  et  va  en  croissant  avec  n. 
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Soient  Ty.  7, T,.  ...  les  sommes  des  diverses  séries  con- 
vergentes ainsi  obtenues;  la  nouvelle  série 

(29)  5o-i-'l-i-...-f-î,-^... 

est  également  convergente.  En  effet,  considérons  la  somme  des 
termes  du  tai)leau  S(7,a,  tels  r|iie  Ton  ait  i'^p,  Ic^r.  Cette  somme 
est  toujours  moindre  que  S;  si,  laissant  fixe  le  nombre  p.  on  fait 
croître  indéfiniment  le  nombre  /",  elle  a  pour  limite 


On  a  donc  toujours  t,, —  -,-;-...  ^  t^  ■<  S,  et.  comme  cette 
somme  va  en  croissant  avec  le  nombre  p,  on  en  conclut  que  In 
série  (aq)  est  convergente  et  a  jiour  somme  un  nombre  -S  S. 
Inversement,  si  toutes  les  séries  (28)  sont  convergentes,  et  si  la 
nouvelle  série  (29)  formée  par  les  sommes  des  [)remières  est  con- 
vergente et  a  pour  somme  S,  il  est  évident  que  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  du  tableau  (26)  est  inférieure  à  S. 
On  a  donc  aussi  S  S  S,  et  par  suite  S  =  S. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  séries  obtenues  en  prenant 
des  files  liorizontales  s'applique  évidemment  aux  séries  obtenues 
en  [)renant  des  colonnes  verticales.  Pour  avoir  la  somme  d'une 
série  double  dont  tous  les  éléments  sont  posilils.  011  peut  l'évaluer 
soit  par  lignes,  soit  par  colonnes,  soit  en  prenant  des  courbes 
limiles  de  forme  quelconque.  En  parliculicr,  si  la  série  est  con- 
vergente quand  on  fait  la  somme  pai-  lignes  horizontales,  il  en 
sera  de  même  cpiand  on  I  évaluera  par  colonnes,  e.i  la  somme  sera 
la  même.  On  poiiriail  énoncer  pour  les  séries  doubles  à  termes 
positifs  une  suite  de  théorèmes  analogues  à  ceux  qui  ont  été 
établis  pour  les  séries  simples.  Par  exemple,  si  une  série  à  double 
entrée,  à  termes  positifs,  a  ses  termes  respectivement  moindres 
que  ceux  d'une  autre  série  double  convergente,  la  première  série 
est  également  convergente,  etc. 

Une  série  double  à  termes  positifs,  qui  n'est  pas  convergente, 
est  appelée  f/ice/'i?'(?«<(?.  La  somme  des  éléments  du  tableau  corres- 
|)ondant.  i[ui  sont  situés  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée,  croit 
au  delà  de  toute  limite  lorsque  la  courbe  s'éloigne  indéfiniment 
dans  tous  les  sens. 

Considérons  maintenant  un  tableau  dont  les  éléments  ne  sont 
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pas  loiis  positifs.  Il  est  évidenl  qu'il  est  inutile  de  considérer  le 
cas  oi'i  tous  les  éléments  sont  négatifs,  et  le  cas  où  il  y  aurait  seu- 
lement un  nombre  fini  d'éléments  positifs  ou  d'éléments  négatifs, 
puisque  ciiacun  de  ces  cas  se  ramène  immédialemenl  au  précédent. 
Nous  supposerons  donc  qu'il  y  a  une  infinité  d'éléments  positifs 
et  une  infinité  d'élémenls  négatifs  dans  le  tableau.  Soilcra  le  terme 
général  de  ce  tableau  T.  Si  le  tableau  à  termes  positifs  T,,  dont 
le  terme  général  est  égal  à  la  valeur  absolue  |«,a|  du  terme  cor- 
respondant de  ï  est  convergent,  le  tableau  T  est  dit  absolument 
coin'crgcnt.  Un  pareil  tableau  possède  toutes  les  propriétés  essen- 
tielles d'un  tableau  convergent  à  termes  positifs. 

Pour  le  prouver,  considérons  deux  tableaux  auxiliaires  T'  et  T", 
définis  comme  il  suit.  Le  tableau  T'  se  déduit  du  tableau  T  en 
remplaçant  ciiaque  élément  négatif  par  zéro,  les  éléments  positifs 
étant  conservés.  De  même,  le  tablean  ï"  s'obtient  en  remplaçant 
dans  T  cbaque  élément  positif  par  zéro,  et  en  changeant  le  signe 
de  cbaque  élément  négatif.  Cliacun  de  ces  tableaux  T'  et  T"  est 
convergent,  si  le  tableau  T|  est  convergent,  car  un  élément  de  T' 
])ar  exemple  est  au  plus  égal  à  l'élément  correspondant  de  T|.  La 
somme  des  éléments  de  la  série  ï,  qui  sont  à  l'intérieur  d'une 
courbe  fermée,  est  égale  à  la  différence  entre  les  sommes  des  élé- 
ments des  deux  tableaux  T'  et  T"  intérieurs  à  la  même  courbe. 
Puisque  ces  deux  dernières  sommes  tendent  vers  une  limite  lorsque 
celte  courbe  fermée  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  la 
première  somme  tend  aussi  vers  une  limite  indépendante  de  la 
forme  de  la  courbe  fermée.  C'est  cette  limite  qu'on  appelle  la 
somme  du  tableau  T.  Les  raisonnements  employés  tout  à  l'heure 
pour  les  tableaux  à  termes  positifs  montrent  qu'on  obtiendrait  la 
même  somme  en  évaluant  le  tableau  T  par  lignes  ou  par  colonnes. 
11  est  clair  d'après  cela  qu'un  tableau,  don!  les  éléments  ont  des 
signes  quelconques,  s'il  est  absolument  convergent,  peut  être 
traité  comme  un  tableau  convergent  à  termes  positifs.  Mais  il  est 
indispensable  de  s'assurer  que  le  tableau  T,  formé  par  les  valeurs 
absolues  des  éléments  de  T  est  convergent. 

Si  le  tableau  Tj  est  ilivcigent,  lun  au  moins  des  tableaux  T',  T"  est 
divergent.  Si  uu  seul  de  ces  tableaux,  T'  par  exemple,  est  divergent, 
T"  étant  convergent,  la  somme  des  éléments  du  tableau  T  compris  à  l'in- 
térieur d'une  courbe  fermée  C  augmente  au  delà  de  toute  limite,  lorsque 
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la  coui'he  s'éloigne  iiulofiniiiicnldans  tous  les  sens,  quelle  qnc  soil  la  l'onne 
<Ie  eelte  eouihe. 

Si  les  deu\  tableaux  '1"  .  T  sont  diveiiients,  le  rais(.iniicnieiil  <|iii  piéeède 
prouve  uniquement  que  la  somme  des  éléments  du  tableau  T  dilués  à 
l'intérieur  de  la  courbe  fermée  C  est  égale  à  la  diiïérence  de  deu\  sommes 
qui  augmentent  l'une  el  l'autre  indéfiniment  loisque  la  courbe  C  s'éloigne 
indéfiniment  dans  tous  les  sens.  H  peut  arriver  que  celte  différence  tende 
vers  des  limites  différentes  suivant  la  forme  de  la  courbe  C,  c'est-à-dire 
suivant  la  façon  dont  on  fait  croître  indéfiniment  le  urmilire  des  termes 
positifs  et  le  nombre  des  termes  négatifs.  Cette  somme  peut  d'ailleurs 
croître  indéfiniment  ou  ne  tendre  \ers  aucune  limite  quand  on  ajoute  les 
termes  du  tableau  dans  un  certain  ordre,  lui  particulier,  il  peut  se  faire 
qu'en  faisant  la  somme  des  éléments  du  tableau  par  lignes  ou  par  colonnes 
on  obtienne  des  résultats  tout  à  fait  différents. 

L'exemple  suivant  est  dû  à  Arndt  (Griiner/'s  A/chi\-.,  \\>\.  XI,  p.  3ii)). 
Considérons  le  tableau 


qui  contient  une  infinité  d'éléments  positifs  et  une  infinité  d'éléments 
négatifs.  Les  séries  formées  par  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne 
sont  tomes  convergentes.  La  série  formée  par  les  éléments  delà  n"'""  ligne 

a   évidemment    pour   somme >    de    sorte   qu'en    faisant   la   somme   du 

tableau  |)ar  lignes,  on  trouve  pour  résullal 


c'est-à-dire  -•    D'autre    paît,    la    série    formée    par    les    éléments    de    In 
(p —  |)""i=  colonne,  c'est-à-dire 
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En  évoluant  le  tableau  par  colonnes,  on  trouve  donc  pour  somme 


emjiloyer  daiir;  le  calcul  que  des  séries  doubles  obsolumenl  convergentes. 

On  peut  uvoir  aussi  dos  séries  doubles  dont  les  éléments  sont 
des  nombres  complexes.  Si  les  éléments  du  talileau  (26)  sont 
complexes,  on  peut  former  deux  autres  tableaux  T,  T"  en  pre- 
nant d'une  part  la  partie  réelle,  d'autre  part  le  coeflîcienl  de  \  —  i 
dans  chaque  élément  du  tableau  T. 

Si  le  tableau  T,  à  termes  positifs,  formé  par  les  modules 
des  éléments  correspondants  de  T,  est  convergent,  chacun  des 
tableaux  T',  T"  est  absolument  convergent,  et  le  tableau  est  dit 
aussi  absolument  corn-ergent.  La  somme  des  éléments  de  ce 
tableau  qui  sont  situés  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  variable 
tend  vers  une  limite  lorsque  cette  courbe  s'éloigne  indéfiniment 
dans  tous  les  sens.  Cette  limite  est  indépendante  de  la  forme  de  lit 
courbe  variable,  et  s'appelle  la  somme  du  tableau.  La  somme  dun 
tableau  absolument  convergent  peut  encore  être  évaluée  par  lignes 
ou  par  colonnes. 

170.  Une  série  double  absolument  convergente  peut  être  remplacée  par 
une  série  ordinaire  formée  des  mêmes  termes.  Il  suffit  de  montrer  qu'on 
peut  toujours  numéroter  les  cases  d'un  échiquier  indéfini  tel  que  (26),  de 
telle  façon  que  chaque  case  ait  un  numéro  déterminé,  aucune  d'elles  n'étant 
oubliée.  En  d'autres  termes,  si  l'on  considère,  d'une  part,  la  suite  naturelle 
des  nombres,  d'autre  part  tous  les  systèmes  de  deux  nombres  entiers  (  i,  k), 
où  «5o,  A' =  o,  on  peut,  à  chacun  de  ces  systèmes,  faire  correspondre  un  des 
nombres  de  la  suite  naturelle  de  façon  qu'inversement  à  un  nombre  n  ne 
corresponde  qu'un  seul  de  ces  systèmes.  Écrivons,  en  efi'et,  tous  ces 
systèmes,  les  uns  à  la  suite  des  autres,  de  la  manière  suivante  : 

(3o)  (0,0),     (1,0),     (0,1),     (2,0),     (1,1),     (0,2),     ..., 

et,  d'une  façon  générale,  après  avoir  écrit  tous  les  systèmes  pour  lesquels 
on  a  ('-i-/i</i,  écrivons  tous  les  systèmes  pour  lesquels  i  —  k  =  n,  en 
commençant  par  le  système  («,  o)  et  faisant  décroître  i  successivement 
d'une  unité  jusqu'à  zéro.  Il  est  clair  que  chaque  système  (f',  k)  n'en  aura 
qu'un  nombre  Jini  avant  lui  et  occupera  par  conséquent  un  rang  déter- 
miné dans  la  suite.  Imaginons  maintenant  qu'on  écrive  les  termes  de  la 
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série  iliiuMe  nl)«oliiinoiit  con\ei'gciile  --«//.  clans  l'orilre  que  nous  venons 
(le  cic'-finii':  nous  obtenons  une  scile  ordiniiirc 

(  3l)  (/,H,-f-  <(|„^  «01  -1-  (12,,  ^  «11  —  «02  H-.  •  .    —  "/,0^  "«      1,1-^  •  •  ■• 

dont  les  ternies  sont  les  nièines  que  ceux  de  la  séiie  double  eonsidérée, 
qui  est  absolument  convergente  comme  elle  et  a  la  même  somme.  Il  est 
clair  que  ce  mode  de  transformation  n'est  pas  unique,  puisqu'on  peut  per- 
muter l'ordre  <les  termes  d'une  façon  arbitraire.  Inversement,  tonte  série 
ordinaire  absolument  convergente  peut  être,  d'une  infinité  de  manières, 
transformée  en  une  série  double,  et  ce  procédé  constitue  un  moyen  puis- 
sant de  démonstration  pour  certaines  identités. 

On  voit  que  la  notion  de  série  à  double  entrée  n'est  pas  distincte,  au  fond, 
de  la  notion  ordinaire  de  série.  Dans  une  série  absolument  convergente, 
on  a  vu  plus  haut  qu'on  pouvait  remplacer  un  nombre  fini  de  termes  par 
leur  somme  effectuée,  ou  ranger  les  termes  dans  un  ordre  arbitraire.  Eu 
cbercbant  à  généialiser  encore  celte  propriété,  on  est  conduit  tout  natu- 
rellement à  introduire  les  séries  à  double  entrée. 

J7I.  Séries  multiples.  —  La  notion  de  série  à  iIoiiIjIo  eriliée  est 
encore  susceptible  d'une  grande  extension.  Tout  d  abord,  on  peut 
considérer  des  séries  dont  cliaque  terme  «,„„  dé|)end  de  deux 
indices  dont  cliacuu  peut  varier  de  —  x  à  4-  x.  On  |)eul  imaginer 
les  termes  de  celle  série  disposés  suivant  les  cases  d'un  écliiquier 
rectangulaire  indéfini  dans  tous  les  sens,  et  l'on  voit  que  la  série  à 
double  entrée  SSa„,„  peut  se  j-yarlager  en  quatre  séries  doidjles, 
telles  que  celles  que  nous  avons  étudiées  jusqu'ici.  Une  extension 
plus  importante  est  la  suivante.  Considérons  une  série  dont  chaque 
terme  «,„_„,.  ,„  dépend  de  p  indices  /»,.  m-,,  ..-,  '«/.,  pouvant 
varier  de  o  à  -f- oc,  ou  de  — x  à  +  x,  ces  indices  pouvant  d'ail- 
leurs être  assujettis  à  vérifier  certaines  inégalités.  Quoiqu'on  ne 
puisse  |)lus  se  servir  d'une  rcprésenlalioa  géoniélrique  analogue 
à  la  précédente  dès  qu'il  y  a  [ilus  de  trois  indices,  un  peu  de 
réflexion  suffit  pour  montrer  que  les  juopositions  établies  pour 
les  séries  doubles  s'étendent  sans  difficulté  aux  séries  multiples 
d'ordre  y>. 

Supposons  d'abord  que  tous  les  termes  a„,,  „,.  ,„  soient  réels  et 
positifs.  Imaginons  ipi'on  prenne  la  somme  d'un  certain  nombre 
de  termes  de  cette  série,  qu'on  ajoute  ensuite  à  cette  soinme  la 
somme  d'un  certain  nombre  de  termes  négligés,  et  ainsi  de  suite, 
de  telle  sorte  qu'un  terme  quelcontitie  de  la  série  figure  dans 
toutes  les  sommes  successives  au  bout  d'un  certain  nombre  d'opé- 
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rations.  Soient  S|,  So,  ...,  S„,  ...  les  sommes  successives  ainsi 
obtenues;  si  S„  lend  vers  une  limite  S  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment, la  série  est  convergente  et  a  pour  somme  S  ;  comme  dans 
le  cas  de  deux  indices,  celte  limite  S  est  indépendante  de  la  façon 
dont  on  fait  croître  le  nombre  des  termes  ajoutés.  Si  les  termes 
ont  des  signes  (juelconqiies  ou  sont  imaginaires,  la  série  est  encore 
convergente  |)0iirvu  (|uc  la  série  formée  par  les  modules  soit  con- 
vergente. 

172.  Généralisation  du  théorème  de  Cauchy.  —  (_)ii  |ieul  souvent 
décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d'une  série  multiple, 
au  moyen  du  théorème  suivant,  qui  est  la  généralisation  du  théo- 
rème de  Cauch}'  (n"  161).  Soit /(.r,  y)  une  fonction  des  deu\ 
variables  x  et  y,  qui  est  positive  pour  tous  les  points  (^x,  y)  exté- 
rieurs à  une  certaine  courbe  fermée  F,  et  telle  que_/"(x,  y)  diminue 
lorsque  le  point  (j;,  j')  s'éloigne  de  l'origine.  Considérons,  d'une 

part,  l'intégrale  double  /  j  f{x,  j')dx  dy,  étendue  à  la  couronne 
comprise  entre  la  courbe  F  et  une  autre  courbe  extérieure  C 
qui  grandit  indéfiniment;  d'autre  part,  la  série  à  double  entrée 
JlJ^ni,  «),  où  l'on  attribue  aux  indices  m,  n  tontes  les  valeurs, 
entières,  positives  et  négatives,  telles  que  le  point  (nî,  n)  soit 
extérieur  à  F.  Dans  ces  conditions,  /a  série  double  est  corn'er- 
gente  lorsque  Vintégrale  double  a  une  limite,  et  iiiversenieiit. 
Les  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  x  =  Oy  zh  i ,  ±  ■3.  .  .  . . 
el^  =  o,  ±1,  ±2,  ...,  décomposent  l'aire  comprise  entre  les 
deux  courbes  C  et  F  en  un  certain  nombre  de  carrés  et  de  portions 
irrégulières.  Si  nous  prenons  dans  chacun  des  carrés  le  sommet  le 
plus  éloigné  de  l'origine,  il  est  clair  fpie  la  somme  Sy"(/»,  n)  cor- 
respondante sera  inférieure  à  l'intégrale  double  /  1  /{^,y)  dx  dj,, 
étendue  à  l'aire  comprise  entre  C  et  F.  Si  cette  intégrale  double 
tend  vers  une  limite  S,  lorsfpie  la  courbe  G  s'éloigne  indéfiniment, 
il  suit  de  là  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de 
la  série  double  est  toujours  moimlre  qu'un  nombic  fixe;  celte 
série  est  donc  convergente.  On  voit  de  la  même  laçon  que,  si  la 
série  double  est  convergente,  l'intégrale  double  est  toujours 
moindre  qu'un  nombic  fixe;  celle  intégrale  tend  donc  vers  une 
limite.  Le  théorème  s'étend  à  une  série  multiple  à  p  indices,  sous 
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des  lij|iùllièses  convenables;  le  terme  de  compar;iison  est  alors 
une  intégrale  nuilliple  d'ordre^. 

Par  exemple,  la  série  double  dont  le  terme  général  est; — rr,  ' 

'      '  "-  { m- -i- n -  )■■'■ 

les  indices  m  et  n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  — ■  x 
d  -^  x,  sauf  m  ^  /i  =  o,  est  convergente  si  ;j.  >  i ,  et  divergente 
si  ijiSi.  Car  1  intégrale  double 


étendue  à  la  portion  du  plan  extérieure  à  un  cercle  concentrique 
à  l'origine,  a  une  valeur  Unie  si  a  >  i  el  augmente  indéfiniment 
si  u<l  (n"  13i). 

Plus  généralement,  la  série  multiple  tlonl  le  terme  général  est 


la  combinaison  /;?,  ^ /»^  =  . . .  ^ ///p=  o  éiaiil  exclue,  est  conver- 
gente si  Ion  a  l'j.'^p. 

173.  Séries  multiples  à  termes  variables.  — ■  Etant  donnée  une 
série  double  ou,  plus  généralement,  une  série  multiple  à p  dimen- 
sions, dont  les  termes  sont  fonctions  dun  nombre  quelconque  /(  de 
variables  x,  y,  z,  .  .  .,  eV  qui  est  absolument  convergente  dans  un 
domaine  D.  on  dit  que  la  série  est  uniformément  convergente 
dans  ce  domaine  lorsque  la  condition  suivante  est  remplie.  Etant 
donné  un  nombre  positif  quelconque  s,  il  existe  un  nombre  fini  >> 
de  termes  de  la  série  tel  que  la  différence  entre  la  somme  S  de  la 
série  et  la  somme  dun  nombre  quelconque  n  de  termes  de  cette 
série,  comprenant  les  N  premiers,  est  en  valeur  absolue  inférieure 
à  î,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  .r,  t',  r,  ... 
dans  le  domaine  D. 

En  reprenantles  raisonnements  des  n°'31  et  114,  on  démontre  que 
la  somme  d'une  série  uniformément  convergente,  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  continues  dans  D,  est  elle-même  une  fonction 
continue  dans  ce  domaine,  qui  peut  être  intégrée  terme  à  terme 
dans  tout  domaine  fini  Z  k  q  dimensions  {q'Sn),  contenu  dans  D. 
Ou  peut  de  même  différentier  terme  à  terme  un  nombre  quel- 
conque de  fois   une  série   absolument  convergente,   pourvu    que 
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toules  les  séries  ainsi  oblenues  soient  nnifoiménient  convergentes. 
Une  série  multiple  est  encore  uniformément  convergente, 
lorsque  la  valeur  absolue  d'un  terme  quelconque  est  inférieure  ou 
au  plus  égale  au  terme  correspondant  d'une  série  convergente  à 
termes  positifs  indépendants  des  variables  (n"  37). 

m.  —  PIWDLITS  INFINIS. 

J7i.  Définitions  et  généralités.  —  Etant  donnée  une  suite  indé- 
finie, à  termes  réels  ou  imaginaires,  dont  le  terme  général  est  f<„, 
considérons  les  produits  successifs  ?„,  P,,  ....  P„,  où  l'on  a  posé, 

P/,  =  (l-r-  i'o)(l-^-  «1  )■••('  -^  '<■>,)'■ 

si  le  produit  I*„  tend  vers  une  limite  l'  lorsque  /i  augmente  indé- 
finiment, on  dit  que  le  produit  infini 

(33)  I    I    (l  +  Un)  =  (l-+-  Ho)(l-^  "l)(l  ^  «2).  ■  -(l^  "«)••• 

/i=0 

est  corn'ei'seiit  :  le  nombre  ['  est  par  définition  la  valeur  de  ce 
produit. 

Il  est  clair  que  si  liin  des  facleuis  i  -|-  u,,,  est  nul,  tous  les  pro- 
duits P„,  où  n>m,  sont  nuls;  on  a  donc  P_=  o.  Mais  il  peut  aussi 
arriver  que  le  produit  P„  tende  vers  zéro  sans  qu'aucun  des  fac- 
teurs I  -1-  Um  soit  nul.  Tel  est  le  cas  du  produit  des  inverses  des  n 
premiers  nombres,  qui  tend  évidemment  vers  zéro  lorsque  /(  croît 
indéfiniment.  Les  règles  qui  pernielteiit  de  décider  de  la  conver- 
gence d'un  produit  infini  ne  s'appliipuint  pas  toujours  à  ce  cas 
singulier,  nous  réserverons  le  nom  de  produit  convergent  aux 
produits  infinis  pour  lesquels  P„  Icnd  vers  une  limite  P  différente 
de  zéro;  lorsque  P„  a  zéro  pour  limite,  nous  dirons  que  le  ])roduit 
est  nul,  tandis  fpiil  sera  appelé  divergent ,  si  P„  ne  tend  vers 
aucune  limite. 

Pour  qu'un  produit  mliiii  soit  convergent,  sans  être  nul,  il  est 
nécessaire  que  u„  tende  vers  zéro.  En  cfl'et,  si  P„  tend  vers  une 
limite  P,  la  différence  P„ —  P„_|  =  P„_,  (/„  doit  tendre  vers  zéro; 
le  facteur  P«_(  avant  une  limite  différente  de  zéro,  il  faut  donc 
que  le  facteur  u„  tende  vers  zéro.   Le  raisonnement  ne  sapplique 
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plus  si  le  prodiiil  esl  nul;  on  vérifie  aisément  sur  rexemple  cili; 
plus  liaiil  que  u„  ne  leml  p;is  vers  zéro. 

D'apiès  une  remar(|ue  anlérieure  (n°  5),  l'élutle  de  la  conver- 
gence ou  de  la  divergence  d'un  protluil  infini  se  ramène  à  l'étude 
de  la  même  cpiestion  pour  une  série.  Posons  Co^i-^^o  cl, 
pour  n  >  0, 

(34)  r„  =  P,i—  P„-i  =  ([-+-  î^o)  (I  -T-  "i )••.('  -t-  ««-i)''/n 
et  considérons  la  série  auxiliaiic 

(35)  <•„-!- Cl +...+  i'„-T-.... 

La  somme  S,,^  fo+  r,  +  .  . .  4-  r„  est  évidenimenl.  égale  à  P„,  de 
sorte  que  cette  série  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps 
que  le  produit  infini  n(i  +  (/„ )  ;  lorsque  la  série  est  convergente, 
sa  somme  2  est  égale  à  la  valeur  P  du  pioduit  infini. 

173.  Produits  absolument  convergents.  —  Supposons  d'abord 
ciue  tous  les  nombres  ;/„  soient  réels  et  positifs.  Le  produit  P„  va 
en  croissant  avec  n  el,  pour  tlémonlrer  la  convergence,  il  sulfiia 
de  prouver  cpie  ce  produit  P„  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe, 
cpiel  que  soit  /(.  On  a,  d'une  part, 

P„  >  I  -i-  »„  +  «1  -^  .  . ,  -T-  Un  ; 
d'autre  part,  on  a,  x  étant  i^ositif,  \  +  x  <Ce''  et,  par  suite, 

La  première  inégalité  inonlre  que,  si  le  produit  P„  tend  vers  une 
limite  P,  on  a  constamment  //q  +  "i +■••  +  ""< '^-  '-^  série  à 
termes  |)Ositifs 

(36)  !<(,+ «iH-. . .+ î(„-i-. .  . 

esl  donc  convergente.  Liversement,  supposons  celle  série  conver- 
gente et  soil  S  sa  somme;  la  seconde  inégalité  donne  ?„-<<?"'. 
Le  produit  P„   tend  donc  vers   une  limite,  et  l'on  en  conclut  que 

le  produit  injiiii  Y\  (i  +  k,,)^  où  tous  les  nombres  u„  sont  réels 

et  positifs,  est  com-erge/it  ou  dirergenl  en  même  temps  que  la 
série  (36). 
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Considérons  inainlenant  un  produit  infini,  à  termes  quel- 
conques, réels  ou  imaginaires, 

(3;)  (i-h  «„)(!-+-  !<,)••■('+  ««)■■• 

et  soit  U,=  I  Ui\.  Si  la  série 

(38)  L„^-U,  +  ...-l- U„-^-... 

est  convergente,  il  en  est  de  niênie  du  produit  inlini  (  ■^'7  ).  Posons, 
en  effet,  comme  plus  haut, 

i'„  =  (i  -+-  «0  ){i-T-  II,  )..  .(1  -H  ^^„-l  )u,„ 
V„  =  (( -t- Uo)  (I  +  U,). .  .(iH- U«-i  )  LI«. 

D'après  ce  qui  précède,  la  série  à  termes  positifs  SU,-  étant  con- 
vergente, il  en  est  de  même  du  produit  infini  n(i-t-U,),  et  par 
suite  de  la  série 

{'Si))  A'o-H  ^'1+.  .  .-H  V„-l- 

Or,  on  a  évidemment  |  r„  |  <  V„  ;  la  série 

(4o)  ('0-+- i-i^-.  ..-I- i'„-f-. .. 

est  donc  absolument  convergente,  et  la  somme  de  celte  série  est, 
comme  on  l'a  fait  remarquer,  la  limite  du  produit 

Pn=  (I-i-  "o)(l  -+-  "1  )•  •  •(!+  "n> 

lorsque   n   augmente  indéfiniment.   Dans  ces  conditions,    le   pro- 
duit I  I  (  1  4-  "//  )  est  dit  absolumeiU  conversent. 

Les  produits  infinis  absolument  convergents  offrent  un  intérêt 
particulier,  comme  les  séries  absolument  convergentes,  avec 
lesquelles  ils  ont  de  grandes  analogies.  Ainsi,  dans  un  produit 
infini  absolument  convergent,  on  peut  modifier  V ordre  des 
facteurs  d' une  façon  arbitraire  sans  changer  le  produit.  Nous 
démontrerons  d'abord  qu'étant  donné  un  |)roduit  infini  absolu- 
ment convergent,  à  tout  nombre  positif  z  on  peut  faire  corres- 
pondre un  nombre  entier  n  tel  que  la  différence  entre  l'unité  et  le 
produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs 
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ait  un  module  inférieur  ;i  z.  lorsque  lous  les  indices  a.  [i,  ...,/. 
sonl  supérieurs  à  n.  On  a,  en  efl'et,  comme  on  le  volt  iinniédiale- 
nienl  en  supposant  les  deux  produits  développés, 

I  (  '  -^  "ï)  (l  -^  ",3)-  •  -1  I  -<-  "/.  )  —  I  !  <  (l  -I-  L'a)-  •  •(!  -I-  Ux)  —  '  ! 

et,  par  suite, 

I  (i  -!-  "a)  (  i  —  '•^[i  )■•■•'  —  ">.)  —  '  I  <  e^'»-^?-^----*''-"'. —  i; 

mais,  la  série  SU;  étant  convergente,  on  peut  prendre  le  nombre  n 
assez  grand  pour  que  la  somme  L3(+ Up+ .  .  .  +  U>.  soit  plus 
petite  que  iog(i  +  :),  lorsque  tous  les  indices  a,  |j,  .  .  .,  a  sont 
supérieurs  à  n.  Le  second  membre  de  l'inégalité  précédente  peut 
donc  être  rendu  moindre  que  tout  nomljre  positif  z,  en  |)renant  le 
nombre  entier  n  assez  grand. 

Ceci  priiiuc,  observons-le  en  passant,  qu'un  pruduit  absolu- 
ment com-ergent  ne  peut  être  nul  à  moins  qu  un  des  facteurs 
du  produit  ne  soit  nul.  Supposons  en  efl'et  qu'aucun  des  facteurs 
du  produit  ne  soit  nul;  choisissons  le  nombre  n  assez  grand  [iour 
qu'on  ait,  quel  (|ue  soit  le  nombre  positif/?, 

I  (i-i-  îi„-..i)(i  H-  «„+■>;.  ..([-h  K„-i-,,)  — 1 1  <  », 

a  étant    un   nombre  positif  inférieur  à  lunité.    Il   est  clair  que  le 

module  du  produit  infini    1  |  ('  +  Wn+v)  ieva  supérieur  à  i  —  c.  et, 

v=  1 

par  conséquent,  le  produit  1'  cpii  est  égal  au  précédent  multiplié 
par  P„  ne  pourra  être  nul. 
Cela  posé,  soient 

(4i)  (  i-+-  K„)(n-  "1  )•••('-;-  ««)•■• 

un  produit  infini  absolument  convergent  et 

(4a)  (I  -1-  «'u)(i-hH',  )...(! -t-  "',„)... 

un  autre  produit  infini  composé  des  mêmes  facteurs  pris  dans  un 
autre  ordre.  Ce  second  produit  est  aussi  absolument  convergent, 
car  la  série  SU,'  est  composée  des  mêmes  termes  que  la  série  SU,. 
Appelons  P  et  P'  les  valeurs  de  ces  deux  produits  (4i)  et  (42). 
Soit  P„  le  produit  des  /i  +  i  premiers  facteurs  du  produit  (4i); 
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tous  ces  facteurs  se  relrouvent  dans  le  produit  (42).  et  nous 
pouvons  prendre  un  nombre  m  >  u  Ici  que  le  produit  P^,,  ren- 
ferme tous  les  facteurs  de  P„.  Nous  avons  alors 

p;„ 

p—  =  (  I  -^  "x  )  (  I  -^  ('3 ) .  . .  (  I  ^  u;  ), 

tous  les  indices  a.  |j,  .  .  .,  a  étant  supérieurs  à  /;,  et,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  voir,  on  peut  choisir  le  nombre  n  assez  grand 
])Our  qu'on  ait 

aussi  petit  que  soit  le  nombre  positif  :.  Or,   lorsque  n  augmente 

P 
indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  m,  et  le  lapport  -p^  a   pour 

P' 
limite  -p-   Il  faut  donc  qu'on  ait  P'=  P. 


176.  Produits  uniformément  convergents.  —  Considérons 
encore  un  produit  infini  i33j,  où  iio,  iin  ■  ■  •>  "«.  •  •  •  sont  des 
fonctions  continues,  réelles  on  imaginaires,  d'une  on  plusieurs 
variables  x,  j-,  t,  ■■■:  ce  qui  comprend  évidemment  le  cas 
où  »oi  "i!  "21  •  •  •  seraient  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe ;.  Nous  dirons  que  ce  produit  est  uniformément  conver- 
gent dans  un  certain  domaine  D,  si  la  série  ÎCi',,  définie  plus  haut, 
dont  la  somme  est  égale  au  produit  infini,  est  clle-mcme  unifor- 
mément convergente  dans  ce  domaine.  Le  produit  P  est  alors  une 
fonction  continue  des  variables  indépendantes. 

Un  produit  infini  est  uniformément  convergent,  s'il  en  est  ainsi 
de  la  série 

f.i3)  Uo-!-Ui-h...-f-U„-h...; 

reprenons  en  efl'et  la  série  (35),  nous  avons 

l'„+,-i-...-r-l'„+p=  P«+p—  P„=  Pn[(l—  "«+l)-.-(l-^M«+p)  — l]; 

OU  a  d'ailleurs  les  inégalités  évidentes 

I  P«  I  <  (■  +  L^o)  (I  -H  U,). .  .(I  +  U„)  <  eU,+t,-H...+i-„, 

1(1 -i-  (<„+,)  (I^-  I«„4-2)-..(l-l-  "«+;.)  —1  I  <<?l'..+.-t-l'-.+=-*--+l'..+^— I. 

Mais   la  série   (43),   étant   uniformément    convergente    dans    le 
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tloiiiaine  D,  i'e|)rt-senle  une  foiiclion  continue  i|ui  rcsic  inférieure 
à  une  cerlaine  limite  M,  et  l'on  peut  clioisir  un  nonihre  N  assez 
grand  pour  que  la  somme  suivante,  où  «ç-'N, 

reste  inférieure,  cjuel  que  soit  p.  à  un  nomhre  positif  a  dans  le 
même  domaine.  On  aura  donc,  le  nomlne  n  avant  été  choisi  de 
celle  façon, 

Ceci  prouve  bien  cpie  la  série  Zi'„  est  uniformément  convergente, 
puisqu'on  peut  toujours  choisir  a  de  façon  à  satisfaire  à  la  condi- 
tion «""(e" —  i)  •<  î,  aussi  petit  fpie  soit  £. 

Remarque.  —  Toutes  les  propriétés  ])récétlenles  s'étendent 
sans  difficulté  au\  produits  infinis  n(i  +  Umn)i  où  clnupie  facteur 
est  aflecté  de  deux  indices  distincts  m,  «,  pouvant  varier  sépa- 
rément de  G  à  +  X.  Lorsque  la  série  double  SU,„„  est  conver- 
liente,  le  produit  précédent  a  une  valeur  bien  déterminée,  qui  ne 
ilépend  pas  de  la  façon  dont  on  fait  croître  le  nombre  des  facteurs. 
De  même  qu'une  série  double  absolument  convergente  peut  être, 
d'une  infinité  de  manières,  transformée  en  une  série  ordinaire,  un 
produit  doublement  infini,  tel  que  le  précédent,  peut  être  d'une 
infinité  de  manières  transformé  en  un  produit  sim[)lemeut  infini 
absolument  convergent.  Si  tons  les  termes  «„,„  sont  des  fonctions 
continues  de  certaines  variables  x,  j)',  .  .  . ,  et  si  la  série  SU,„n  est 
unil'orniément  convergenic  dans  un  certain  domaine  D,  le  produit 
infini  Ilfi-r- ;/„,„)  est  lui-même  uniformément  convergent,  et 
représente  une  fonction  continue  de  x,  y,  ..  .  dans  le  domaine  D. 

177.  Produits  infinis  réels.  —  Reprenons  un  produit  infini  de  facteurs 
réels 

(  I  ~  ((„  ni—  «1  I .  .  .  (  I  ^  "„  ) . .  . 

pour  étudier  le  cas  où  il  y  a  une  infinité  de  termes  négatifs  dans  la  suite  u,,. 

;(,,  i/o Lorsque   tous  ces   termes   sont,   à    partir   d'un    certain   rang, 

compris  entre  —  i   et  o,  on  est  conduit  à  étudier  un  produit  infini  tel  que 

(44)  (r-i>o)(i-.'i)...(i-i'«)--- 

où  t'o,  (',,  ...,  ('„,  ...  sont  positifs  et  inférieurs  à  i.  Il  est  clair  que  le 
produit  (i  — i'o)...(i — (•«)  va  en  décroissant  lorsque  n  augmente,  et  que 
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ce  produit  reste  positif;  il  tend  donc  vers  une  limite  loisiiue  /i  croit 
indéfiniment,  mais  celte  limite  peut  être  zéro  ou  un  nombre  positif.  Si  la 
série  Se,-  est  convergente,  le  produit  infini  (44)  est  absolument  conver- 
gent; le  produit  (i  —  l'o). .  .f  i  —  ('/,)  a  donc  une  limite  différente  de 
zéro  (n°  175). 

Pour  voir  ce  qui  arrive  lorsque  la  série  Si',  est  divcrgenle,  remarquons 
(]ue  I  -+-  X  est  toujours  inférieur  à  e^  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  de  x, 
car  la  fonction  e-"' — x  —  i   est  minimum  pour  x  =  o.  On  peut  donc  écrire 

i  —  Vo<e-">,      I  — i-|<r;   '•.,      ...,     i  — r„<e-''» 


(i  -  (•„)(.  -  t.,).  •  .(1  -  i-«)  <  c -'-.-.■.+...+.',.'. 

La  somme  l'o-f-  i^i -I-.  .  .-i-  i'„  augmente  indéfiniment  avec  n,  et  par  suite  le 
produit  infini  est  nul. 

Lorsque  la  suite  Uq,  Mj,  ...,  u„,  ...  renferme  une  infinité  de  termes 
positifs  et  une  infinité  de  termes  négatifs.,  le  produit  infini  ne  peut  être 
convergent  sans  être  nul  que  si  le  terme  général  ««  tend  vers  zéro  (n°  174). 
Supposons  qu'il  en  soil  ainsi;  comme  on  peut  toujours  négliger  un  nombre 
fini  de  facteurs  au  début,  nous  admettrons  que  tous  les  facteurs  sont  posi- 
tifs. Le  produit  P„  contient  alors  un  certain  nombre  de  facteurs  supérieurs 
à  i  et  un  certain  nombre  de  facteurs  inférieurs  à  i  ;  le  seul  cas  douteux 
est  évidemment  celui  où  le  produit  des  facteurs  supérieurs  à  i  augmente 
indéfiniment,  tandis  que  le  produit  des  facteurs  inférieurs  à  i  tend  vers 
zéro,  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Le  produit  infini  peut  être  con- 
vergent ou  divergent  suivant  les  cas;  mais  il  est  facile  de  démontrer,  en 
raisonnant  comme  pour  les  séries  semi-convergentes  (n°  I6o  )  que,  dans  un 
produit  de  cette  espèce,  on  peut  toujours  disposer  le?  facteurs  dans  un 
ordre  tel  que  le  produit  P„  ait  pour  liniiie  un  nombre  positif  quelconque 
donné  à  l'avance. 

l^orsque  la  série  -M,,  est  convergente,  on  a  une  règle  précise.  Lepio- 
duit  P„  tend  vers  une  limite  positive  ou  tend  vers  zéro,  suivant  que  la 
série  'S.u\  est  convergente  ou  divergente. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  le  rapport 

log(l  -4-3:)  —  X 


a  pour  limite >   lorsque  x  tend  vers   zéro;  nous  pouvons  donc  écrire 

log(i -H  x)  =  a" (i-l-a), 

la  valeur  absolue  de  a  étant  inférieure  à  -  pourvu   que  la  valeur  absolue 

1 

de  X  soit   inférieure   à    une   certaine   limite.    Puisque   u,,   tend   vers   zéro 
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(|iiaiul  II  croit  imlériMliiieiit,  et  qu'on  peut  faire  coniriiencei'  le  proiliiit  infini 
à  tel  facteur  qu'on  veut,  il  est  donc  perniis  île  supposer  cpion  a 

lo<;  (  I  -t-  i/o  )  =  «0 T"  (  •  -t-  'Jo  )i 

logd-i-  ((,  )  =  M, -!-(n-  0,  ), 


loiiO  -1-  u„  )  =  (/„ 2(1  T-  0„), 


tous  les  nombres  O».  0, 0„  étant  compris  entre  —      et  h On  déduit 

■1.  i 

de  là 

(45)       l0gP„=   («0-+-  «1-I-.  •  --i-  "n—    7  ('5(1  -+-  Oo,)  — •  •  ■ «?,(  I  +  fin); 

lorsque  les  deux  séries  S«„  et  X  «;-,  sont  convergentes,  le  second  membre 
tend  vers  une  limite  finie  quand  /;  croit  indéfiniment,  car  ;«,-,(  i  H- fJ„  )  est 

compris  entre  — ^  et    -  u\.  Le  produit  P„  tend  donc  vers  une  limite  difi'érenle 

(le  zéro.  Au  contraire,  lorsque  la  série  -«f,  est  divergente,  le  seconil 
membre  de  la  formule  (\'>)  croit  indéfiniment  en  valeur  absolue  en  restant 
négatif,  et  |iar  suite  P„  tend  vers  zéro. 

La  même  égalité  (45)  prouve  que  le  produit  infini  est  divergent  ou  nul 
lorsque  la  série  S«„  est  divergente  et  la  série  S  «;!  convergente.  Mais  il  est 
à  remarquer  que  le  produit  infini  peut  être  convergent  lorsque  les  deux 
séries  i  «„  et  Sa',  sont  divergentes.  Prenons  par  exemple  («o  =  Mi  =  «!!  =  o, 
et,  pour  n  >  I , 

I  III 

"2«-l= -^  Î'2„=^=H \ -■: 

\  Il  V' "         "         "  V'" 

la  série  S«n  est  divergente,  car  la  somme  Sjn  est  supérieure  à 


il  en   est  de  même,   pour  la  même  raison,  de  Swf,.  Cependant  le  produit 
infini 

A_  J,\ /',^  _L  +  I  _  _l^Y..f ,_  _L\  A+ _L  +  i  +  _2^ 

est  convergent,  car  le  produit  de  2«  —  :>  facteurs  est  égal  à 

(, _!)(', _i)...(,__L), 

G.,  L  28 
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tandis  que  le  produit  de  a;;  —  i   facteurs  est  égal   au   produit  précédent 
qui  a  pour  limite  l'unité  ('). 


est  convergeilte  ainsi  que  la  série  obtenue  en   élevant  ses  ternies  au  carré. 
Le  produit  infini  correspondant 


I     3    3    5         an  —  i    a  « 

a    a    4    4 


est  donc  convergent  ;  on  sait,  d'après  la  formule  de  Wallis.  qu'il  est 
égal  à—-  Pour  le  transformer  en  un  produit  absolument  convergent,  il 
suffit  de  réunir  deux  facteurs  consécutifs,  ce  qui  donne 


■n(-ii) 


2°  Soit  (/o+ ((j +  ..  .-i- !/„  +  ..  .  une  série  à  termes  réels  dans  laquelle 
le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  une  fonction  rationnelle  de  n 
tendant  vers  l'unité  lorsque  n  augmente  indéfiniment 


En  laissant  de  côté  le  cas  où  l'un  des  termes  de  cette  série  serait  nul  ou 
infini,  on  peut  écrire 


u„-^i  =  u 


nh^-*'] 


ip(v)   étant   une   fonction  rationnelle  de  v    qui    reste   inférieure   en  valeur 
absolue  à  un  nombre  fixe.  Si  l'on  a  «i  —  6]  >  o,  tous  les  termes  de  la  série 


(4G) 


•^   frti  —  /),  ç(  V  )1 


finissent  par  être  positifs,  et  cette  série  est  divergente;  le  terme  géné- 
ral u,i+[  de  la  première  série  augmente  donc  indéfiniment  en  valeur  absolue. 
Si  «1  —  bi  =  o.  la  série  t'46)  est  absolument  convergente,  et  u„-{-i  tend  vers 


{')   Voir  Caucuv,    Cours  d'Analyse   ou    Œuvres   complètes,   i'  série,   t.  III, 
note  I\;  Pringsukim,  Malhemalische  Annalen,  t.  XXII,  XXXIII  et  XLII. 
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une  limite  finie  différente  de  zéro.  Enfin,  si  a,  -0,<o,  tous  les  termes  de 
la  série  (46)  finissent  par  être  négatifs,  et  cette  série  est  divergente; 
«„+,  tend  donc  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  Ces  résultats  sont 
dus  à  Gauss  (voir  n"  163). 

178.  Détermmants  d'ordre  infini.  —  Soit^a^  une  série  double  abso- 

'.  * 
lument  convergente  dans  laquelle   chacun  des  indices  i,  A   varie  de  -  ^ 
À  ^x.  Considérons  le  déterminant  suivant 


D„,  = 


"-//n-l,/. 


Le  produit  H,,,  =  n  u -H  |  a,*  |  ),  où  les  deux  indices  i  et  /c  varient 
de  —  m  à  -r-  m,  est  supérieur  à  |  D„,  |,  car  un  terme  quelconque  de  D,„  a 
pour  module  un  terme  de  0,,,,  et  ce  produit  contient,  en  outre,  d'autres 
termes  tous  positifs.  On  voit  de  même  qu'un  terme  quelconque  de  la  dif- 
férence D,„^^,—  D,„  a  pour  module  un  terme  de  la  différence  n„,+p—  n„„ 
qui  renferme  d'autres  termes  tous  positifs.  On  a  donc 


|Dm+;.-D,, 


n, 


n. 


Mais  la  série  2|a,,,|  étant  convergente,  le  produit  n„,  tend  vers  une 
limite  lorsque  m  croit  indéfiniment;  la  différence  0,,,+,,—  1I,„  et,  par  suite, 
la  différence  D,„^,,— D,„,  tend  donc  vers  zéro  lorsque  les  deux  nombres  m 
et  m^p  augmentent  indéfiniment.  [1  en  résulte  que  le  déterminant  D,„ 
tend  vers  une  limite  (n"  o). 


EXERCICES. 


1.  Pour  qu'un  produit  infini  soit  convergent  sans  être  nul,  il  faut  et  il 
suffit  qu'à  tout  nombre  positif  e  on  puisse  faire  correspondre  un  nombre 
entier  n  tel  que  l'on  ait 


|(l-^i<„+l)(l-^K„^,)...(l 

quel  que  soit  le  nombre  entier/). 

2'.  La  série  à  termes  positifs  a.) +"i -+-..• 
ou  divergente  en  même  temps  que  la  série  — 


<«+/')  — i|  <  -, 


est  convergente 


/,3G 
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Ton  peot  écrire  J  =!!('  ^  ^j  '  "  «^'^'"1""  '^  ^'"°""""  '"  ""  '"■  J 

3.  Muluplicanon  des  séries.  -  Démontrer  le  théorème  deCauchy  en 
évaluant  de  deux  façons  la  somme  de  la  série  double  ES"'""'"  '" 
deux  séries  ^u„„  ^ ''"  '"'"'  absolument  convergentes. 

4.  En  évaluant  de  deux  façons  difféientes  la  somn.e  des  termes  dun 
tableau  à  double  entrée,  établir  les  formules 

^~l  "■'''"       -^        ^'^'        -...=  arctangv''7-3''ctangv'/^-arclang/r- 

où  l'on  suppose  1  <?  |  <i- 

5'.  Soit  y  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité.  Posons 

Q:=n(x-^</-)-  Q.=n(-^/"->'  Q3=n^'-''""^^ 


démontrer  la  formule 


Q,Q.,Q3  =  i. 


CHAPITRE  IX. 

SÉRIES  ENTIÈRES.  —  SÉRIES  TRIGON'OMÉTRIQUES, 


I.  —  SEniE  DE  TAVLOR.  —  GEMiRAUTES. 

179.  Série  de  Taylor.  —  Lorsque  la  suite  des  dérivées  d'une 
fonction  y'(^X)  est  illimitée  dans  un  intervalle  (a,  «  +  //),  on  peut 
supposer  le  nombre  n  qui  figure  dans  la  formule  (-)  (p.  4i)  aussi 
grand  qu"on  le  veut;  si  le  reste  R„  tend  vers  zéro  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment,  on  est  conduit  à  écrire 

(i)  fi  a  -^  In  =/(a)  ^  j/'ia)  ^  -^f"(a)  -  .  .  .^  ■^-^-—J"{a)-\-..., 
foimule  qui  exprime  que  la  série 

est  convergente  et  a  pour  sommeyVrt  -r-  h).  C  est  celte  formule  (i) 
qui  constitue  la  formule  de  Taylor  proprement  dite,  mais  elle 
n'est  légitime  que  si  l'on  a  établi  que  le  reste  R„  tend  vers  zéro 
pour /i  infini,  tandis  que  la  formule  générale  (-)  ne  suppose  que 
l'existence  des  dérivées  jusqu'à  la  (« -t- 1)"'°'°.  La  formule  (i) 
peut  encore  s'écrire,  en  remplaçant  a  par  x, 

f(x-i-/,)=f(x)-h  jf'(x)^...-^  I   ■/'.  ■■n-^'"''-^^^"""' 

au  conti-ain*,  si  l'on  fait  a  =^  o,  et  qu'on  remplace  II  par  x,  il  vient 

<2)  /,:r)=/(o)-+-^/(o,^...-  -£1— /(")(o)H-.... 

<'ette  dernière  formule  (2)  est  appelée  aussi  quelquefois  /"o/v/iu/e 
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de  Maclaurin  ;  mais  on  doit  remarquer  que  ces  différentes  for- 
mules sont  au  fond  équivalentes.  Tandis  que  la  formule  {7.)  donne 
le  développement  d'une  fonction  de  x  suivant  les  puissances  de  ar, 
la  formule  (i)  donne  le  développement  d'une  fonction  de  h  suivant 
les  puissances  de  h  :  il  suffit  d'un  simple  changement  de  notation 
pour  passer  de  l'une  à  l'airtre. 

Il  est  un  cas  assez  étendu  où  l'on  peut  affirmer  que  le  terme 
complémentaire  B„  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment :  c'est  celui  où  la  valeur  absolue  d'une  dérivée  d'ordre  quel- 
conque reste  inférieure  à  un  nombre  fixe  M,  lorsque  x  varie  dans 
l'intervalle  (a,  a  -+-  h).  On  a,  en  effet, 

I  h  C+i 
I  R„  |<  M ^-^ , 


et  le  second  membre  est  le  terme  général  d'une  série  convergente. 
C'est  ce  qui  arrive  pour  les  fonctions  e-",  sina;,  cos^r;  toutes  les 
dérivées  de  e*  sont  égales  à  e^  et  admettent,  par  conséquent,  le 
même  maximum  dans  l'intervalle  considéré.  Quant  aux  dérivées 
de  sina:  et  de  cosa^,  leur  valeur  absolue  ne  dépasse  jamais  l'unité. 
l^a  formule  (i)  est  donc  applicable  à  ces  trois  fonctions,  quelle  que 
soient  les  valeurs  de  a  et  de  h.  Bornons-nous  à  la.  formule  (2); 
si  f(^x)^e-^,  la  fonction  et  toutes  ses  dérivées  sont  égales  à  un 
pour  X  =  o,  et,  par  suite,  nous  avons  le  développement 

, ., ,  XX-  X" 

(3)  e^  =  n i h...  H H-..., 


qui  s'applique  à  toutes  les  valeurs,  positives  ou  négatives,  de  x. 
Si  a  est  un  nombre  positif  quelconque,  on  a  rt-"':^  gj  logn  ^^  p^^j, 
conséquent, 

x\os,a        {x\oe,a)-  (x\osa)'^ 

I  1.2  1 . 2 . . .  /i 

Prenons  encorey(.r)  ;=  sino^;  les  dérivées  successives  forment  une 
suite  périodique  à  quatre  termes  cosor,  —  sina;,  —  cos^,  sina?,  et 
les  valeurs  de  ces  dérivées  pour  a;  =  o  forment  également  une 
suite  périodique  1,0,  — -1,0.  On  a  donc,  pour  toute  valeur  posi- 
tive ou  négative  de  x^ 

, .         .  X  x^  X'  ,        ^  a--"^' 

I  1.2.3  1.2.3.4.5  '      1.2.  J...(2/i  -H  I) 


1.    —    SÉRIF    DE    TAYLOR.    —    GÉNÉRALITÉS.  Hg 

el  l'on  trouve  de  même 

(0)  C05X   =   1 —- — -^    — ...-^(—   l)"  ;-— 


Reveaons  au  cas  général.  La  discussion  du  reste  R„  est  rare- 
ment aussi  simple  que  dans  les  exemples  précédents;  mais  on  peut 
la  faciliter  en  remarquant  que,  si  ce  reste  tend  vers  zéro,  la  série 

/<«>_;:/'(«,_...-.  -^ /-(a)-... 

est  nécessairement  convergente.  En  général,  il  vaut  mieux  s'as- 
surer, avant  d'examiner  R„,  que  la  série  est  convergente;  si,  pour 
des  valeurs  données  de  a  et  de  fi,  celte  série  est  divergente,  il  est 
inutile  de  pousser  la  discussion  plus  loin  :  on  peut  affirmer  que  R„ 
ne  tend  pas  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 
La  réciproque  n'est  pas  exacte.  La  série 

/(o)-î/'(o)  +  -^/''(o)  +  ...+  --£i-^/<'"(ol+... 

peut  fort  bien  être  convergente,  sans  représenter  la  fonction  f{x) 
qui   lui   a   donné  naissance:    lexemple   suivant  est  dû  à  Caucln". 

Soit  f{x)  =e    •'';  on  a  f'(^x)=  —  c     ''  et,  dune  manière  géné- 
rale, la  dérivée  «"""*  est  de  la  forme 

P     --L 

P  désignant  un  polvnome.  Toutes  ces  dérivées  sont  nulles  pour 

I 
X  =  o,  car  le  quotient  de   e    ■'■  jiar  une  puissance  positive  quel- 
conque de  X  tend  vers  zéro  avec  x;  on  peut  écrire  en  effet 


en  posant  x  =  -,  et  l'on  sait  que  — ^^  augmente  indéfiniment  avec  ;, 

aussi  grand  que  soit  m.  Soit,  d'autre   part,   o{x)   une  fonction  à 
laquelle  sapplique  la  formule  (2) 

ç(a7)  =  9('o)  -t-  '-  o'(o)-t-. . .- ^ oi'''(o)  H- 
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1 

Posons  F(.r)  ^  cp(x)  +  e    '';  on  a 
F(o)  =  ç;('o),         F'(o)  =  o'(o),  ...,         F;"'(o)  =  !;■«'(  o), 

de  sorte  que  le  développement  de  F(x)  par  la  formule  de  Mac- 
laurin  serait  identique  au  précédent.  La  somme  de  la  série  que 
l'on  obtient  ainsi  représente  donc  une  fonction  tout  à  fait  difié- 
rente  de  celle  qui  a  donné  naissance  à  cette  série. 

D'une  façon  générale,  si  deux  fonctions  /(.t)  et  o{x)  sont 
égales,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  pour  x  =  o,  sans  être 
identiques,  il  est  clair  qu'elles  ne  peuvent  être  toutes  les  deux 
dévelopjjables  en  série  par  la  formule  de  IMaclaurin,  puisque  les 
coefficients  du  développement  seraient  les  mêmes  pour  les  deux 
fonctions. 

180.  Formule  du  binôme.  —  Prenons  comme  dernier  exemple 
la  fonction  (i  +  .r )'",  qui  est  continue,  ainsi  que  toutes  ses  déri- 
vées, pourvu  que  i+x  soit   positif.  La  série  (a)  corres|iondante 


est  divergente  si  l'on  a  |  a:  |  >  i ,  à  moins  que  m  ne  soit  un  nombre 
entier  positif.  Pour  démontrer  que  le  reste  tend  vers  zéro,  lorsque 
X  est  compris  entre  —  i  et  +  i ,  écrivons  ce  reste  sous  la  forme 
d'intégrale  définie  (n°  88) 


Lorsque  z  varie  de  o  à  x,  (i -\- z)"'~'  reste  inférieur  à  un 
maximum  M  indépendant  de  n.  Le  quotient  '- — — f  reste  plus 
|ielit   que  x  en   valeur  absolue,  car  si  l'on  |50se  :=^hx,  il  vient 

,  +  z        ^[i^QxJ 

et  le  coefficient  de  x  est  plus  petit  que  un,  lorsque  H  croît  de  o  à  i . 


I.    —    SKRIE    DE    TAVI.OH.    —    GENEPALITES.  Il' 

Il   s'ensuit  que  la  valeur  absolue  de  R„  est  inférieure  au  terme 

général  d'une  série  convergenle. 

Pour  toute  valeur  de  ./■  comprise  entre  —  i   et  +i,  on  :i,  par 

conséquent, 

,    ,        ,  m  m\  m  —  i  K  ,  .  (  m  —  n  -h  i  ) 

(  7  )       (1+3:  )'"  =  n ,/■+...  ^ .r  "  -i-  .  .  . . 

]  \  .-1.  .  .11 

La  même  méthode  conduit  aussi  au  développement 

(8)  log('i  +  .r)  =  ^ '■ ',-  '— h-... 

1  2  J  4 

qui  s'a[)|)lique  |)onr  —  \  <C_x'^\. 

En  deiiors  des  exemples  que  nous  venons  de  traiter,  et  de 
queKpies  autres,  la  discussion  du  reste  offre  de  grandes  difficultés, 
à  cause  de  la  complication  croissante  des  dérivées  successives.  Il 
semblerait  donc,  d'après  ce  premier  aperçu,  que  les  applications 
de  la  formule  de  Taylor  pour  le  développement  d'une  (onction  en 
série  doivent  être  très  limitées.  Une  telle  vue  serait  absolument 
inexacte,  et  ces  développements  jouent,  au  contraire,  un  rôle 
fondamental  dans  l'Analyse  moderne.  Mais,  pour  apprécier  leur 
importance,  il  faut  se  placer  à  un  autre  point  de  vue,  et  étudier 
en  elles-mêmes  les  propriétés  des  séries  entières,  sans  se  préoc- 
cuper de  leur  origine. 

II.  —  SÉRIES  ENTIÈRES  A  UNE  VARIABLE. 

Nous  allons  maintenant  faire  une  étude  directe  des  séries 
entières  à  une  ou  plusieurs,  variables ,  auxquelles  conduit  tout 
naturellement  la  formule  de  Taylor.  Quoiqu'on  ne  s'occupe  que 
de  variables  réelles,  les  raisonnements  s'étendent  d'eux-mêmes 
aux  variables  imaginaires,  en  remplaçant  partout  les  mots  valeur 
absolue  par  module. 

181.   Région  de  convergence.  —  (jonsidérons  d'abord  une  série 

(9)  A„-f- A,X  +  A,.\2-h...+ A„X"  +  ..., 

où  tous   les  coefficients   Âo»  A,,  Ao,    ...  sont  positifs  et  où  l'on 
n'attribue  à  la  variable  indépendante  X  que  des  valeurs  positives. 
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Nous  pouvons  ranger  les  nombres  positifs  en  deux  classes  :  nous 
dirons  qu'un  nombre  positif  X  appartient  à  la  classe  (a)  si  la 
série  (g)  est  convergente,  et  qu'il  appartient  à  la  classe  (^)  si  cette 
série  est  divergente.  Supposons  d'abord  <]u'il  existe  des  nombres 
positifs  des  deux  classes.  Comme  un  ttrnie  quelconque  de  la 
série  (9),  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul,  va  eu  croissant  avec  X, 
il  est  clair  qu'un  nombre  quelconque  de  la  classe  (a)  est  plus  petit 
qu'un  nombre  quelconque  de  la  classe  (P).  Il  existe  donc  un 
nombre  R  >  o  (n"  2)  tel  que  tout  nombre  X  supérieur  à  R  rend 
a  série  (9)  divergente,  tandis  que  tout  nombre  positif  X  infé- 
rieur à  R  rend  la  série  convergente.  Ce  nombre  R  lui-même,  mis 
à  la  place  de  X,  peut  donner  une  série  convergente  ou  une  série 
divergente. 

Il  peut  se  faire  qu'une  des  deux  classes  (a)  ou  (^3)  disparaisse  : 

1°  S'il  n'existe  aucun  nombre  de  la  classe  (p),  la  série  (9)  est 
convergente  quel  que  soit  X,  et  l'on  dit  que  R  est  infini.  Tel  est  le 
cas  de  la  série 

X       X2  x« 


2°  S'il  n'existe  aucun  nombre  positif  de  la  classe  (ai.  la 
série  (9)  est  divergente,  sauf  pour  X  =  o,  el  l'on  pose  R  :=  o. 
Telle  est  la  série 

1  -:-  X  -I-  I  .  -2  X-  -r-  .  .  .  -H  I  .  2  .  .  .  rt  X"  -!- . . . . 

Considérons  maintenant  une  série  entière 
(10)  ao-i- fli^:  +  a;a-2-j-. .  .-I- a„.r''^-.  . . 

où  les  coefficients  «,■  et  la  variable  a;  peuvent  avoir  des  signes 
quelconques.-  Nous  poserons  dorénavant  A,==|a,|,  X  =  |jr|,  de 
façon  que  la  série  (9)  sera  formée  par  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (10).  Soit  R  le  nombre  qui  vient  d'être  défini 
pour  cette  série  (9);  il  est  évident  que  la  série  (10)  est  absolu- 
ment convergente  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  — R 
et  H-R,  d  après  la  définition  même  du  nombre  R.  Il  nous  reste 
à  montrer  que  la  série  (10)  est  divergente  lorsque  la  valeur 
absolue  de  x  est  supérieure  à  R.   C'est  ce  qui  résulle  de  la  pro- 
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position  roiulamentale  d'Abel(')  :  Si  la  série  {lo)  est  convergcnle 
pour  une  valeur  particulière  .To,  elle  est  absolument  conver- 
gente pour  toute  valeur  de  x,  dont  la  valeur  absolue  est  infé- 
rieure à  \xo\- 

Eq  effet,  la  série  (lo)  étant  supposée  convergente  |)Our  x  =  .rg, 
désignons  par  M  un  nombre  positif  supérieur  à  la  valeur  absolue 
de  l'un  quelconque  des  termes  de  cette  série,  de  telle  sorte  qu'on 
ait,  quel  f|ue  soit  le  nombre  n, 

A„|.r„|''<M. 

Nous  pouvons  écrire 

A„X"  =  A„  I  .r„  I"  i^]"  <  M  (^V; 

la  série  (<))  est  donc  coiiveri;ente  si  l'on  suppose  X  <  [.rç,  |.  ce  qui 
démontre  la  proposition  ('uoncée. 

Cela  posé,  si  la  série  (lo)  est  converi^ente  pour  x  =  x^.  on  voit 
que  la  série  des  valeurs  absolues  (9)  sera  convergente  pourvu  que 
X  soit  inférieur  à  \xq\.  On  ne  peut  donc  avoir  |  iCo  |  >  P'i  car  alors 
le  nombre  R  ne  serait  pas  la  borne  supérieure  des  valeurs  de  X 
(|ui  rendent  convergente  la  série  (9). 

En  résumé,  étant  donnée  une  série  entière  (10)  où  les  coefli- 
cients  ont  des  signes  quelconques,  il  existe  un  nombre  positif  R 
possédant  la  propriété  suivante  :  la  série  (10)  est  absolument 
convergente  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  R  ci  -i-  R, 
et  divergente  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à  R  en  valeur 
absolue.  L'intervalle  ( — R,  +R)  s'appellera  la  région  de  conver- 
gence; cette  région  s'étend  de  —  ce  à  -j-  co  ilans  le  cas  limite  où  R 
est  infini.  Elle  se  réduit  à  l'origine  si  R  =  o;  nous  laisserons  de 
côté,  dans  la  suite,  ce  cas  particulier. 

La  démonstration  ne  nous  apprend  rien  sur  ce  qui  arrive  pour 
les  valeurs  limites  .r  =  R,  x  =^  —  R.  La  série  (10)  peut  être  abso- 
lument convergente,  sini|jlement  convergente,  ou  tiivergente. 

Considérons,  par  exemple,  les  trois  séries 

■-^2-""'     '^2^     '-^2^' 


(  '  )  Recherches  sur  la  série  1  - 
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on  a,  pour  ces  Irols  séries,  R^i,  car  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  a  pour  limite  x.  La  première  série  est  divergente  pour 
a:  ^  dz  \ ,  la  deuxième  est  divergente  pour  a;  ^  i  et  convergente 
pour    X  := — i;    la    troisième    est   absolument   convergente    pour 

.r  =  ±  I . 

Remarque.  —  L'énoncé  de  la  proposition  d'Abel  peut  être 
généralisé;  il  suffit,  en  effet,  pour  la  suite  du  raisonnement, 
de  supposer  que  la  valeur  absolue  d'un  terme  quelconque  de   la 

série 

rti,+  a,.ro-H.  . .+  a„3:1,  +.  . . 

reste  inférieure  à  un  nom])re  fixe.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  la 
série  (lo)  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  la 
variable  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  |.î'o|. 

Le  nombre  R  est  lié  par  une  relation  très  simple  au  nombre  w  défini 
plus  haut  (  n"  d60),  qui  est  la  plus  grande  des  limites  des  termes  de  la 
suite 

Al,     v^,     v''aI,     ...,     v'Â^,     •■•• 

En  effet,  si  l'on  considère  la  suite  analogue 

A,X,    v'ÂTxï,    ...,    (Ta^T^,    ..., 

il  est  clair  que  la  plus  grande  des  limites  des  termes  de  cette  suite 
est  10 X.  La  série  (q)  est  donc  convergente,  si  l'on  a  X  ■<  —  i   et  divereente 

si   X  >  —  ;    par  conséquent  R  =  —  (  i  ). 

182.  Continuité  d'une  série  entière.  —  Désignons  par  f{x)  la 
somme  d'une  série  entière  convergente  dans  l'intervalle  de  —  R 
à  +R, 


(•0 


/(  .r  )  =  «0  H-  «1 3^  + .  . .  -I-  «n  .r"  + .  . . 


et  soit  R'  un  nombre  positif  inférieur  à  R.  Nous  allons  d'abord 
montrer  que  la  série  (i  i)  est  uniformément  convergente  dans  l'in- 
tervalle de  — R'  à  +  R'.  En  effet,  pour  une  valeur  de  x,  dont  la 


(  '  )  Ce  théorème  a  été  démontié  par  Cauchy  dans  son  Cours  d'Analyse;  il  a  été 
retrouvé  par  M.  Hadamard  dans  sa  thèse. 
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valeur  ahsolue  ne  dépasse  pas  R',  la  valeur  absolue  d'un  terme 
(|ueIconque  |a„:r"|  est  au  plus  égale  au  lerme  correspondant  de 
la  série  convergente 

A„-^  A,R'  — ...^  A„R'"^.... 

Il  suit  de  là  rpie  la  somme  f(x)  de  la  série  est  une  fonction 
continue  de  .r,  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise 
entre  —  R  et  —  R.  En  effet,  éiaut  donné  un  nombre  Xa-,  plus 
petit  que  R  en  valeur  absolue,  il  est  évident  qu'on  peut  trouver 
un  autre  nombre  positif  R',  inférieur  à  R  et  supérieur  à  |xo|. 
D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  la  série  est  uniformément  conver- 
gente dans  l'intervalle  de  — R' à  -r- R' :  la  somme  y"(x)  est  donc 
continue  pour  la  valeur  Xq  qui  apparlienl  à  cet  intervalle. 

La  démonstration  ne  s'applique  plus  aux  limites  +  R  et  — R 
de  la  région  de  convergence.  La  continuité  subsiste  cependant, 
pourvu  que  la  série  soit  convergente.  Abel  a  démontré,  en  effet, 
que  si  la  série  (i  i)  est  convergente  pour  x^  R,  la  somme  de 
cette  série  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  de  la 
série  /{x)  lorsque  x  tend  vers  R  en  étant  inférieur  à  R. 

Désignons  par  S  la  somme  de  la  série  convergente 

S  =  «0  ^  "i  R  —  rt;  R'-^. .  .^-  a„  R"  ^. . . 

et  soit  n  un  nombre  entier  tel  cjue  la  valeur  absolue  de  lune  quel- 
conque des  sommes 

a„+,  R«+i-!-..  .-:-a„+pR''+/',     ... 

soit  inférieure  à  un  nombre  positif  donné  e.  En  posant  x  =  R^, 
et  faisant  croître  8  de  o  à  i ,  .r  croîtra  de  o  à  R,  et  l'on  aura 


/(  jr  )  =/(  6  R>  =  a„  ^  a,  9  R  -^  a, 6?  R5  -^ . . .  +  a„  6«  R"  ^ . 


nous  pouvons  écrire,  le  nombre  n  ayant  été  choisi  comme  il  vient 
dètre  dit, 

(12)      S— /(a-)  =  a,  R(i  — 9)^ajR'(i  — 9M-i-...— a„R"(i  — e-') 
-H  a„+,  R"+'  -h ...  -H  a„+,,  R"-'-/'  -=-... 
—  a„+,  6"+'  R''nri  _. .  .  —  on+p^"^"  R"*P  —  .  . . . 

D'après  la  façon  dont  on  a  pris  le  nombre  n,  la  somme  de  la 
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série  qui  est  sur  la  deuxième  ligne  est  |)lus  petite  que  £  en  valeur 
absolue.  D'un  autre  côté,  les  nombres  6"+',  &"+-,  ...,  6"+^ 
forment  une  suite  décroissante;  ou  a  donc,  d'après  le  Icmme 
d'Abel  déjà  emplojé  (n°^  77,  166), 

la„+ie"+iR''+i  +  ..  .+«„+/, 6"+/- R"+/'|  <e''+ie  <  e 

et,  par  conséquent,  la  somme  de  la  série  qui  est  sur  la  troisième 
ligne  est  aussi  inférieure  à  e  en  valeur  absolue.  Considérons  main- 
tenant la  première  ligne  de  la  formule  (12);  c'est  un  polynôme  de 
degré  n  en  6  qui  est  nul  pour  6^1.  On  peut  donc  trouver  un 
autre  nombre  positif  ï),  tel  que  la  valeur  absolue  de  ce  polynôme 
soit  moindre  que  s  pourvu  que  9  soit  compris  entre  i — V)  et 
l'unité.  Pour  toutes  ces  valeurs  de  Q,  on  a,  par  conséquent, 

|S-/ix)|<3e; 

or  £  est  un  nombre  posilil  arbitraire  :  f{x)  a  donc  pour  limite  S 
lorsque  x  tend  vers  R. 

On  voit  de  la  même  façon  que,  si  la  série  (11)  est  convergente 
pour  x  =  — R,  la  somme  de  cette  série  pour  a;  ^  —  R  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme  f{x)  lorsque  x  tend  vers  —  R. 
11  suffit,  du  reste,  de  changer  x  en  — x  pour  être  ramené  au  pre- 
mier cas. 

Application.  —   Cette  pio|JOsitioii    permet   de    compléter   le   théorème 
établi  plus  haut  (11°  16S)  sur  la  multiplication  de  deux  séries. 
Soient 

S    =  i/o  -i-  «1  -i-  »2  -t-  .  .  .  -)-  Un  -i-  .  .  . , 

S'  =  Co  H-  ''1  -i-  ''2  -H  .  .  .  -i-  f  n  +  .  •  . 

deux  séries  convergentes,  dont  aucune  n'est  absolument  convergente,  la 
série  obtenue  par  la  règle  de  multiplication 

Mo  l'o -I- (  «0  "1  +  «iCo)+.  ..+  (;/oC„  +  .  .  .+  î(„i'o)  -h.  .  . 

peut  être  convergente  ou  divergente;  mais,  si  elle  est  convergente,  sa 
somme  S  est  égale  au  produit  des  sommes  des  deux  premières  séries, 
X  =  SS'.  Considérons,  en  effet,  les  trois  séries  entières 

f  (x)  ^  Ud-^-  UiX  -^.  .  .-}-  UnOC"  ^.  .  ., 
O  (x)  =  Co  -^  l'l2^  -H.  .  .-H  fn^"  -i-.  .  ., 
6(0:)  =  Uofo-t-  i"o''i-H  «ii'o)-«^  -*-••■-<-(  «0 ''«  +  ■•  •+  "n''o)^"  +  -  ••  ; 

ces  séries  sont  convergentes,    par  hypothèse,   pour  x  =  i,   et,   par   suite. 
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sont,  ahsoliimciu  convergentes  loiMjuu  x  est  conipii!-  imuio  —  i  el  -Hi. 
Pour  ces  valeurs  de  x,  le  théorème  de  Caucliy  sur  la  rniililpliratiou  des 
séries  est  applicable  et  nous  donne  la  relation 

(i3)  f{x)^(x)  =  ^(x); 

or,  lorsque  x  tend  vers  l'unité, /(a'),  tf(a'),  ^{x)  ont.  rcs|)ccliven]ent  pour 
limites,  d'après  le  théorème  d'Abel,  S,  S'  et  ii.  I-es  deux  membres  de  la 
formule  (i3)  restant  constamment  égaux,  on  a  donc,  à  la  limite,  S  =  SS'. 
Le  théorème  est  encore  vrai  pour  les  séries  à  teimcs  imaginaires  et 
s'établit  de  la  même  façon. 


183.  Dérivées  successives  d'une  série  entière.  —  lin  dilléren- 
tiant  terme  à  terme  une  série  entière 

y( X )  =  «„  -)-  a^x  -t-  «.) ,r- -^ .  .  . -t-  cf„ .r"  + .  .  . , 

convergente  dans  Fintervalle  (  —  11,  -r  R),  on  ol)lienl  nne  nouvelle 
série  entière 

(i4  )  «i-H  2n2^  ^.  •  --^  '"^/i-^""'^-  .  • , 

qui  est  convergente  clans   le  inèine   inlei\alle.    11    siiflit,    pour  le 
prouver,   de  montrer  que  la  série  des  valeurs  absolues 

A,  -H  2  A2X  ^.  .  .H-  7!  A„X''-'  -r  ■  .  ■ 

est  convergenie  si  X  <  R,  et  ilivergenle  si  X  >  11. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  supjjosons  X  <;  R,  et  soit 
R'  un  nomhie  compris  entre  X  et  R,  X<;  R'<cR.  La  série  auxi- 
liaire 

ÏV  ^  R^  R"' ^  ÏV  (iV/  ^•■■"^  R^l.ïvj       '^'" 
est  convergente,  car  le  rapport  d  un   Icriue  au  précédent  a  pour 
limite  un  nombre  ^7'  inférieur  à  l'unité.  En  niulli])lianl  les  diffé- 
rents termes  de  cette  série  par  les  facteurs 

AiR',     A2IV2,     ...,     A„R'",,     ..., 

qui  sont  tous  plus  petits  qu'un  nombre  fixe,  puisque  R'<<R,  il  est 
évident  que  la  nouvelle  série  obtenue 

Al  +  a  A,  X  H- . . .  -H  rt  A„  X"   '  + . . . 
est  encore  convergente. 
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La  seconde  parlie  se  démontre  de  même.  Si  la  série 

où  X,  est  supéiieur  à  R,  élait  convergente,  il  en  serait  de  même 

de  la  série 

AiXi  +  2 Ao.V ;+...+  «A„Xï  +  . .  . 

et,  par  suite,  de  la  série  ^A„X"  qui  a  ses  termes  plus  petits  que 

1 
ceux  de  la  précédente.  Le  nombre  R  ne  serait  donc  pas  la  borne 
supérieure  des  valeurs  de  X  qui  rendent  la  série  (9)  convergente. 
I^a  somme  J\{x)  de  la  série  entière  (i4)  est  une  fonction  con- 
tinue de  la  variable  dans  le  même  intervalle.  Cette  série  étant 
uniformément  convergente  dans  tout  iutervalle  ( — R',  +  R'),  oij 
R'<  R,  représente  la  dérivée  de  f{x)  dans  cet  intervalle  (n"  32). 
Comme  le  nombre  R'  peut  être  pris  aussi  rapproché  de  R  qu'on 
le  veut,  on  en  conclut  que  la  fonction  f{x)  admet,  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  — R  et  +  R,  uue  dérivée  qui  est 
représentée  par  la  série  obtenue  en   différentiant  terme  à    terme 

(  i5  )  /'(  X  )  =  «1  +  -niiX  -I-  .  .  .  -i-  nan^"^^  -t-  .  .  . . 

En  raisonnant  sur  cette  série  entière  comme  on  a  raisonné  sur 
la  première,  on  en  conclut  que  /(a;)  admet  une  dérivée  seconde 

y"(ar)  =  artj-i-  6«3.r  -»-.  .  .  +  /!  (  «  —  i  )a„.r"  "  -  -i-.  .  . , 

et  ainsi  de  suite.  La  fonction  /{x )  admet,  dans  l'intervalle 
( — -R,  +R),  une  suite  illimitée  de  dérivées  qui  soîit  représentées 
par  les  séries  obtenues  en  différentiant  terme  à  terme 

(16)  _/'"'( 37)  =  1 .2.  .  .na„  -H  2.3  .  .  .  «  (  ;*  -1-  i)a„-4.]  .r  -H. .  .. 

Si  l'on  fait  dans  ces  formules  .r  =  o,  il  vient 

et,  d'une  manière  générale, 


de  sorte  que  le  développement  de  f{x')  est  identique  au  dévelop- 
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pemenl  ijiie  fournirait  la  formule  de  Maclaurin 

/iX)=f(0)-^  y/'(0)-^-j^/'(o)-...-H-j-^— ^/'"'(o)---... 

Les  coefficients  «o;  «n  •••!  (tn  étant  égaux,  à  des  facteurs 
numériques  près,  aux  valeurs  (jue  prennent  la  fonction  f{x)  et 
ses  dérivées  successives  pour  x  ^  o.  il  est  clair  que  le  développe- 
ment dune  fonction  en  série  entière  ne  peut  être  possible  que 
d'une  seule  manière. 

De  même,  en  intégrant  terme  à  terme  une  série  entière,  on 
obtient  une  nouvelle  série  entière,  avec  un  terme  constant  arbi- 
traire, qui  est  convergente  dans  le  même  intervalle  que  la  pre- 
mière, et  l'admet  pour  dérivée.  En  intégrant  de  nouveau,  on 
obtiendra  une  nouvelle  série  dont  les  deux  premiers  coefficients 
seront  arbitraires,  et  ainsi  de  suite. 

Exemples.  —  i"  Pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  i 
et  -i-  I.  la  progression  géométrique  de  raison  —  x 

1  —  X  ^  x^  —  x'  ^ . . .  -i-  ( —  I  yx"  -^ . . . 

est  convergente  et   a   poiir  somme   — En  intégrant  terme  à 

terme  entre  les  limites  o  et  x,  où  |  x  |  <^  i ,  on  retrouve  le  déve- 
loppement de  log(i-r-.ri  (n"  180) 

.r         X-        x^  ,        ,     x"-^^ 

logU-i--)=  7  --  -y  -..-(-.)"  ;^^^..., 

et  la  formule  est  encore  vraie  pour  x=  i,  puisque  la  série  qui  esi 
au  second  membre  reste  convergente  pour  x  ^  i . 

2"  Pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  i  et  4- i ,  on  a 
aussi 

=1  —  x^-^  X'  —  x^ -i-. .  .-^  ( —  I )"  J^'" -i- . . .  ; 

l  -—  X- 

en  intégrant  terme  à  terme  entre  les  limites  o  et  .r,  où  |  .r  |  ■<  i , 
il  vient 

X  X^  X^  -r2"-!-l 


i  i  j  2n  -T- 1 


La  série  restant  convergente  pour  j"  =;  i ,  on  en  conclut  l'égalité 

4  35       7  a/i-^i" 

G.,  I.  .  29 
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3"   Soit  F(  ,r)  la  somme  de  la  série  convergenle 

^  ,                    m           m(  III  —  1  )     „               m(  m  —  ]).. .(  m  —  p  -^  I) 
F(3-)  =  i-f X  -i .r-  -T-. . .  H .ri'  + 

1  I  .  )  1.2.../) 

OÙ  m  esl  un  nomijre  c|uelcon(|ue,  el  où  |  x  |  <;  i .  Ou  en  déduit 


F'(.r  )  =  »î     I 


m  —  I  (m  —  I  ) .  .  .  (  //(  —  p  -f-  I  ) 

x^..  .-i xP-'-i-. 

i  1./.  ..(/)  — i) 


si  l'on  mulliplie  les  deux  membres  par  (  i  +  ,r)  et  qu'on  réunisse 
les  deux  termes  qui  conliennenL  une  même  puissance  de  x,  il 
vient,  d'après  l'identité 

(«!  —  I  )...("'—/)  -4-  I)        ( /"  —  I  )...('>>  — p  )  _  m  (  m  —  1  I..  .(m  —  /'  -+-  i) 
1.1.  .  j/>  —  I)  i.>...p  "  i. ■}.... p 

qu'il  est  facile  de  vérifier, 

^,  r  m  III  [m  —  I  )     . 

(  1  +  2-  )  F  (  ,r  )  =  7>(     n X  ->, .r-  + .  . . 

^    miin-i)...lm  ^  p -^  i)  ^^  ^         T 

I  •'•■•/'  J' 

c'est-à-dire 

(i  -\-  X)  F'(.r)  =  m  P{x). 

Cette  relation  peut  s'écrire 

F'{xi  III 

F(x)  "   I  -t-ar' 

et  l'on  en  déduit  que  F(.r)  est  de  la  forme 

F(.r  )  =  C(i  -t-.r)"'. 

Pour  déterminer  la  constante  (\,  il  suffit  de  remarquer  qu'on 
a  Flo)  =  i,  ce  qui  donne  C=i,  et  nous  retrouvons  le  dévelop- 
pement de  (i  +  x)'"  (n°  180) 

m                     iii(  III  —  1).  .  .(  m  —p  -t-\\ 
,,  +  ,,)»=,+  _^+...+ -__ xn  +  .... 

4°  Remplaçons,  dans  la  formule  précédente,  x  par  — j:-'. 
m   par  —     ;   il  vient 

I .  :î  .  j . . .  (  ■).  n  —  I  )    , 

— -,r"  +  ..., 

■î.A.b.  .  .7  n 
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formule  c|iii  esl  valable  pour  loule  valeur  de  .v  comprise  entre  —  i 
et  +  1.  En  intégrant  les  deux  membres  entre  les  limites  o  et  x. 
où  |.r  |<  r,  on  obtient  le  développement  de  Arc  sinx 


Arc  sin.r 


18 i.  Seconde  démonstration.  —  Les  propriétés  des  fonctions 
représentées  par  des  séries  entières  peuvent  être  établies  par  une 
méthode  plus  élémentaire.  SoienljTo  >'n  nombre  compris  entre 
—  R  et  +  R,  et  .r,  un  nombre  voisin  compris  dans  le  même  inter- 
valle. Pour  démontrer  que  la  différence /(:r,  ) —/(.To  )  tend  vers 
zéro  lorsque,  x„  restant  (îxe,  x,  tend  vers  ^„,  retranchons  terme 
à  terme  les  deux  séries  qui  représentent /(>„)  et/(.r,):  il  vient 

Le  terme  général  de  cette  nouvelle  série  peut  s'écrire 

an(x,  —  Xo)  (x'{-^  -i-  T'I-^Xo-^ .  .  .-+-2-;j-i  ). 

Pour  avoir  une  limiie  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  ce 
terme,  désignons  par  /  un  nombre  positif  inférieur  à  R  et  supé- 
rieur à  |j-o|;  comme  on  doit  faire  tendre  .r,  vers  x»,  nous  suppose- 
rons aussi  que  l'on  a  /  >  |  x,  |.  La  valeur  absolue  de  l'un  quelconque 
des  produits  x",'' ,  x';-' x„.  ...  est  alors  inférieure  à/''-'  et  par 
suite  la  valeur  absolue  du  terme  général  considéré  esl  inférieure 
à  nA„l"''\x,  —  Xo\-  Nous  avons  donc 

l/ia-,)— /(To)    <|x,  — :r„   (  A,-H2A./^..._  /iA„/"-i^...;: 

or  la  série  entre  parenthèses  est  une  série  convergente  puisque 
/<R  (n"  183).  Donc  la  différence/(x,  )  -/(^o)  tend  bien  vers 
zéro  en  même  temps  que  x,  -  a-„,  et  la  fonction /(.r)  est  continue 
en  tout  point  compris  entre  —  R  et  -i-  R. 

Pour  démontrer  que/,  (x)  est  la  dérivée  de  ./(.r),  il  suffit  de 
même  de  prouver  que  la  différence 


p_/(3-,)— /(a:o)  _ 


(^o) 


tend 


vers  zéro,  lorsque  .r,  tend  vers  x„.  Le  quotient -^i^il^z/LfJL' 
est  égal,  nous  venons  de  le  voir,  à  la  .somme  de  la  sçrie'conver- 
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génie 

fli  -t-  a2(.ri  -I-  a^o  )  -I-.  .  .+  a„(x'l'^  -h  xl'^Xa-h.  .  .-4-  xj    ')+... . 

En  reUaiiclianl  [ermo  à  ternie  de  celle  série  la  série  qui  représeiile 
yi  (xn),  on  trouve  pour  D  une  série  dont  le  terme  général  peut 
s'écrire 

«„[(.r','"'  —  x"~'  )  ^  ( x'j~''xo —  r'd'"'  )  -f-. .  .-!-  (ti  J:""''  —  ^o~')] 

€l  chacune  des  difl'érences  x""'  — •^'Jî  'i  ^'"  "-^o  —  '^'o~''  •••  ^*''  '^ 
produil  de  x,  — x^  par  des  produits  de  la  forme  x'^  x^,  p  el  </ étant 
•deux  nombres  entiers,  dont  aucun  n'est  négatif,  et  dont  la  somme 
■est  égale  à  /(  —  2.   Le  nombre  total  de  ces  produits  est,  il  est  aisé 

e   le   voir,   {/>  —  i)  +  (/?  —  2)  +  ...  +2+1  =  ■ ,   et  la 

Viilfur  absolue  de  chacun  d'eux  est  inlérieure  à  /""-,  le  nombre  l 
ayaiil  la  même  signification  que  plus  haut.  On  a  donc 

I  D|<  '  •^''~' •^°  '  [a  A2+ 6  A3/  +  ...+  »(/i-i)A„ /"-'+...], 

■et  la  série  entre  parenthèses  est  convergente  lorsque  l  est  un 
nombre  positif  inférieur  à  R.,  car  c'est  la  série  des  modules  de  la 
série  entière /'2(x),  que  l'on  déduit  de /"i  (.r)  en  différentiant  terme 
à  terme.  Par  conséquent  D  lend  vers  zéro  lorsque  Xf  tend  vers  Xq. 

18.J.  Extension  de  la  formule  de  Taylor.  —  Soient  /(x)  la  somme 
d'une  série  entière  convergente  dans  l'intervalle  ( — R,  +R),  Xo 
un  point  de  cet  intervalle,  el  Xg  -i-  h  un  autre  point  du  même  inter- 
valle, tel  que  |.i'o  1  +  I  /'  I  <  R-  La  série  qui  a  pour  somme/(j;o+  /*) 

«u+  «l(-''o+  /')  +  "2  (■''0  H-  /*)--+-•••->-  «nl-ï'o-l-  /')"-•-••  • 

peut  être  remplacée  par  une  série  à  double  entrée,  que  l'on  obtient 
en  développant  les  diverses  puissances  de  Xo  -+-  h  et  écrivant  sur 
une  même  ligne  les  termes  de  même  degré  en  h 

{17)  a^-h  (i,x^-i-  a-ixl        -h.  .  .-\-  a„x'i^  -(-... 

+  «i/f  -+-  laiXoh  +. .  .-I-  na,iX"~^  h  -t-.  .  . 

;o  «(  "  —  1)  ,,_,  ,, 
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Cette  série  à  double  entrée  est  absolument  convergente;  en  effet, 
si  l'on  remplace  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue,  on  a  la  nou- 
velle série  à-  double  entrée  et  à  termes  positifs 

(i8)     A„-^A,|.r„|--Ao|:ï-ol^  _...+  A„|.r„|"-... 

-  A,  I  /»  I    -+-  -iA.,  I  :ro  I  I  /<  I  +.  . .-  «  A;,  I  ^0  |"-'  \h\^... 

»    1  ;  !■>  ni  n  —  i)  i„   .,  I  ;  ,, 


Si  l'on  tail  la  somme  des  éléments  de  ce  tableau  par  colonnes  ver- 
ticales, on  obtient  la  série 

A„-  A,[l  .r„  I  _  1  /,  |]  -^.  .  ._  A4I  ,r„  I  +  I  /,  11"-.  .  . 

cpii  est  convergente  puisqu'on  suppose  |  .r,,  |  -|-  |  A  |  <  R.  On  peut 
donc  faire  la  somme  des  éléments  du  tableau  (i"),  soit  par  lignes, 
soit  par  colonnes.  En  faisant  la  somme  par  colonnes,  on  re- 
trouve_/(j:o  +/');  en  faisant  la  somme  par  lignes  horizontales,  le 
résultat  est  ordonné  suivant  les  puissances  de  //  et  les  coefficients 

de  h,  h-,  ...  sont  respectivement  /''(.r„),  • — '-^,  ■■■■  Nous  pou- 
vons donc  écrire,  en  supposant  |  /z  |  <  R  —  |  .ro  |, 

(19)    /(a?„— /0=/(Xo)-H  -^/'(3-„)-H...—  — -^ — -/"''(.r„)— .... 


La  formule  (19)  s'applique  certainement  dans  l'intervalle  de 
Xq  —  R  -H  1 .2^0  I  à  ^0  +  R  —  !  ^0  |;  mais  il  peut  se  faire  que  la  série 
(|ui  est  au  second  membre  soit  convergente  dans  un  intervalle 
plus  étendu.  Considérons  par  exemple  la  fonction  (  1  +  x)"^,  où  m 
n'est  pas  un  nombre  entier  positif;  le  développement  suivant  les 
puissances  de  x  est  valable  de  ,r  =  —  i  jusqu'à  x  ^  -^-  1 .  Soit  Xo. 
une  valeur  de  x  comprise  dans  cet  intervalle,  nous  pouvons  écrire 

(1  -I-  X  )'"  =  {i  -h  Xo-T-  X  —  XqY"  =  (i  -^-  Xo)"'[l  —  -j'", 


et  développer  (i  -(-;)"'  suivant  les  puissances  de  ;.  Ce  nouveau 
développement  sera  valable  pourvu  que  |  ;  |  <  1 ,  c'est-à-dire  pour 
les  valeurs  de  .^■  comprises  entre  —  i  et  i  -j- 2. ro.  Si  Xo  est  positif, 
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le  nouvel  intervalle  est  plus  grand  que  le  premier  ( —  i,  +  i)  et, 
par  conséquent,  la  nouvelle  formule  permettra  de  calculer  la 
valeur  de  la  fonction  pour  des  valeurs  de  la  variable  situées  en 
dehors  de  l'intervalle  primitif.  En  approfondissant  cette  remarque, 
on  est  conduit  à  une  notion  extrêmement  importante,  celle  du 
prolongement  analytique,  dont  nous  réservons  l'étude  pour  le 
Volutiie  suivant. 

Remarque.  —  Les  propriétés  établies  pour  les  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  positives  d'une  variable  x  s'étendent 
évidemment  sans  diflîcidté  aux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances positives  de  X  —  a  et,  plus  généralement,  aux  séries  oi'don- 
nées  suivant  les  puissances  positives  d'une  fonction  continue 
quelconque  'f(.ï');  il  sulfit  de  les  traiter  comme  des  fonctions 
composées,  la  l'onction  intermédiaire  étant  o(x).  Ainsi,  une  série 

ordonnée    suivant  les    puissances    positives  de  -  est  convergente 

pour  les  valeurs  de  x  dont  la  valeur  absolue  dépasse  une  certaine 
limite,  et  représente  une  fonction  continue  pour  toutes  ces  valeurs 

de  la  variable.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction  y/x-  —  «,  que 

1 
nous  pouvons  éciire  ±  x  i  \  — •  —  )    ;  pour  des   valeurs  de  .r  dont 

la  valeur  absolue  est  supérieure  à  \Ja,  (  i -\  peut  être  déve- 
loppé suivant  les  puissances  de  — j»  et  l'on  obtient  ainsi  la  formule 

1.3. .  .(2/)  —  3)     «/' 


^  x^ —  a  =  37 — 


■IX  l.'x    X^  '     '  2.  4  .6...  2/5         .ï-/'-' 

qui  donne  le  développement  de  y  x-  —  «,  lorsque  x  est  >>\/a. 
Lorsque  x  <i  —  \/a,  la  série  est  encore  convergente  et  a  pour 
somme  —  \Jx'-- — a.  Cette  formule  peut  servir  à  trouver  le  déve- 
loppement de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  lorsque  l'on 
connaît  le  carré  parfait  immédiatement  supérieur. 

186.  Fonctions  majorantes.  —  Les  propriétés  déjà  démontrées 
établissent  une  grande  analogie  entre  les  polynômes  et  les  séries 
entières.  Etant  données  plusieurs  séries  entières  _/",  (x),/2{x), ..., 
/,i{x),  soit  ( — /',  + /•)  la  plus  petite  des  régions  de  convergence 
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de  ces  séries  ;  [)ourvu  que  |  a;]  <  /',  ces  séries  sont  iiLsoiuineiit  coii- 
vergenles  el  l'on  peut  les  combiner  par  addilioii  cl  iimlliplication, 
comme  des  polj-nomes.  D'une  façon  ojénôralc,  loiil  |jolynonie 
entier  en  f,(x),  /o(x),  ...,  /«(x)  peut  être  d<''velo|)i>é  en  une 
série  entière  convergente  dans  le  même  intervalle. 

Pour  élendre  ces  propriétés,  nous  définirons  dahord  certaines 
expressions,  qui  seronlemplorées  par  la  suite.  Soientyïj")  une  série 

entière 

fi x)  =^  ao-^  a^x  —  a iX- ^ .  .  .  —■  a ,iX"  ^  . .  . 

et  s(j")  une  autre  série  entière  convergente  dans  un  intcr\alle 
convenable 


9(T  I  =  a(|—  a,.r  - 


dont  Ions  les  coefficients  a,  sont  positifs.  On  dit  que  la  fonc- 
tion '^{x)  est  majorante  pour  la  fonction  f{x)  si  chacun  des 
(  oefficients  a„  est  supérieur  ou  au  moins  égal  à  la  valeur  absolue 
du  coefficient  correspondant  àe  f(^x) 

[«oj^îto,         |ai|  =  2,,  |fl„|^a„,  ...: 

d'après  une  notation  proposée  par  M.  Poincaré,  on  indique  ainsi 
celte  relation  entre  les  deux  fonctionsy'(.r)  et  ■^(.r)  : 

fixX-^ix). 

L'utilité  des  fonctions  majorantes  dans  les  raisonnements  lient 
à  la  propriété  suivante,  qui  est  une  conséquence  immédiate  de  la 
définition  :  Soit  P„(«o,  fl),...,  <7„)  un  polynôme  dépendant 
des  /(  4-  I  premiers  coefficients  de_/"(x),  et  dont  les  coelficients 
sont  réels  et  jiositifs;  si  l'on  remplace  dans  ce  polynôme  «o, 
«1,  ....  «n  par  les  coefficients  correspondants  de  la  fonction  majo- 
rante ^(j"),  on  a  é\ideniment 

I  P(rto,  «Il  •  •  -,  «n  )  1  =  P(ïo,  2i,  .  .  .,  Z„). 

Par  exemple,  si  ti[x)  est  une  fonction  majorante  pour /"(a;),  la 
série  qui  représente  [ï!(a;)]-  sera  majorante  pour  [y(x)]2j  ...  et, 
en  général,  [a(x)]"  sera  majorante  pour  [/ ("C)]".  De  même,  si  a 
et  «,  sont  des  fonctions  majorantes  poury"  et /",  respectivement, 
le  produit  3'J|  sera  une  fonction  majorante  ^ onr  J'f 

Etant  donnée  une   série  entière y(j;)  convergente   dans  Tinter- 
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valle  ( —  R,  +  R),  la  recherche  d'une  fonction  majorante  est  un 
problème  d'une  grande  indétermination.  Mais  il  y  a  intérêt,  pour 
la  suite  des  raisonnements,  à  choisir  une  fonction  majorante  aussi 
simple  que  possible.  Soit  /■  un  nombre  positif  inférieur  à  R,  mais 
aussi  voisin  de  R  qu'on  le  voudra.  La  série  étant  absolument  con- 
vergente pour  x=:r,  soit  M  la  borne  supérieure  de  la  valeur 
absolue  des  termes  de  celte  série;  on  a,  quel  que  soli  /(, 


La  série  dont  le  terme  général  est  M— >  c'est-à-dire 

M  -H  M  -  -H  .  .  . -I ■ H.  ..=  » 


est  donc  une  fonction  majorante  poury(x);  c'est  celle^dont  on  se 
sert  le  plus  souvent.  Lorsque  la  série  fix)  ne  présente  pas  de 
terme  constant,  on  peut  de  même  prendre  pour  fonction  majorante 
la  fonction 

M 


On  peut  prerWre  pour  /•  un  nombre  quelconque  inférieur  à  R,  et 
ij^sl  clair  que  le  nombre  correspondant  M  diminue  en  général 
atec  v,  mais  ne  peut  jamais  être  inférieur  à  Aq,  si  A„  n'est  pas 
nul.   Lorsqu'il  en  est  ainsi,   on  peut  toujours  trouver  un  nombre 

positif  p<;R,  tel  que  la  fonction ^- — soit  majorante  \ionv  J\x). 

Ln  eilet,  soit 

M  -H  M  -  -(-  M  :^"  -1- . . . -h  M  —  -h  . . . , 


où  M>-  Ao,  une  première  fonction  majorante.  Prenons  un  nombre  p 

.„p"|  =  |«.."|x(j)"<Me(£^ 


inférieur  à  /■  ~;  on  peut  écrire,  en  supposant  n^\, 
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et  par  suite  |  a«p"  |  -<  Ao  ;  d'ailleurs,  on  a  |  «(,  |  =  \^.  La  série 


Ao-^A„: 


est  donc  majorante  ^ourf(x);  cette  propriété  nous  servira  tout  à 
I  heure.  Plus  généralement,  on  peut  prendre  pour  M  un  nombre 
quelconque  supérieur  ou  au  moins  égal  à  Aq. 

On  verra  de  la  même  façon  que,  dans  le  cas  où  c/q  =  o,  on  peut 
prendre  pour  fonction  majorante  une  expression  de  la  forme 


où  UL  est  un  nombre  positif  arbitraire. 

Remarque.  —  La  connaissance  d'une  progression  géométrique  décrois- 
sante comme  fonction  majorante  permet  aussi  de  se  rendre  compte  de 
l'approximation  obtenue  quand  on  remplace  la  somme  f{x)  de  la  série 
par  la  somme  des  n -r-  i  premiers   termes  (voir  n"  159,  Remarque  II). 

187.  Substitution  d'une  série  dans  une  autre  série.  —  Soit 

(ao)  ^  =/' y  •  -  "fi—  ('ix  —  ■  ■  •  —  ««.>•"  —  ■  ■■ 

une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  d  une  variable  y,  et 
convergente  pourvu  que  l'on  ait  |  r  ]  <  R.  Soit,  d'autre  pari, 

(■21  )  _)•  =  ■i(,r )  =  /)„-!-  è, 3"  —..  .-I-  6„j""  —  .  . . 

une  autre  série  convergente  dans  l'intervalle  de  — /■  à  -|- ''•  Ima- 
ginons qu'on  remplace,  dans  la  série  (20),  y,  y-,  j'',  ...  par  leurs 
développements  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  x, 
déduits  de  la  formule  (21);  nous  obtenons  de  celle  façon  un 
tableau  à  double  entrée 

(22)      a,, -h  ai  60      -T- Oibl  -^  .  .  .-^  Onb'^-h- .  . . 

^OibiX  -^  la.bobtX  -;- . .  .-h  na„b'^~^  b^-v  -^. . . 

-^  ai  èîX'-l-  02(6; -7-  26062)37'^-. .  . 


et  nous  allons  chercher  si  ce  tableau  à  double  entrée  peut  être 
absolument  convergent.  Il  faut  d'abord  que  la  série  obtenue  en 
jirenant  les  termes  de  la  première  ligne,  c'est-à-dire 

ao -T-  «1  è» -i-  «s 63  "^  ■  •  •  ' 
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soit  absoiunient  convergente,  ou  que  Ton  ait  |  60  |  <C  ï^-  Cette  con- 
dition est  suffisante.  En  effet,  si  elle  est  remplie,  on  peut 
prendre  pour  fonction  majorante  de  's{x')   une  expression  de  la 

lorme  j  ou  m  est    un  nombre  posilit  quelconque   supérieur 


à  I  bf)  |,  et  où  p  <[  '■;  on  peut  donc  supposer  que  l'on  a  pris  m  <  R. 

Soit  R'  un  nombre  positif  compris  entre  m  et  R;  la  fonction y(j') 

admet  elle-même  pour  fonction   majorante   une  expression   de  la 

forme 

-IL-  =  M  +  M  ^  -+-  .M  ^  +. . .. 
y  R  R  ^ 


Si  dans  cette  dernière  séiie  on  remplace  j'  par 


et  qii  on 


développe  les  diverses  puissances  de  y  suivant  les'  puissances 
croissantes  de  x  par  la  formule  du  binôme,  on  obtient  un  nouveau 
tableau  à  double  entrée 


(23) 


"(fJ 


R'  p 


""(r)"F 


dont  tous  les  coefficients  sont  positifs  et  supérieurs  aux  valeurs 
absolues  des  coefficients  correspondants  du  tableau  (22),  car  un 
coefficient  quelconque  du  tableau  (22)  se  déduit  des  coefficients  a,,, 
<Z|,  ao,  . . .,  èo,  6,,  62,...,  par  des  additions  et  des  multiplica- 
tions seulement.  Si  donc  la  série  double  (23)  est  absolument  con- 
vergente, il  en  sera  de  même  «  /b/'/iO/v' de  la  série  double  (22). 
Si  dans  la  série  (23)  on  remplace  x  par  sa  valeur  absolue,  il  faudra, 
pour  que  le  tableau  soit  conveigeni,  que  les  séries  obtenues  en 
prenant  les  termes  d'une  même  colonne  soient  convergentes,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait  |  x  |  ■<  p.  Cette  condition  étant  remplie,  la  somme 
des  termes  de  la  (/i  -|-  1  )"'""'  colonne  est  égale  à 


]■ 
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e(  il  faudra  en  oulie  qu'on  ait  aussi 

,„<K.(,-lf), 
c'est-à-dire 

La  dernière  inégalité  (24)  entraînant  la  précédente  |jr|"<p, 
il  s'ensuit  qu'elle  exprime  la  condition  nécessaire  et  sulfisanle 
pour  que  la  série  double  (28)  soit  absolument  convergente.  La 
série  double  (22)  sera  donc  aussi  absolument  convergente  pour 
les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  cette  condition;  remarquons  que 
toutes  ces  valeurs  de  x  rendent  convergente  la  série  ï(x),  et  que 
la  valeur  correspondante  de  y  est  moindre  que  R'  en  valeur 
absolue,  car  les  inégalités 

1,1  '"  1^1^         "' 


entraînent  l'inégalité  [--(  jc)  |  <<  R'.  Si  l'on  fait  la  somme  de  cette 
série  (22)  en  ajoutant  par  colonnes,  on  trouve 

(/„-(-  a,  9 (^)  -i-  a^_['^(x )\-  —  .  .  .-f-  a„[o(a-j]"-i-. . .. 

c'est-à-dire /['^(a?)];  au  contraire,  si  l'on  ajoute  par  lignes  hori- 
zontales, on  obtient  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x,  et  l'on  peut  écrire 

(a5)  /[f  (^)]  =  Cg-^  cix  —  c«x--^ . . .-!-  CnX"-^ . . ., 

les  coefficients  Co,  Ci,  Co,  ...  s'exprimant  au  moyen  des  coefli- 
cienls  des  deux  séries  par  des  formules  faciles  à  établir 


(26) 


Ci=  axbt-h-  ai{b\^r-  -i-b^bi)  -T-.  . ., 


La  relation  (20)  n'est  établie  que  pour  les  valeurs  de  x  qui 
satisfont  à  l'inégalité  (24),  mais  ce  n'est  là  qu'une  limite  inlérieure 
de  l'intervalle  où  cette  relation  est  applicable.  Il  peut  se  faire 
qu'elle  subsiste  dans  un   intervalle   beaucoup  plus  étendu.  C'est 
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une  question  donlla  solution  complète  exige  l'étude  des  fonctions 
d'une  variable  imaginaire  et  qui  sera  reprise  plus  lard. 

Cas  particuliers.  —  i"  Le  nombre  R'  qui  figure  dans  l'iné- 
galité (24)  pouvant  être  supposé  aussi  voisin  de  R  qu'on  le 
vent,   il  s'ensuit  fpie   la   formule  (aS)  s'applique  pourvu  que  l'on 

ait  I  .r  I  ■<  p  (  1  —  -iT-  )  •  Gela  posé,  si  la  série  (20)  est  convergente, 

quel  que  soit  j',  on  peut  supposer  R  infini,  et  p  aussi  voisin  de  r 
qu'on  le  voudra.  La  formule  (aS)  sera  donc  applicable  pourvu  que 
l'on  ait  I  .r  I  <  /•,  c'est-à-dire  dans  le  même  intervalle  que  la  for- 
mule (21).  En  particulier,  si  la  série  C3(jc)  est  convergente  quel 
que  soit  a",  comme  /(y),  on  peut  aussi  supposer  /•  infini,  et  la 
formule  (20)  subsiste  quel  que  soit  x. 

■2"  Lorsque  le  terme  constant  bo  de  la  série  (21)  est  nul,  on  peut 
prendre  comme  fonction  majorante  de  o(a?)  une  expression  de  la 
forme 


où  p  <.  /%  m  pouvant  être  quelcon(|ue.  En  raisonnant  comme  dans 
le  cas  général,  on  démontrera  que  la  formule  (23)  est  applicable, 
pourvu  que  Ion  ait 


R'  élanl  aussi  voisin  de  R  qu'on  le  voudra,  [j'inlervalle  fourni  par 
cette  dernière  inégalité  est  plus  étendu  que  celui  qui  est  donné 
par  la  condition  générale  (24). 

Ce  cas  particulier  se  présente  fré(|uemment  dans  la  pratique. 
L'inégalité  I  io  I  <;  R  est  alors  satisfaite  delle-mème,  et  le  coeffi- 
cient c,i  ne  dépend  que  de  ag,  a,,  ....  a„,  b,,  . . . ,  b„, 

Co=«0,        C|  =  «i6i,        C2  =  «1  ^2-1-  "2^1,         •••)        <"«  =  «i^n-i-.  •  .-t-  «n  6','. 

Exemples.  —  1°  Cauchv  a  montré  qu'on  pouvait  déduire  la  formule  du 
binôme  du  développement  de  log  (  1  -;-.r).  On  peut  écrire  en  effet 
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en  posant 

,        .  (x         x"-  X->         X'  \ 

V'  2  1  i  / 

ce  qui  donne,  en  substituant  le  second  développement   dans  le  premier, 

/.r        x-        x^        \  'X-    Ix        x-        t'  i' 

'    \i  -2      '      >         /   "^  l.a  \i  -2  i  / 

Il  est  clair  qu'en  ordonnant  le  second  membre  suivant  les  puissances 
de  ,r,  on  obtient  pour  coefficient  de  x-"  un  polynôme  de  degré  n  en  fi. 
soitP„(|j.).  Ce  polynôme  doit  s'annuler  pour  [i  =  o,  i,:>.....,n —  i  et  se 
réduire  à  l'unité  pour  a  =  u,  ce  qui  suffit  à  le  déterminer 


2"  Soit  3  =  (  I  -t-  .r  i',  .r  étant  compris  entre  —  i  et  ^-  i.  On  peut  écrire 

.T         r- 

1         I .  i       "  '  ' 
en  posant 

I                                          XX-                    ,          „     ^" 
y  =  -logd  —,/•)  =  I \- ■...  +  (—  ij" r 

Le  premier  développement  est  valable  quel  que  soit  j';  le  second  n'est 
valable  que  si  |  a;|  <  i.  La  formule  obtenue  en  substituant  le  second  déve- 
loppement dans  le  premier  s'appliquera  donc  aux  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  i  et   -i-  i. 

En  se  bornant  au\  deux  premiers  termes,  on  a 


(  i  +  :r  )    =  e 1  i 


Lorsque   x   tend    vers   zéro   par   valeurs   positives,  {\-\-xf    tend    donc 
vers  e  en  croissant. 

188.  Division  des  séries  entières.  —  Considt^rons  d'abind  lin- 
verse  d'une  série  eiilicre  coinmenraiU  par  l'unité 


OiX  -i-  Ù-2X-  —..  . 

et  convergente  diius  l'iulirvalle  ( — r.  +'"V  Posons 
y  :=  b iX  ^  biX- -i- . . . , 


462       CHAPITRE    IX.    —    SÉRIES    ENTIÈRES.    —   SÉRIES   TRIGOXOMÉTRIQUES. 

on  peut  écrire 

/*^^*  =  7~7  =1— y -(-^-— .)''  +  ■••. 

el,  en   substiliiant  le  jireniier  développement  dans  le  second,  on 
obtient  pour /(.r)  un  développement  en  série  enlière 

_/■(  .r  )  =  I  —  biX  -r-  (b]  —  b2)T--\-. .  . 

qui  est  valable  dans  un  certain  intervalle. 

On  développerait  de  même  l'inverse  d'une  série  enlière  quel- 
conque commençant  par  un  terme  constant  différent  de  zéro. 

Soit  maintenant  à  développer  le  quotient  de  deux  séries  entières 
convergentes 


Si  hf,  n'est  pas  nul  on  peut  écrire 

o(t) 


=  {ao-i-  aix  "{-  a.,x-^.  .  .)  x 


et,  d'après  le  cas  que  nous  venons  de  traiter,  le  second  membre 
est  le  produit  de  deux  séries  entières  convergentes;  le  quotient 
peut  donc  se  mettre  sous  forme  d'une  série  entière  convergente 
pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  zéro 

=  Cl,  -^  c,  J"  -f-  C-iX-  -^  .  . .. 


bo-^  bix  -h  bîX--i-.  . . 

En  chassant  le  dénominateur  et  égalant  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres,  on  obtient  les 
relations  suivantes 

0,;=  baC,,^  /;|C„_i-t-.  .  .-h  b„Cii  («  =  O,  I,  2,  .  .  .), 

qui  déterminent  de  proche  eu  proche  les  coefficients  Co,  c,,  . .  .  c„ . 
On  remarquera  que  ces  coefficients  sont  précisément  ceux  que 
l'on  obtiendrait  en  effectuant  la  division  des  deux  séries  par  la 
règle  ordinaire  de  la  division  de  deux  |)oljnomes  ordonnés  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x. 

l^orsque  bo  =  o,  le  résultat  est  dilTérenl.  Supposons,  pour  plus 
de  généralité,  '^-j{x)  =  x''6,(x),  k  étant  un  nombre  entier  positif, 
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et  i|(r)  (lésignanl  une  série  enlièreoù  le  terme  constant  est  difTé- 
rent  de  zéro. 
On  penl  écrire 

ifix)  _    I     tp(j?) 
ij(oc)        .7-''"  il  1  (  3:  ) 

et,  d  après  ce  (|u"on  vient  de  voir,  on  a 

Y — —  =  Cn^  c,3-  -4-.  .  .-(-  Ci-i.r''-'  -t-  c/>-r*  +  CA-n-r^-^-'-l-.  .  .. 
On  en  déduit 

le  f|uotieni  est  donc  égal  à  la  somme  d'une  fraction  rationnelle, 
qui  devient  infinie  pour  jr  ^  o,  et  d'une  série  entière  qui  est  con- 
vergente dans  un  certain  intervalle  autour  de  l'origine. 

Remarc/ lie.  —  Pour  calculer  les  puissances  successives  d'une  série 
onliére,  il  est  avantageux  clans  la  pratique  d'opérer  comme  il  suit.  Si  dans 
l'identité 


(ao-h  a,T  -i-  ..  .-i-  aii.T"  -h.  . .)'"  =z  C(,-h  CfX-^.  .  .-i-  c„x'' 


on  prend  les  dérivées   logarithmiques  des  deux   membres  et  qu'on  chasse 
les  dénominateurs,  on  parvient  à  une  nouvelle  identité 

(29)  m(<7i  -t-  rOiX  -;-. .  .+  nanX'-^  -J-. .  .)  (CaH-  c,.r  -^. .  .-^  c^x"-^.  . .) 

=  («,,-t-  «iX  +  .  .  .-(-  a„  a""-h.  .  .)(C|  -+-  îCor  -+-...-1-  nCriX"-'  -i-. .  .). 

Il  est  facile  de  former  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  dans 
les  deux  membres,  et,  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances, 
lin  a  une  suite  de  relations  qui  déterminent  de  proche  en  proche  c,, 
Co,  ...,  c„ connaissant  Co-  Or  on  a  évidemment  Co  =  «,',"■ 


189.  Développement  de  •   —  Proposons-nous  de  déve- 

lopper — ^^=^:^^z=  suivant  les  puissances  de  s.  En  posant)'  =  2xz  —  ;'-, 

\/i  —  i.rz  —  z- 
ou  peut  écrire,  pourvu  que  \y\  <  1, 

'  •> 
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c'est-à-dire 
(3o) 


v/i  —  2a:z  -T-  ;-  '^  ^ 

et  en  réuaissant  ensemble    tous   les   termes   qui   sont   divisibles  par  une 
même  puissance  de  .;.  on  obtient  un  développement  de  la  forme 

(3l)  '  -  =  P„-P,^-4-Po^i-4-...^P,^"-l-..., 


Po=i,         P,  =  x.         P.,=  ^^^ -, 

2 

P„  étant  un  polynôme  de  degré  n  en  x.  Ces  polynômes  se  déterminent  de 
proche  en  proche  par  une  loi  de  récurrence.  En  dilTérentiant  la  formule 
précédente  par  rapport  à  :;,  il  vient  en  effet 

^ =  P,-i-  al'iZ-t-.  .  .-I-  nP„z''-'  -i-. .  ., 


(i  —  iTz  -h  z-y- 


ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  formule  (3i)  elle-même. 
(a:  —  ^)  (Po -I- P,  s -H. .  .H- Pn^" -(-. . .)  =  (i  —  23;;; -1- ^2  )  (  P, -H  2  P2 ~  ^ . . .  )  ; 
égalons  les  coefficients  de  z"  dans  les  deux  niembres,  et   nous  trouvons  la 
relation  de  récurrence 

(n  -+-i)P„+,  =  (an  +  i)a-P„  —  /iP„_i. 

Or  cette  relation  est  identique  à  celle  qui  lie  trois  polynômes  de  Legendre 
consécutifs  (n"90),  et  l'on  a  Po  =  X»,  Pi  =  Xi,  Pj=  X,.  On  a  donc  P„  =  X„, 
quel  que  soit  n,  et  la  formule  (3i)  devient 

(32)  -^=:!^=  =  i^X,=  -t-X2;2^...-hX„:"-h..., 

y/l  —  1XZ  -i-  z^ 

\„  étant  le  n'""'  polynôme  de  Legendre 

2 . 4  •  b .  .  ■'"  dr" 
On  verra  plus  tard  dans  quel  intervalle  cette  formule  est  applicable. 

m.  -  SÉRIES  ENTIÈRKS  A   PLUSIEURS  V.iRIABLES. 

liKI.  Région  de  convergence.  —  Considérons  d'aborxl  une  série 
enlii  re 

<33)  yA,„„X'«Y'', 


m.    —    SERIES    KNTIÈIIKS    A    PLISIEI  US    VARl.VliLES.  4G5 

(loiil  Ions  les  coeffirieiils  A,„„  soiil  positifs,  et  où  les  viiriahles  X 
et  Y  ont  elles-mêmes  (les  vîileiirs  positives.  1!  est  cljiir  (pie  si  la 
série  est  convergente  pour  un  système  de  valeurs  positives  X„,  Y„. 
elle  sera  convergente  pour  tout  système  de  valeurs  (X,  Y)  tel 
(pi'on  ail  X^Xo.  Y<Y„.  Au  contraire,  si  la  série  (33)  est  diver- 
gente |)Our  les  valeurs  X„.  V„,  elle  sera  a  Jurliori  divergente  si 
l'on  a  à  la  fois  X>Xo,  Y>  Y„.  lin  d'autres  termes,  si  la  série  (33) 
est  convergente  pour  les  coordonnées  d'un  point  M  situé  dans 
l'angle  XOY,  elle  est  au-.si  cornergente  pour  tous  les  j)oints  situés 
il  l'intérieur  ou  sur  les  cùtés  du  rectangle  OPMQ  {fig.  33);  au 
contraire  si  la  série  est  divergente  pour  les  coordonné'es  du  point  M, 
elle  est  divergente  en  tout  point  situé  à  l'intérieur  ou  sur  les  cotés 
de  l'angle  droit  P'MO'. 

Fi"  33. 


y 

M 

•  N 

Q 

J^ 

R 

■^ 

'S 

0 

" 

X 

Cela  posé,  considérons  une  demi-droite  indéfinie  OL,  dans 
1  angle  X0\,  et  un  point  m  décrivant  celte  demi-droite  à  partir 
de  l'origine.  Les  coordonnées  de  ce  |)oint  m,  et  par  suite  ,tous  les 
termes  de  la  série  (33),  où  A,,,,,  n'est  pas  nul,  vont  en  croissant 
lorsque  le  point  m  s'éloigne  de  l'origine.  11  y  a  donc  sur  la  droite 
OL  un  point  séparatif  M  tel  cpie  la  série  (  33  )  est  convergente  pour 
tout  point  du  segment  OM  compris  entre  l'origine  et  le  point  M, 
et  divergente  pour  tout  point  de  OL  au  delà  du  point  M  ('  ). 

Comme  cas  particuliers,  il  peut  arriver  (pie  le  point  M  soit  à 
l'origine;  la  série  (33)  est  alors  divergente  pour  tout  point  non 
situé  sur  l'un  des  axes  OX  ou  OY.  .Si  le  point  M  est  rejeté  à  l'in- 


(')  Si  >.  est  le  coefficient  angulaire  (Je  la  ilioite  OL.   l'aliscisse  du   point  iM  est 
l'inverse  de  la  plus  grande  des  limites  de  l'ensemble  des  nombres  (/'Â     XT,  où 
n  =  p^q  (Lemaire,  Bulletin  des  Sciences  malhémaliques,  1896,  p.  286). 
G-^  I-  3o 
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fini,  la  série  (33)  est  an  contraire  convergeiile  quels  que  soient  X 
et  Y,  c'est-à-dire  clans  tout  l'angle  XOV . 

Laissant  de  côté  ces  deux  cas  extrêmes,  .sur  chaque  demi-droite 
OL  située  dans  l'angle  XOY  nous  avons  ainsi  un  point  M,  dont  la 
dislance  à  l'origine  varie  d'une  manière  continue  avec  le  coefficient 
angulaire  ),  de  cette  droite.  Soit  en  eOTel  OL'  une  demi-droite  voi- 
sine de  OL  {fig-  33).  La  série  (33),  étant  convergente  en  tout 
point  du  segment  OM,  est  convergente  en  tout  point  situé  à  l'inté- 
rieur du  rectangle  OPMQ  et,  par  suite,  en  tout  point  du  segment 
OR.  Au  contraire,  la  série  (33),  étant  divergente  en  tout  point 
de  ÏNIL,  est  aussi  divergente  en  tout  point  de  SL'.  Le  point  sépa- 
ralif  M'  de  la  demi-droite  OL'  est  donc  un  point  du  segment  RS, 
et  par  conséquent  ce  point  M'  vient  se  confondre  avec  le  point  M 
lorsque  OL'  vient  se  confondre  avec  OL.  Le  lieu  décrit  par  le 
point  M  lorsipie  la  demi-droile  îJL  décril  l'angle  XOY  est  une 
courbe  F  qui  sépare  cet  angle  XOY  en  deux  régions  distinctes, 
une  région  intérieure  (I)  et  une  région  extérieure  (E).  Un  point 
m  est  dans  la  région  (I)  si  ce  point  est  situé  entre  l'origine  et  le 
point  séparatif  M  de  la  droite  Oni.  et  il  est  dcins  la  région  (E)  dans 
le  cas  contraire.  Il  résulte  de  la  définiliou  même  de  cette  courbe  F 
que  la  série  (33)  est  convergente  en  tout  point  de  la  région  (I) 
et  divergente  en  tout  point  de  la  région  (E).  En  un  point  de  la 
courbe  séparatrice  F  la  série  peut  être  convergente  ou  divergente 
suivant  les  cas. 

Cette  courbe  sépaiatiice  F  jieui  avoir  des  formes  très  diverses, 
suivant  la  série  considérée.  Il  résulte  seulement  du  raisonnement 
fait  plus  haut  que  l'ordonnée  d'un  point  de  cette  courbe  ne  peut 
augmenter  lorsque  l'abscisse  augmente  et  inversement.  Pour  voir 
ce  qui  arrive  lorsque  OL  tend  vers  OX,  il  suffit  de  remarquer  que 
l'abscisse  du  point  M  ne  peut  décniilre  et  que  1  ordonnée  de  ce 
point  ne  peut  augmenter;  y  tentl  donc  vers  une  limite,  tandis 
que  JC  peut  tendre  vers  une  limite  ou  augmenter  imléfiniment.  La 
courbe  F  peut  donc  aboutir  à  un  point  A  de  OX,  ou  avoir  une 
asvmptol'e  parallèleà  OX,  qui  peut  être  Taxe  lui-même.  Remarquons 
seulement  que,  lorsque  la  courbe  F  aboutit  à  un  point  A  de  OX, 
la  série  (33)  n'est  pas  forcément  divergente  pour  tout  [joint  de 
l'axe  OX  au  delà  du  point  \.  Il  est  clair  que  tout  cela  s'applique 
aussi  à  l'axe  OY  . 
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Exemples.  —   i-  La  série  i^M^^  est  convergente  =i  l'on  a  à  la  fois 
X  <  a,  Y  <(?<,  et  dans  ce  cas  seulement,  et  a  pour  somme 


La  courbe  V  est  formée  ici  ,les  .leux  cùlés  .l'un  rectangle  parallèles  aux  axes. 
■' '  La   série   double 


.M 


ru'  ni       a  "h"  /\         V 


(M) 


est  convergente  si  l'on  a  ^  -  A  <  ,.  La  courbe  Y  est  ici  un  segment  de 
droite  compris  entre  les  deux  axes  ON,  OV. 

3"  La  série  double  i:A,„„X"'V",  où  l'on  a  A„,,,  =  ,.  et  A„,„  =  o('pour 
m^n),  n'est  convergente  que  si  l'on  a  \V<  ,.  La  courbe  f  est  une 
branche  d'hyperbole  asymptote  aux  deux  axes. 

4"  La  série 


-'(!)"  ©". 


ou  les  indices  m  et  n  varient  de  un  à  -4-  -j,,  est  convergente  à  l'intérieur 
du  même  rectangle  que  la  série  du  premier  exemple,  et  en  outre  en  tous 
les  points  des  axes  OX  et  OY.  Lorsque  la  demi-droite  OL  tend  vers  OX,  le 
point  M  de  OL  tend  vers  le  point  d'abscisse  a  de  OX  tandis  que  le  point 
séparatif  sur  OX  est  rejeté  à  l'infini. 

y  La  série  ln!X''Y"  est  divergente  en  tout  point  non  situé  sur  les  axes. 

191.   Propriétés  des  séries  entières.  —  Prenons  niainlenant  une 
série  entière  à  coeflicients  quelconques 


(34) 


'i^^y)='^(lmnr" 


leur: 


et  soient  A„,„  =  |  «,„„  |,  X  =  |  ^  |,  Y  =  \y\.  La  série  des  vak 
absolues  (33;  est  convergenie  si  le  point  de  coordonnées  X,  Y 
se  trouve  dans  la  région  (1)  qui  vient  d'être  définie  et  dans  ce  cas 
seulement.  Par  suite,  la  série  (34)  est  absolument  convergente 
si  le  point  de  coordonnées  {x,y)  se  trouve  dans  la  région  du 
plan  (D)  limitée  par  quatre  courbes  égales  à  la  courbe  sépara- 
trice r,  l'une  étant  la  courbe  T  elle-même  et  les  autres  s'en 
déduisant  par  symétrie  {  fig.  34). 

En  un  point  extérieur  à  la  région  (D),  non  situé  sur  les  axes, 
la  série  (34)  n'est   pas   absolument  convergenie.   On   ne  peut  la 
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transfoimer  en  une  série  convergente,  quel  que  soit  l'ordre  dans 
lequel  on  range  les  termes.  Soient,  en  effet,  x^,  yo  'es  coordon- 


nées d'un  |)oinl  extérieur  à  D,  et  non  situé  sur  les  axes;  la  valeur 
absolue  du  ternie  général  de  la  série  Sa,,,,;  .r[" '(•JJ  ne  peut  être 
bornée.  Si  Ion  avait,  en  effet, 

\a,„n-r[;'y'i  |<  M, 

quels  que  soient  m  et  n,  M  étant  un  nombre  fixe,  on  en  con- 
clurait   que    le    ternie    général    <le    la    série   (33)   est    plus    petit 

que  jM  i — '-. — ; ^>   c  cst-à-dire  nue  le  terme  général  d  une  série 

'  l^«\"'  \yo\"  ' 

qui  est  convergente  pour  X  <;  |  Xq  |,  Y<C|j)'o|-  Le  point  de  coor- 
données Ixol,  I  yo  I  "Ë  peut  donc  être  extérieur  à  la  courbe  F, 
et,  par  conséquent,  le  point  (Xo,j'q)  ne  peut  être  extérieur  au 
domaine  D.  En  un  point  de  la  courbe  qui  limite  ce  domaine, 
la  série  (34)  peut  être  convergente  ou  divergente,  comme  la 
série  (33)  elle-même. 

Soient  (7,  b  les  coordonnées  d'un  point  de  (D)  à  l'intérieur 
de  l'angle  xOy.  La  série  (34)  est  uniformément  convergente 
à  l'intérieur  du  rectangle  M  M' M"  M'"  formé  par  les  quatre 
droites  x^=±a,  y^=dzb  et,  par  conséquent,  ¥i^x,y)  est  une 
fonction  continue  des  variables  x  el  y  dans  ce  rectangle.  Il  s'en- 
suit que  F[x,y)  est  une  fonction  continue  en  tout  point  de  D; 
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en  efl'et,  étant  donné  un  point  quelconque  m  de  ce  domaine,  il  est 
clair  quon  peut  trouver  dans  D  un  autre  point  M  tel  que  m  soit  à 
l'intérieur  du  rectangle  tel  que  .MM'^I"M"'. 

En  diflerentiant  terme  à  terme  la  série  (34)  [)ar  rapport  à  x  ou 
|)ar  rapport  ày,  on  obtient  deux  nouvelles  séries 

I    Fi(.7-,  j')=N    ii)a,i,„x"'~^y", 

<jiii  admettent  le  même  domaine  de  convergence  que  la 
série  (34».  Il  suffit  de  démontrer  f|ue  la  série  y  m  A,„„  X"' ' '  Y" , 

par  exemple,  admet  la  même  courbe  séparatrice  F  que  la 
série  (33). 

La  démonstration,  toute  pareille  à  celle  du  n"  183.  comprend 
■deux  parties  : 

i"  Si  la  série  ImA,„„X"'  '\"  est  convergente,  il  en  est  de 
même  de  la  série  IA„,„X'""'\"  et,   par  suite,  de  la  série  (33); 

2°  Inversement,  si  la  série  SA„„,  X™\J,'  est  convergente,  la 
série    S  «/ A„,„  X"'"' Y"   est   convergente   pour   X  ■<  Xo ,  ^  <;Yo. 

Supposons,  en  eft'et.  que  Ion  ait,  quels  que  soient  m  et  n, 

A„,„X7Y;'<M; 
on  en  déduit  l'inégalité 

et  le  second  membre  est  le  terme  général  d'une  série  double  con- 
vergente dont  la  somme  est 

M_  I 


Si  l'on  ordonne  les  deux  séries  F(x,  r)  et  F,(x,  j')  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  x.  on  a,  en  considérant  y  comme 
constant,   deux  séries  entières  en  x,  et  d'après  la  façon  dont  la 
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seconde  série  se  déduit  de  la  première,  on  a 

l*oiir  la  même  raison,  on  a  aussi 

Plus  généralement,  la  série  (34)  peut  ètie  diflerenliée  terme  à 
terme  un  nombre  quelconque  de  fois  dans  le  domaine  D.  Ainsi, 

0"'+"  F 
la  dérivée  partielle  est  égale  à  la  somme  d'une  série  doiiiile 

'  d.v"'  ôy'i-  ° 

dont  le  terme  constant  est  m\  nla„i„;  les  coefficients  a,„„  repré- 
sentent donc,  à  des  coefficients  numériques  près,  les  valeurs  des 
dérivées  partielles  de  la  l'onction  F(x.y)  pour  x^y=:o,  et  la 
formule  (34)  peut  encore  s'écrire 


(34)'  ¥{x,Y)=J  ^ -^  x>"Y", 

ce  qui  montre,  remarquons-le  en  passant,  qu'une  fonction  de 
deux  variables  ne  peut  être  développée  en  série  entière  que  d'une 
seule  façon.  Si  l'on  groupe  ensemble  tous  les  termes  de  la  série 
double  du  même  degré  en  x  et  y,  on  obtient  une  série  ordinaire 

(34)"  F(.r,  _/)  =  !po-H  çi  -I-  oo-H.  .  .-H  9,1-1-.  .  ., 

co„  étant  un  polynôme  homogène  de  degré  n  en  x,  y,  fpie  l'on 
peut  écrire,  sous  forme  symbolique. 


.£f  Y"'. 


ce  développement  est  donc  identique  à  celui  que  fournirait  la  for- 
mule de  Taylor  (n°  29). 

Soient  (xo^yo)  les  coordonnées  d'un  point  de  D,  et  /■,  p  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  F,  tel  que  \xo  |  <'%  |  J'o  |  <C  p- 
Prenons  dans  D  un  [loinl  voisin  (Xo-H  /i,  J'o+  ^')'  '^'  qu'on  ail 

!-^«l  +  IM<'-.      b'«l-|/'l<?. 

A  l'intérieur  du  rectangle  formé  par  les  quatre  droites 

x  =  x„±[r-\x„\],  r=y,±[p-\yo\], 
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lii  foiiciion  Fi. r.j')  penl  èlre  développée  en  série  entière  ordonnée 
suivant  It-s  |iiiissai)ce5  de  x  —  Xq  el  de  )•  —  i  o 


(30) 


^  /  à"-"F  \  h"'k" 

^^  \ dx'"  Oy" / V  =  V,  m.  n. 


On  le  démonlie  en  rem|)laraiU.  dans  la  série  doiil)le 

■^a,„n{r^—hy"  iyo^k)", 

chaque  terme  par  son  développement  suivant  les  puissances  de  h 
et  de  k,  el  observant  que  la  nouvelle  série  multiple  est  absolument 
convergente,  sous  les  hypothèses  qui  ont  été  faites.  En  ordonnant 
cette  nouvelle  série  suivant  les  puissances  de  /*  et  de  k,  on  arrive 
précisément  à  la  formule  (36). 

Les  raisonnements  el  les  théorèmes  précédenis  s'étendent  sans 
difficulté  aux  séries  entières  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 
Étant  donnée  une  série  entière  à  n  variables  X|,  x-^.  ....  x„,  il 
existe,  en  général,  une  infinité  de  prismaloïdes  définis  par  des 
conditions  telles  que 

—  jj  <  Xi  <.?•?.         —  j-5  <  3-2  <  x3 ,         ....         —  .r?,  <  J-„<  3-,'], 

tels  qu'à  l'intérieur  de  l'un  d'eux  la  série  entière  F(  x,,  Xj,  ....  x„) 
soit  absolument  convergente.  Elle  représente  une  fonction  con- 
tinue dans  ce  domaine  el  peut  èlre  dlfférentiée  terme  à  terme  un 
nombre  quelconque  d'e  fois. 

192.  Fonctions  majorantes.  —  Étant  donnée  une  série  entière 
à  a  variables /(x.r.  .;...  .1,  nous  dirons  qu'une  autre  série  à 
n  variables  'z.{x.y,  z,  . . .)  esl  majorante  pour  la  première,  si  un 
coefficient  quelconque  de  -.p(^jr,r,  r.  . . .)  est  positif  el  supérieur  à 
la  valeur  absolue  du  coefficient  correspondant  de  /(.v.y.z.  ...). 
Le  raisonnement  du  n"  191  repose  en  réalité  sur  l'emploi  d'une 
fonction  majorante;  si  la  série  S  |  «„,„  X'" JK"  |  esl  convergente 
pour  ,r  = /•.  y=:rz.   la   fonction 


?.(-^'.>')  = 


=  m; 


:)-(|)-, 


où  M  est  supérieur  à  tous  les  termes  de  la  série  S  |  «,„„  r™  p"  |,  esl 
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une  lonriion  majorante  pour  la  ;érie  'Za,„„  x'"  y" .  La  fonction 

0>(.r.  y)  = 


J-J) 


est  aussi  une  fonction  inajoiante  ;  car  le  coefficient  de  .r'"-)'" 
dans    6{x,y]    est    égal   au    coefficient    de   ce    même    terme   dans 

M( ^  "T  )  ^^'    l'*"'   t:o'''s*^(|uent,    est   au    moins    égal    à    celui 

de  a:'" y"  dans  a(x,y). 

De  même,  étant  donnée  une  série  triple 

/(.r,  y,z)  =  la,„„,,.r"'y"zl', 

si  elle  est  absolument  convergente  |)Our  x  ^  r,  y  ^  r' ,  z  ^^  r" ^ 
/■,  /■'.  /■"  étant  trois  nombres  positifs,  elle  admet  pour  fonction 
majorante  une  expression   de   la   forme 

iM 


Hx.y,  z) 


('-7)<-?j(-^j 


qu'on  peut  remplacer  encore  par  l'une  quelconque  des  suivantes  : 

-(7-7-7)'     f'-7j['-{7-7)]'     '"' 

Lorsque  _/\j",j)',  z)  ne  renferme  |)as  de  teime  constant,  on  peut 
prendre  aussi  jjour  fonction  majorante  l'une  ou  l'autre  des  précé- 
dentes, diminuée  de  M. 

Le  lliéorème  sur  la  substitution  d'une  série  entière  dans  une 
autre  série  entière  (11°  187)  s'étend  aux  séries  à  plusieurs  variables. 
Si,  dans  une  série  entière  con^'ergente  à  p  variables  ri, 
j'.i,  ...,  yp,  on  remplace  ces  variables  par  p  développements 
en  séries  entières  à  q  variables  x^,  x^.  ....  x.j.  ne  présentant 
pas  de  termes  constants,  et  conv-ergentes.  le  résultat  de  la 
substitution  peut  être  mis  sous  forme  d'une  série  entière 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  x,,  x-,-  ■■  -,  x^, 
pourvu  que  les  valeurs  absolues  de  ces  variables  soient  infé- 
rieures à  certaines  limites. 

La  démonstration  étant  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
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variables,  nous  nous  bornerons,  pour  fixer  les  idées,  au  cas  parti- 
culier suivant.  Soil 


(37) 


Piy,  =  }  =  -«m«r '"-='■' 


une  série  entière  convergente  pour\u  (|ue  Ion  ait  \y\ 
soient  d'autre  pari 


■/y..rî-i-.. 
c.>.r--^.  . 


deux  séries,  sans  terme  constant,  convergenles  tant  (|uc  la  valeur 
absolue  de  x  ne  dépasse  |)as  p.  Dans  un  teiiije  rpieiconque  de 
la  série  (  3-)  remplaçons  v  et  ;  par  leurs  développements  en 
série  (38);  nous  obtenons  |>oiir  y'";"  une  nouvelle  série  entière 
en  X,  et  la  série  double  (3-  i  est  remplacée  par  une  série  à  triple 
entrée  dont  tous  les  coeificients  se  déduisent  des  coefficients  «,„„, 
b/i-  Cn  par  des  additions  et  des  multiplications  seulement.  Il  sagit 
de  montrer  que  cette  série  à  triple  entrée  est  elle-même  aljsolu- 
ment  converijente  pourvu  que  la  valeur  absolue  de  x  ne  dépasse 
|)as  une  certaine  limite,  et  qu'on  peut  par  conséquent  l'ordonner 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable.  Remarquons, 
pour  cela,  qu'on  peut  prendre  pour  fonction  majorante  de  F(j'",  :■) 
la  fonction 


(39) 


t-ir.z) 


(-Vi 


et   pour  fonction   majorante  des  deux  séries  (3<S)   une  expression 
de  la  forme 


'MÏÏ' 


M  et  >i"  étant  deu\  nombres  jiositlfs.  Si  dans  la  série  double  (Sgl 
on  remplace  maintenant  r  et  ;  par  le  développement  (4o)  et  qu'on 
développe  chacun  des  produits  y'" z"  suivant  les  puissances  de  x, 
la  série  à  triple  entrée  obtenue  a  tous  ses  coefficients  réels  posi- 
tifs et  su|)éricnrs  aux  valeurs  absolues  des  coefficients  corres- 
pondants de  la  série  à  triple  entrée  déjà  obtenue.  Il  sulfira  donc 
de  démontrer  que  cette  nouvelle  série  est  convergente,  quand  on 
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donne  à  x  une  valeur  positive  assez  petite.  Or,  si  l'on  ajoute  les 
termes  provenant  du  développement  d'un  même  lerme  de  la 
série  (Sg),  on  rcliouve  la  série  à  double  entrée  dont  le  terme 
trénéral  est 


r'"  r  "  /  X 

y--?. 


c'est  précisénienl,  au  facteur  M  [irès,  le  terme  général  de  la  série 
obtenue  en  multlplianl  lerme  à  terme  les  deux  séries 


et  ces  deux  séiies  sont  convergentes  pourvu  (]ue  Ion  ait  à  la  lois 

il  suffira  donc  C|ue  la  valeur  absolue  de  x  soit  inférieure  au  plus 

petit  des  deux  nombres  p rr.    ù—, -r;  pour  qu'on  ait  le  droit 

d'ordonner  la  série  à  triple  entrée  suivant  les  puissances  de  x. 

Remarque.  —  Le  théorème  est  encore  vrai  lorsque  les  sé- 
ries (38)  renferment  des  termes  constants  bç,  et  Co,  pourvu  qu'on 
ait  I  èo  I  < '',  |co|<!^'-  On  peut,  en  effet,  remplacer  le  dévelop- 
pement {'à-j)  par  un  développement  ordonné  suivant  les  puissances 
àe  y  —  bo  et  de  z  —  Cq  (n"  191),  et  l'on  est  ramené  au  cas  qui  vient 
d'être  traité. 

IV.  —  FONCTIONS  IMPLICITES. 
COURBES  ET  SURFACES  ANALYTIQUES. 

193.  Fonction  implicite  d'une  variable.  —  On  a  déjà  établi 
(p.  8i  et  suiv.)  l'existence  des  fonctions  implicites,  sous  certaines 
conditions  de  continuité.  Lorsque  les  premiers  membres  des  équa- 
tions considérées  sont  développables  en  séries  entières,  on  arrive 
à  des  résultats  plus  précis,  que  nous  allons  maintenant  exposer. 

Soit  F(x,j')  =  o  une  équation  où  le  premier  membre  peut 


IV.    —    FONCTIONS    IMPLICITES.    —    COURBES    ET   SURFACES   AXALÏTIQUES.       473 

cire  déi'eloppé  en  série  coiuergeriie,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  —  x„,  y  — j'o,  cette  série  ne  présentant 
pas  de  ternie  constant,  et  le  coejficient  de  y —  Vo  n'étant  pas 
nul.  Cette  équation  admet  une  racine,  et  une  seule,  qui  tend 
vers  y  a  lorsque  x  tend  vers  x„,  et  cette  racine  peut  être 
développée  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  X  —  Xd . 

Afin  de  siiiiplitier  les  calculs,  supposons  j:o=j'o=o,  ce  qui 
revient  à  déplacer  l'origine.  En  isolant  dans  un  membre  le  terme 
du  premier  degré  en  y,  on  peut  écrire  l'équalion  proposée 

(4<)  y  =Ar,y)  =  a,i,T  —  a^f,x^  ^  au-rjf-  -^  ao.y-^-  ■■, 

les  termes  non  écrits  étant  d'un  degré  supérieur  au  second.  Nous 
allons  d'abord  montrer  qu'on  peut  satisfaire  formellement  à 
l'équation  (4')  en  remplaçant^  par  une  série 

(42)  _>'=Ci.r  —  Co  j--^. .  .-^  c„  j"-H. . . , 


et  en  opérant  sur  le  second  membre  comme  si  celte  série  était 
convergente.  On  trouve,  en  efTel,  en  identifiant  les  deux  membres, 
après  la  substitution  effectuée,  les  conditions 

Cl  =  «1,,,        C2  =  (7^0^ 'ïi iC] ^- «..sCf ,        ...; 

dune  manière  générale,  c„  s'exprime  au  moyen  des  coefficients  <7,a, 
où  i—k^n,  et  des  coefficients  précédents  c,,  c^,  ... ,  c„_,  par 
des  additions  et  des  multiplications  seulement,  de  sorte  que  nous 
pouvons  écrire 

1^)  c„=  P„(a,o,  «20!  «11,  •• -,  «on), 

l'„  étant  un  polynôme  dout  tous  les  coefficients  sont  des  nombres 
entiers  positifs.  La  légitimité  des  opérations  précédentes  sera  éta- 
blie, si  l'on  démontre  que  la  série  (4^)  ainsi  obtenue  est  conver- 
gente pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  petites.  On  se  sert  pour 
cela  d'un  artifice  très  général,  dont  la  première  idée  est  due  à 
Cauchj,  et  qui  repose  sur  l'emploi  des  fonctions  majorantes. 
Soit 

une  fonction  majorante  pour  f{x,y),  où  l'on  a  ^,)(,=  ^o,  =  o,  et 
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OÙ  b„ii,   est   positif  et  au    niûins   c-'gal  à   |  (/,„«  |  ;   si    Ion  considère 
léquation  auxiliaire 

(  4  I  )'  '^    =   r  '  •'■•  "^    '   =   -  t^inn  -T'"  V", 

et  que  l'on  ciierche,  comme  plusiiaul.  à  satisfaiie  à  celte  équation 
en  prenant  j^our  \   une  série  entière  en  x-, 

{  4'?  )'  V  =  Cl  .r  —  C»  J--  ^ .  .  .  —  C„  .r"  ^- .  .  . 

on    obtiendra    tie    même    pour   les   coefficients   C,,    Co,    ...,    les 
valeurs 

Ci=6iii,        C,  =  ^20+ ^M  G| -H  ^„»Ci', 

et  en  général 

(43)'  G„=P„(6,„.  6,0,  ...,^o„). 

La  comparaison  des  relations  (43)  et  (43)'  nous  montre  aussitôt 
que  l'on  a  |  c„  |  <C„,  puisque  tous  les  coefficients  du  polynôme  P^ 
sont  positifs  et  que  l'on  a  \amii\'ii>mn-  La  série  (42)  sera  donc 
convergente  si  la  série  (42)'  est  elle-même  convergente.  Or,  nous 
pouvons  prendre  pour  la  fonction  majorante  ci(.r,  Y)  une  expres- 
sion de  la  iorme 

) 


(-.K-Ji 


M,  /■,  p  étant  trois  nombres  positifs,  et  l'équation  auxiliaire  (4i) 
devient,  en  chassant  les  dénominateurs, 

9-^  M ',5  r 


p  -H  M         p  -f-  Al  ;■  -  .r 

Celle  équation  admet  une  racine  qui  est  nulle  pour  .t- =  o  ;  cette 
racine  a  pour  expression 


■2  (^  p  -;-  AI  )        ^  t  p  -^  AI  I  \  p-  r  —  X 

la  quantité  sous  le  radical  peut  s'écrire 


en  posant 
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el  I  on  a  encore 


('-^)('-t) 


Celte  racine  Y  peut  donc  être  développée  en  série  convergente 
dans  l'intervalle  i — a,  +a);  ce  développement  est  lorcéinent 
identique  à  celui  que  lournit  la  substitution  directe,  c'est-à-dire 
au  développement  (42  )'.  Par  suite,  la  série  (4'^)  est,  a  fortiori, 
convergente  dans  Tintervalle  ( — x,  +  a),  mais  ce  n'est  là  quune 
limite  inférieure  de  l'intervalle  de  convergence  C|ui  peut  être 
beaucoup  plus  étendu. 

D'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les  coefficients  c„,  il 
est  évident  que  la  somme  y  de  la  série  (4'-)  satisfait  à  l'équa- 
tion (4')-  Écrivons  cette  éqnati(;)n  F(,r.  v>^j)' — y\,r,'i')^o, 
et  soit  r  =  Pi\ri  la  racine  que  nous  venons  d'obtenir.  Si  Ion 
pose,  dans  Fix.  y  1.  )=P(.r)-;-;  el  qu'on  ordonne  le  résultai 
de  la  suli>titution  suivant  les  puissances  de  ,/■  et  de  ;,  tous  les 
termes  diiivent  être  divisible--  [lar  ;,  puisf|ue  ce  résultat  doit  être 
nul,  (piel  (pie  soit  :i\  cpiand  on  fait  r  :=  o.  On  a  donc  identi- 
quement 

F[t,  P(x)^z]  =  zOjx.z), 

(^(,r.  r  I   étant    une   série   entière   en  x  et  z,  et   si  Ion    remplace 

maintenant  ;  par  j- —  P(  .r)  dans  ()(x,:-),  on  arrive  en  définitive 

à  I  identité 

F f  .r,  _)■  )  =  [r  —  I' (  X ,1  ]  Qi O,  7 ) ; 

le  terme  constant  de  C^,  doit  être  égal  à  l'unité,  puisque  le  coef- 
ficient de  r  doit  être  égal  à  an,  et  nous  pouvons  écrire 

(4!)  F(.r,  j)  =  [7  — P(.T)](i-^3c.r^  fi..-^...). 

Cette  décomposition  de  ¥{x,r)  en  un  jirodult  de  deux  facteurs 
est  due  à  M.  Weierslrass.  Elle  met  en  évidence  la  raciney  =  P(:r); 
elle  montre  de  plus  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  racine  de  F(x,y)  =  o 
«'annulant  avec  x,  puisque  le  second  facteur  ne  tend  pas  vers  zéro 
lorsque  X  et  >'  tendent  vers  zéro. 

Bemarque.  —  Pour  rlélerminer  les  coefficients  successifs  du  développe- 
ment {4'i),  écrivons  l'équation  proposée 


(  41)'    y  =  A.x''-{-  xy^{or,  y)  ^  Ca^"-*-'-^.  .  .■+-  l)j-- 


A  /=  o, 
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OÙ  'i>{x,y)  est  une  série  entière  en  ,r  et  JK,  6i  où  les  termes  non  écrits 
forment  deux  séries  entières  en  a-  et  en  jk  respectivement,  dont  l'une  est 
divisible  par  x"-*-'  et  l'autre  pav y-.  Le  premier  terme  de  la  série  cherchée 
est  Ar"  et,  en  posant  r  =  a-''(  A  -+-  =),  il  reste,  après  avoir  divisé  par  x"  les 
deux  membres  de  l'équation  (40",  "ne  équation  de  même  forme 

z  =  A,a7">-l-  TZ'Piir,  z)  -tr.  ■  ■  ; 

le  premier  terme  du  développement  de  z  est  Ai-T",,  et  par  suite  le  second 
terme  dey  est  PliX"^"'-,  il  est  clair  qu'on  peut  continuer  ainsi  indéfini- 
ment (  '). 

19i.   Théorème  général.  —  Considérons  niaiiilenant  un  svslùiiie 
de/)  relations  entre  /*  +  7  varialdes 

,    F,  (x,.x,,  ...,x,,\yuy%,  ...,yn)  =  o, 
]  Fo  (x,,x., r,j-.r,.  yi.  .  .  .,  y,,)  =  o. 


(45) 

!  F,,(x,,.r.; ^,,\  yu  yi,  ■  ■  ■,yii)  =  0, 

où  les  fonctions  F,,  Fo,  ...,  F^,  sont  nulles  pour  Xi^^y^=^o  et 
sont  développables  en  séries  entières  dans  le  voisinage;  nous  siip- 

D(F,,F,,  ....F;,) 


nie  le  tie 


teiiui liant    fonctionnel 


l>{yj,y2,  ■■.,yp) 

n'est  pas  nul  pour  ces  \aleiirs.  Dans  ces  conditions,  les  équa- 
tions (45)  arlmetteni  un  système  de  solutions,  et  un  seul,  de  la 
forme 

ji  =  o,(.r,,  .To,  .  .  .,.r,/),  ....        yf,=  Op(xi,Xi,  ..  .,x,i), 

a,,  0-2,  ...,  '.i/)  étant  des  séries  entières  en  .r,,  x-^,  ■■■,  Xq,  qui 
s'annulent  pour  x,  =  x-,=^  .  .  .^^  x^^=  o. 

Pour  simplilier  l'écriture,  hornons-nous  au  cas  de  deux  équa- 
tions entre  deux  fonctions  u  et  r  et  trois  variaijles  indépen- 
dantes X,  y,  z, 


F,  =  au   -h  liv   -+-  ex  -4-  dy  -i-  e z  -(-.  . 

•=  Oj 

F -2  =  n'  Il  -i-  b'  f  -h  c' X  -h  d' y  -t-  e' z  -t- .  . 

.  =  0. 

(46) 

Puisque  le  détcrniinanl  ab' — ha'  n'est  pas  nul,  par  hypothèse,  on 


(')  Quand  on  a  obtenu  ainsi  un  certain  nombre  de  termes,  on  peut  doubler  le 
nombre  de  ces  termes  par  une  division.  [Voir  un  article  Sur  le  développement 
en  série  entiéje  d'une  branche  de  fonction  implicite  (i\ouvelles  Annales  de 
Mathématiques^  >9o4)] 


IV.    —    FONCTIONS    IMPLICITES.    —   COIRBES    ET    SIRF.\CKS    ANALYTIOCKS.        (79 

iitnil  remplacer  les  deux  é(|iialions  (46  )  par  deux  équations  de  la 
forme 

\    "  =  '^"mnpiir-''^'"  y"  ^''  U'I  V. 

(  V  =  1b„,„p,f,.x"'y" zP u'Jv''. 


(47) 


les  seconds  membres  ne  reiifei  niant  pas  de  termes  constants,  ni 
de  termes  du  premier  degré  en  t/  et  i'.  On  démontie,  de  la  même 
façon  que  plus  liant,  que  Ton  satisfait  formellement  à  ces  équa- 
tions en  pren;int  pour  u  et  c  des  séries  en  .T,y,  z 


(48,1 


u  =  Zcai^'y' 


=  -Ci^/r'y" 


les  coelficients  cu/  et  c]^/  se  déduisant  des  coefficients  a,n„pqr 
et  bm„p,,r  par  des  additions  et  des  multiplications  seulement.  Pour 
établir  la  convergence  de  ces  dévelo[)pements,  il  suffît  encore  de 
les  comjiarer  aux,  développements  analogues  obtenus  en  cherchant 
à  satisfaire  aux  deux  écjiialions  auxiliaires 


U  =  \ 


(. 


'M' 


"(-^)^ 


M.  /■  et  c  élanl  des  nombres  |)Ositifs  dont  on  a  déjà  expliqué  la 
signification.  Ces  deux  équations  auxiliaires  se  réduisent  à  une 
équation   unique  du   se-rond   degré 

■2  S  -^  .'(  .M        ■->.  p  ^  4  .M   ''  —  I  ■'■  —  y  —  -  ) 

qui  admet  une  racine  nulle  pour  .r^_y  =  :;  =  o.  Celle  racine  a 
pour  expression 


'         x^  y 

-^  z 

'                     =: 

T  —   y 

±1 

en  posant  a 


=  W: 


4M, 


Cette  racine  peut  être  développée  en  série  entière  convergente, 
tant  que  les  valeurs  absolue-;  de  x.  y.  z  ne  dépassent  pas  -r-  Les 
séries  (48)  sont  donc  convergentes  entre  ces  limites. 

Soient  «,  et  c,  les  solutions  développables  des  équations  (47)- 
Si  Ton  pose  u  =  ^^,  —  u' .  c  ^=  c,  -+-  c'  et  qu'on  substitue  dans  les 
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équations  (47)?  P"'*  qu'on  ordonne  suivant,  les  puissances  de  xi 
)■,  ;,  (/',  (',  tous  les  termes  devront  contenir  u'  ou  c'  en  Hicteur. 
Il  s'ensuit  qu'en  revenant  aux  variables  x^  y,  :■,  ti .  i',  les  équations 
proposées  peuvent  s'écrire 

(  ("—  "i)/  +(''  — l'i)?   =0, 
(47)  )   .  /• 

y,  »,  /", ,  -i,  étant  aussi  des  séries  entières  en  x,  v,  ;,  u,  r.'  Les 
solutions  u^ii{,  v^^v^  sont  ainsi  mises  en  évidence;  mais  on 
voit  de  plus  qu'il  ii'v  a  pas  d'autres  solutions  s'annulant  pour 
,r  =  r  ^=  •;  =  o.  En  elTel,  tonte  autre  solution  des  équations  (47  )' 
doit  annuler  f■o^  —  '^fi\  '"'>  d  comparant  les  équations  (47) 
et  (4"))  '>"  voit  que  le  terme  constant  dans  f  et  ç,  est  égal  à 
l'unité,  taudis  qu'il  est  nul  dans  /,  et  'j.  On  ne  jieut  donc  pas 
satisfaire  à  l'équation  /-o,  —  »/,  =  o  en  prenant  ]>our  u  et  r  des 
(onctions  ([ni  s'annulent  pour  .r  =  )'  ^  ;  =  o. 

193.  Formule  de  Lagrange.  —  Soit 

(-49)  y  =  a  —  r'i(y) 

une  équation  où  la  fonction  f(y)  est  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  jk  —  "i  tant  que  la  valeur 
absolue  àe  y  —  a  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite, 

(^{  y  )  =  ':.ia)  -{-  i  y  —  n  )  -i  (  a  )  -i-  -i  (a  )-!-...  ; 

d'après  le  théorème  général  du  n"  193,  celte  équation  admet  une  racine, 
et  une  seule,  qui  tend  vers  a  lorsque  x  tend  vers  zéro,  et  cette  racine  est 
représentée,  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment  petites,  par  la  somme 
d'une  série  entière  convergente 


«l.T  -H  o,-'''-^- 


Plus  généralement,  ^i /{ y)  est  une  fonction  développable  suivant  les  puis- 
sances positives  de  y  —  a.  après  y  avoir  remplacé  y  par  le  développement 
précédent,  on  aura  pour  /(y)  un  développement  ordonné  suivant  les 
puissances  de  x,  qui  sera  encore  valable  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  certaines  limites, 

(5o)  f(y)  =  f(a)-^\iX-hX,x"--^...^A„x"-^.... 


Le  but  de  la  formule  de  Lagrange  est  précisément  de  donner  l'expres- 
sion des  coefficients  A,,  Ai,  ...,  A„,   ...,  en  fonction  de  a.  Remarquons 
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que  ce  problème  n'est  pas  esenliellement  ilislinct  du  ))ioblème  général; 
le  coefficient  A„  est,  au  facteur  n!  prés,  la  dérivée  /i"'"",  pour  x  =  o, 
de  f(y),  y  étant  définie  par  l'équation  {i[y).  et  cette  dérivée  peut  être 
calculée  par  l'application  des  règles  connues.  Le  calcul  parait  compliqué, 
mais  on  l'abrège  beaucoup,  grâce  aux  remarques  suivantes  de  Laplace. 
Les  dérivées  partielles  de  la  fonction  jy  définie  par  l'équation  (  (<)  i.  par 
rapport  aux  variables  x  et  «,  sont  données  par  les  formules 

[i-.r-yc,,-)l^  ='r(y),         [i  —  x^'if)]^  =1  ; 

on  en  déduit  immédiatement  la  relation 

.  au  du 

^     '  ùx        ■   •'    àa 

en  posant  u  =^ f{y).  D'autre  part,  F(^)  étant  une  fonction  quelconque 
de  y,  on  vérifie  immédiatement  par  la  difTérentiation  que  l'on  a 

car  chacune  des  dérivées  développée  a  pour  expression 

Cela  posé,  nous  allons  montrer  qu'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n, 
â" 


â"u  _    à"-'   r        ,  „  ài/l 
'dr"  ~  fia'"'  [  ^  •  •^'  '  '  ,7^  J 


La  loi  est  vraie  pour  n  =  i,  d'après  la  formule  (5i);  pour  établii-  qu'elle 
est  générale,  supposons-la  établie  pour  une  certaine  valeur  de  n.  On  en 
déduit 


J"^'  u  ^        d"        r 
ix"-^'         Oa"->âx\y  ■^' 


Mais  on  peut  écrire,  en  utilisant  les  relations  (  5i)  et  (5l*"), 
à 


on  a  donc  bien 


et  la  formule  est  vraie  pour  toute  valeur  de  n. 

Supposons   maintenant   a:  =  o;  y  se   réduit   à   a,    a   à  /(«)   et  la  dé- 
rivée n'""'  de  u  par  rapport  à  x  devient 


/à"u\  rf"-'  ,,.      , 
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La  formule  de  Taylor  nous  donne  donc  pour  le  développement  de  f{ y) 

ri  !  <r«"^'     ■ 

Telle  esi  la  formule  célèbre  due  à  Lagrange;  elle  donne  l'expression  de  la 
racine  r  qui  l<=nd  vers  a  lorsque  x  tend  vers  zéro.  Nous  verrons  plus  tard 
entre  quelles  limites  cette  formule  est  applicable. 

fiemarque.  —  Il  résulte  aussi  du  théorème  général  que  la  racine  y, 
considérée  comme  fonction  de  x  et  de  a,  peut  être  représentée  par  une 
série  double  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  a.  On  obtiendrait 
celle  série  double  en  remplaçant  chacun  des  coefficients  A„  par  son  déve- 
loppement suivant  les  puissances  de  a.  On  déduit  de  là  qu'il  est  permis  de 
,lilTérentier  terme  à  terme  la  série  (dî)  par  rapport  au  paramètre  a. 

Exemples.  —  i"  L'équation 

(53)  y  =  a^-^{y'-i) 

admet  une  racine  égale  à  a  pour  :r  =  o.  La  formule  de  Lagrange  donne 
pour  le  développement  de  celte  racine 

(54)  /  =  «-^:i(«--"-7:^U/         d^ 

I         /3-\"rf"-'(a''  — 1)"    ,       _. 
"^  i.-x...n\2/  da"'^ 

d'autre  part,  en  résolvant  l'équation  (53),  on  a  pour  expression  des 
racines  

V  =  —  ±  —  y/l  —  laX  -r-  X^, 
■'  X  X 

et.  pour  avoir  la  racine  égale  à  a  pour  ,r  =  o,  .1  faut  prendre  le  signe  - 
En  différ«ntiant  par  rapport  à  la  variable  a  les  deux  membres  de  1  équa- 
tion (54),  on  parvient  à  une  formule  qui  ne  diffère  que  par  les  notations 
de  la  formule  (  3i  )  obtenue  plus  haut  (  n°  189). 
■i"  L'équalion  de  Kepler 

(55)  »  =  a-t-esin» 

admet  la  racine  u  =  a  pour  .  =  o.  La  formule  de  Lagrange  donne  pour 
le  développement  de  la  racine  qui  tend  vers  a 

gi     d  e"        c?«r'(sin"a)  ^ 

(56)  u  =  a-l-<;sina  +  —  ^(sin2a)-+-...-i- -|-y:j^-^         ^„„_, 
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Laplace  a  démontré  Je  premier.  ,,ar  „„e  analyse  savante,  n„e  la 
sene  précédente  est  convergente  pourvu  ,,ue  e  soit  inférieur  à  la 
limite   0,662743. ...  r 

196.  Inversion.  —  Soit 

une  série  convergente  dans  rin.ervalle  (-/■,-,■,,  où  le  premier  coeffi 
oient  «,  n'est  pas  nul.  Si . Ion  considère  dans  l'équation  (  5;)  ^  comme  la 
variable  indépendante,  et  x  comme  une  fonction  de  y.  cette  équation 
adniet,  d'après  le  théorème  général  (n"  193),  une  racine  et  une  seule  qui 
tend  .ers  zéro  avecjs  et  cette  racine  est  développable  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  ^^^ 

(58)  x  =  h,  y  -H  b,,yi+  b,y^^.,.-^b„y"-t-.  ... 

Les  coefficients  b„  b„  b,,  ...  se  déterminent  aisément  de  proche  en 
proche  en  remplaçant  x  par  son  développement  dans  la  formule  1  ".-l  et 
écrivant  qu'on  a  une  identité.  On  trouve  ain-i 

.m  peut  aussi  obtenir  l'expression  générale  des  coefficients  b„  au  moyen 
de  la  formule  de  Lagrange.  Si  l'on  pose  en  elfet 

•i(j-)  =  a, -+-«5,77 -(-..._-  ,j^^x"-'-h 

l'équation  (37)  peut  s'écrire 

I 

et  la  formule  de  Lagrange  donne,  pour  le  développement  de  la  racine  qui 
s  annule  avec  y, 

.^=j--L_+       ,       y"       rji^/_i_V'1 

'Mo)  i.-z...n[Ux"~i\:l(x)/    Jo"^""" 

l'indice  o  indiquant  qu'on  remplace  .r  par  o  après  les  dilférentiations     • 

Le  problème  p,écé,lent  était  connu  autrefois  cous  le  nom  de  problème 
du  retour  des  suites. 

197.  Fonctions  analytiques.  —  iNous  appellerons  par  la  suit.. 
Jonction  analynqne  t.uiie  (onction  d'un  nombre  quelconque  de 
vanahies  .r,  j,  ;,  .  .  .  ,  q„i,  dans  le  voisinage  d'un  sysL-ine  de 
valeurs  .To,  jKo,  ;„,  •  .  .  ,  peut  être  développée  en  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  x„,  v  ~  v      -  ~- 
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et  convergente  tanl  que  les  valeurs  absolues  de  ces  différences  ne 
dépassent  pas  certaines  limites  (les  valeurs  .„,   Vo,   ^o   pouvant 
d'     leurs  être  soumises  à  certaines  restrictions    que  nous  n  e.a- 
1  neronspasici).  De  l'étude  qui  vient  d'être  faUe  dans  ce  Cha- 
pitre, 11  résulte  que  ces  fonctions  naissent  en  quelque  sorte    es 
Les  des  autres.  Étant  données  une  ou  plusieurs  fon.t.ons  ana  ,- 
tiques,  l'intégration  ou  la  différentianon,  et  les  operat.ons  al   e- 
briques,  telles  que  multiplication,  div.s.on    comb.na.son  pa.  sub- 
stitlio    ,  etc.,  conduisent  à  de  nouvelles  fonct.ons  analyt.ques.  It 
en  est  de  même  des  fonctions  obtenues  par  la  résohu.on  d  équa- 
tions dont  les  premiers  membres  sont  analvUques.  Or,  1   .    onc 
tions  les   plus  simples,  comme  les  polynômes,  1  exponent.ebe  e 
es  fonctions  circulaires,  étant  analytiques,  on  s'expl.que  a.semen 
comment  les  premières  fonctions  étudiées  ,.ar  'es  géomètres  ont 
été  nécessairLent  des  fonctions  analjt.ques    et     .mpor.ance  de 
es  fonctions  apparaîtra  encore  mieux  dans  l'étude  des  fonct-ons 
d'ie  variable  i'maginaire  et  des  équations      .fférent,elles.  Ma.s 
nial<^ré  le  rôle  fondamental  des  fonctions  analytiques,  on  ne  doit 
point  oublier  qu'elles  ne  forment  en  définitive  qu'un  groupe  tout 
particulier  dans  l'ensemble  des  fonctions  conl-nues  (    ). 

198.  courbes  analytiques.  -  Nous  avons  défini  (n»  13)  une 
courbe  comme  le  ..eu  décrit  par  -  P^^  ^^^ '^  ^^  ;^^^ 
so-nt  des  fonctions  continues  x=J[t),  j  -  fl,  ;,  .\  / 

paramètre    t,    quand    on    fait   varier   ce    param-Ue.    S.   1.  s     onc 
dons./(0,  'f(0,  ^(0  ^«"^  ''-  f""'=^'°"^  auBlyUques  de  /,  c  est- 


,M  ^   -,    f,r^   une  fonclioa  continue    et   admettant   des  dérivées  continues  de 
(.)  So,t  f(x)   un.   ''^"^^  ^    ^  ^.   ^,^,  j^,i,ées  satisfont  à  la  condition 

ous  les  ordres  dans  un  intenalie  (ii,  ")•  J' 


(A) 

M  et  =  étant  deux  nombres  posUi.s  indépendants  de  .,  la  fonofon  /(x)  est  analj^ 

Taylor  (n»  18),  le  reste  R„  est  moindre  en   valeur  absolue  que   M— ^::,t— ' 
d-aprés  la  condition  (A),  et  par  conséquent  tend  vers  .éro,  lorsque  „  croit  .nde- 


et  X,, — 


finimcnt,  x  étant  compris  entre  x„      , ,^    ,  ,.„    ...  :.„  ,  x  )  est,  nécessaire 

Inversement,  on  démontrera  dans  le  1  urne  II  que  la  coud.tton  (     )  e_t, 
pour  que/(j:)  soit  analytique. 
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à-dire  des  fonctions  de  t  qui,  dans  le  voisinage  de  toute  valeur  f, 
comprise  dans  un  certain  intervalle  (a,  6),  sont  développables  par 
la  formule  de  Tajior  suivant  les  puissances  de  Z  —  i,,  l'arc  de 
courbe  correspondant  est  dit  un  arc  de  courbe  analytique. 
Toutes  les  courbes  que  Ton  leiicoiUie  dans  les  applications  les 
plus  usuelles  sont  des  courbes  analytiques  ou  sont  formées  d'un 
iiombre^/ic' d'arcs  analytiques  mis  bout  à  bout. 

Soient  x„,  Iq,  ;o  'es  coordonnées  d'un  point  Mq  dune  courbe 
analytique;  x^  y,  z  les  coordonnées  d'un  autre  point  M  de  la 
courbe  voisin  de  AIq.  Le  point  Mo  est  dit  un  point  ordinaire  si 
deux  des  trois  ditl'érences  x  —  Xo,  y — yQ,  z  —  ^o  peuvent  être 
développées  en  séries  entières  ordonnées  suivant  les  puissances 
de  la  troisième,  ces  deux  séries  étant  convergentes  tant  que  les 
valeurs  absolues  ^e  ces  dillérences  restent  inférieures  à  une  cer- 
taine limite  h  >-  o.  Dans  le  cas  contraire,  le  point  Mo  est  dit  un 
point  singulier.  Ln  arc  de  courbe  analytique  sans  point  singulier 
est  dit  régulier. 

D'après  la- définition  même  des  courbes  anahtiques,  les  coor- 
données X,  y.,  z  d'un  point  M  voisin  du  point  Mo(^Xo,_^o'  -oj  sont 
représentées  par  des  séries  entières 

.    X  ^  X(,-7-  ai(t  —  toj  ^-.  ..-^  «nU  —  <o)"-i--  •  •• 
(59;  .  y  =  y^-^bi{t  —  t^)-^...^  bn{t  —  t,,)" --..., 

(     Z=    Z^^   Ci(t—ti,)->-...^   Cu(t  —  t^)"-r-..., 

ces  trois  sénés  étant  convergentes  pourvu  que  i  t  —  /„  |  soit  moindre 
(]u'un  nombre  positif/'. 

Four  que  le  point  Mg  soit  un  point  ordinaire,  il  suj/it  que  l'un 
des  trois  coejficients  a,,  b,,  c,  des  formules  (09)  ne  soit  pas 
nul.  Si,  par  exemple,  a,  nest  pas  nul,  on  tirera  de  la  première 
des  équations  (5y)  un  développement  de  t  —  t^  suivant  les  puis- 
sances de  X  —  Xg  (n°  193j,  et  en  portant  cette  valeur  de  t  —  t^ 
dans  les  deux  autres  formules,  on  aura  les  développements  de 
y — j'„,  z  —  ^0  suivant  les  puissances  entières  de  x  —  Xq.  Inver- 
sement, dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire  Mo,  les  équations 
qui  définissent  une  courbe  analytique  peuvent  être  mises  sous  la 
forme  (âg),  l'un  au  moins  des  coeflicients  a,,  b,,  c,  n'étant  pas 
nul.  En  effet,  si,  par  exemple,  y  — yo  et  s  —  :;o  sont  égales  à  des 
séries  entières  en  x  —  Xq,  il  suffira  de  poser  x  —  Xo=  t  pour  être 
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ramené  à  des  formules  de  la  forme  (Sg),  où  l'on  aura  a,  =  i.  De 
celle  remarque  on  déduit  que  la  définilion  d'un  point  ordinaire 
est  indépendante  des  axes  de  coordonnées.  En  eiïel,  si  l'on  consi- 
dère la  courbe  T  qui  se  déduit  de  la  courbe  C  par  une  transforma- 
tion homograpbique  dcMinic  par  les  formules 

X  =  lx-\-my-\-!i  z  -+-  p, 
Y  =  /' X  -i-  m' y  -+-  n' z  -i-/>', 
Z  =  /" X  -t-  m"y  -+-  n"  z  -+-/>". 

dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  on  a 

d\        ,  d.r  dv  dz  d\        „  dx  dZ        ,„  dx 

dt  dt  dt  dt  dt  dt  dt  dt 

1  •       1 ,   •     .       d\     d\     dt  ,  , ,        .    1      f  • 

el  les  trois  dérivées  — ;- .  -r-,  -r-  ne  peuvent  être  nulles  a  la  lois 
(//      dt      dt  ' 

1  ,  .  ,  .      , ,  •    .       dx    dv    dz 

pour  une  valeur  l^,  de  /,   si  les  trois  dérivées  —r-i  -j-i  -j-  ne  sont 

pas  nulles  aussi  pour  cette  valeur  de  f  {'  )■ 

Lorsque  les  trois  coefficients  a,,  6,,  c,  sont  nuls  à  la  fois,  le 
point  Mo  est,  eti  gé/iéirtl,  un  point  singulier.  Prenons,  par 
exemple,  la  courbe  plane  définie  par  les  deux  équations  x  =  /-, 
y  =  ;'.  Pour  <  =  o,  on  a  a^  =  6,  ::=  o.  L'origine  est  bien  un  point 

singulier,  car  l'on  tire  des  relations  précédentes  x  =  y^ ,  et  inver- 

1 
sèment  yz=x^,  et  chacune   des  coordonnées  est  une   puissance 

fractionnaire  de  l'autre  coordonnée. 

Prenons,  au  contraire,  la  courbe  plane  définie  par  les  formules  x  =  t-, 
y  =  t^.  Pour  ;  =  o,  on  a  encore  ai=  bi  =  o,  et,  cepenilant,  l'origine  n'est 
pas  un  point  singulier  puisqu'on  a  j-  =  x^.  Mais  on  remarquera  que,  dans 
ce  dernier  exemple,  à  un  point  de  la  courbe  correspondent  deux  valeurs 
différentes  (±  t)  du  paramètre. 

Soient  Xf,,  jKo  'es  coordonnées  d'un  point  Mo  d'une  courbe 
plane  C  représentée  par  une  équation  F(x,y)  =  o,  dont  le  pre- 
mier membre  peut  être  développé  en  série  entière  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  x  —  x^  et  de  y — yo-  Si  les  deux  dérivées 


{ '  )  Il  est  aisé  de  voir  que  celle  propriété  s'étend  à  toute  transformation  rcver- 
lible,  définie  par  des  formules  analytiques. 
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partielles  —  •  —  ne  sont  pas  nulles  pour  x  =  x^,  y^y^,,  le 
point  ^I|,  est  un  point  orrliuaire.  En  efl'et,  si  (  — ]  n'est  pas  nul, 
par  exemple,  on  déduit  de  It^piation  F  =  o  un  développement, 
^^  y — y»  suivant  les  [niissances  de  x  —  x^  (n°  193). 

De  même,  soient  Xo,  ya,  -o  'es  coordonnées  d'un  point  Mo 
d'une  courbe  g:aiiclie  F  représentée  par  un  système  de  deu.t  équa- 
tions 

(60)  F(.r,  _>',  !)  =  „,         F,(a-,  ^,  s)  =  o, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  séries  entières  en  x — Xf,, 
y — l'o,  ;  —  ^0-  ^6  point  Mo  est  un  point  ordinaire  pourvu  que 
les  trois  déterminants  fonctionnels 

D(F,F,)       D(F.F,)       D(F.F,) 
D(x,^)'      DO',;)  '      ï)(z,T) 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois  pour  x  =  x„.  y  =  }\^,  z  =  z^-  Si,  par 

I       1       1 ■  •  D<  F,  F|)      ,  ,  -AT 

exemple,  le  déterminant  -=r n  est  pas  nul  au   ijoint  M„,   on 

'  u(J-,y)  _  r  I  u 

tirera  des  équations  (60)  des  développements  en  séries  entières 
pour  X — X0  et  y  —  )'„ ,  ordonnées  suivant  les  puissances  de 
.-  -  ;„   (n°  194). 

Les  énoncés  sont  pareils  à  ceux  des  n"*  37  et  43,  mais  nous 
établissons  ici  un  résultat  plus  précis,  puisque  nous  démontrons 
que  les  fonctions  implicites  dont  il  s'agit  sont  des  fonctions  ana- 
lytiques de  la  variable  indépendante. 

Remarque  I.  —  Considérons  en  particulier  une  courbe  plane  C,  ce  qui 
revient  à  remplacer  la  dernière  des  formules  (39)  par  2  =  0.  Pour  avoir 
l'aspect  de  la  courbe  dans  le  voisinage  d'un  point  Mo,  il  suffit  d'observer 
que,  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  t  —  t„,  x  —  x„  et/  —  ys,  ont 
respectivement  les  signes  des  premiers  termes  a,n{t  —  t^)'"  et  bn(t  —  <o)" 
dans  les  seconds  membres. 

Supposons  m%n.  Si  m  est  impair  (ce  quia  toujours  lieu  pour  un  point 
ordinaire),  la  courbe  a  l'aspect  habituel  ou  présente  une  inflexion.  Si 
m  est  pair,  la  courbe  présente  un  rebroussement.  de  première  ou  de 
seconde  espèce. 

Remarque  II.  —  Soit  Mo  un  point  ordinaire  d'une  courbe  analytique 
plane  C;  supposons,  par  exemple,  y — y^  développé  suivant  les  puissances 
de  X  —  Xo 

y  —  ya=  ci{x  ~  x^}  ^  Ci[x  —  x^y  -h . . .. 


^SS        CHAPITRE    IX.    —    SKRIES    ENTIÈRES.    —    SERIES    TRlGONOJlÉTRlOl  ES. 

Si  la  langente  n'esl  pas  parallèle  à  l'axe  O^,  le  coefficient  Cj  n'est  pas 
nul,  et  l'on  peut  inversement  déduire  de  la  relation  précédente  le  dévelop- 
pement de  ic  —  .To  suivant  les  puissances  de  y — yn.  II  n'en  est  plus  de 
même  si  la  langente  au  point  M^  est  parallèle  à  Ox.  Dans  ce  cas  Cj  =  o, 
•et  le  développement  de^'  — jko  commence  par  un  terme  de  degré  supérieur 
au  premier  en  oc  —  ^ol  on  ne  peut  plus  appliquer  le  théorème  général 
<iu  n"  19.3.  D'une  étude  qui  sera  faite  plus  tard  (t.  Il  ),  il  résulte  que  x  —  x^ 
peut  alors  être  développée  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances 
fractionnaires  àe  y — y^. 

199.  Points  doubles.  —  Reprenons  encore  l'éUide  d'une  courbe 
plane  anal\ii(|iie  C  dans  le  voisinage  d'un  point  double.  Ce  point 
double  étant  pris  pour  origine,  lV'f|ualion  de  la  courbe  est  de  la 
forme 

■(6i)  ax-  +  ib.ry  ^  c y'^+  o-iix.  y)  -\- .  .  .^  o, 

les  ciielficienls  «,  b,  c  n'étant  pas  nuls  à  la  (ois,  et  les  termes  non 
écrits  formant  une  série  entière  en  x  et  y,  qui  est  convergente 
■dans  le  voisinage  du  point  x=^y^=o.  Supposons  de  plus  que 
nous  ayons  choisi  les  axes  de  façon  que  c  ne  soit  pas  nul.  D'après 
«ne  remarque  déjà  faite  (p.  io3,  note),  l'équation  (6i)  ne  peut 
admettre  plus  de  deux  racines  réelles  tendant  vers  zéro  avec  x; 
on  démontrera  plus  tard  qu'elle  admet  toujours  deux  racines,  et 
deux  seulement,  réelles  ou  imaginaires,  qui  tendent  vers  zéro 
avec  X.  On  peut  trouver  a'sément  les  expressions  de  ces  deux 
racines  lorsque  b- — ac  n'est  pas  nul." 

i"  Soit  b-  —  i'/c>>o.  On  peut  encore  écrire  i'équalion  précé- 
dente, en  divisaiu  par  c, 

(62)  ¥  ix,  y)  =  {y  —  ''■x){y  —  '^x)  -^  o^ix,  y)  -\-  .  .  .=  o, 

a  et  p  étant  deux  nombres  réels  di fférenls.  Si  l'on  pose 

y  =  .?-(2  -I-  ((  ). 

F[x,  a?(a+  M)]  peut  être  ordonné  suivant  les  |)iiissaiices  de  x  et 
de  u  (n"  192)  et,  en  divisant  par  .r-,  il  reste  ré(|ualion 

< 63  )  u{u  ~  ï  —  ^ )  +  ...  =  o, 

tous  les  termes  non  écrits  étant  nuls  pour  ./■  ^  o.  D'après  le  théo- 
rème général  (n"  193),  cette  équation  admet  une  racine  iiy   s'an- 
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luilanl  avec  x^  qui  est  développable  suivant  les  puissances  de  x  : 
ii\  —  X 1  J~  +  a^  .r-  -H .  .  . . 
L'équation  (62)  ;idnicl  donc  aussi  la  racine  y, 

(''4'>  >'i  =  ï-^ -^  ïi'---^  ïo-r"  — .  .  ., 

et  l'on  verrait  de  même  (|iie  celte  équation  admet  une  seconde 
racine 

(fi3)  r-2=  hl^^- 2|.rî-i-fJ.,r»  — .... 

Par  l'origine  passent  donc  deux  branches  de  courbe,  et  sur  cha- 
cune d'elles,  prise  isolément,  l'origine  est  un  point  ordinaire. 

En  reprenant  les  raisonnemenis  de  la  (in  dn  n"  193.  on  voit  aisé- 
ment que  ¥{x,y)  peut  se  décomposer  en  un  produit  de  trois  fac- 
teurs 

(66)  F(j;,y)  =  iy  —  y,)(  y~  r,iii^c,.r^  c,_r  ^..  .  i. 

ce  qui  met  en  évidence  les  deux  racines  j^,  el  y.^  de  l'équation  (62) 
et  monire  de  plus  que  cette  équation  n'admet  pas  d'antre  racine 
tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  .r. 

2"  Soit  b-—ac<Zo.  \oiis  sa\ons  ((iie  l'oriiiine  est  un  point 
double  isolé.  Cependant,  les  calculs  (|ue  nous  venons  d'indiquer 
s'appliqueraient  encore  et  conduiraient  à  deux  séries  conver- 
gentes (64)  et  (65),  satisfaisant  formellement  à  l'équation  (62), 
mais  avec  des  coefficients  imai^inaires.  l/é(jualion  (62)  admet 
donc  dans  ce  cas  deux  racines  imaginaires  conjuguées  infiniment 
petites  avec  x. 

La  méthode  précédente  s'apj)lique  aussi  sans  difficuilé  à  l'élude 
d  une  courbe  analyti(|ue  dans  le  voisinage  d'un  point  multiple 
d'ordre  quelconque/)  à  tangentes  distinctes. 

3°  Soit  b- —  ac  =  o.  Si  l'on  a  pris  pour  a\e  des  .r  la  tangente  au  point 
double,  l'équation  est  de  la  forme 

(67)  y^=  Xa-^-hBx-'y-^  Ca-j'^-i-  Dr'  —  .  ... 

Soient  M  H- /p  et  u  —  /pies  deux,  racinos  infiniment  petites,  lîn  rem- 
plaçant y  par  u-h/v,  l'équation  devient 

u^-  -h  2  (f  v^ H-  i-  =  Axs-i-  Ba-2(«  -^  /l.)  -r-  Cx(«  -h  /i;)  V  D(it  -i-  \^)V  . . .. 
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En  égalant  à  zéro  la  série  formée  par  les  termes  rationnels  en  v.  et 
le  coefficient  de  \/7' ,  on  a  les  deux  équations  suivantes  pour  déter- 
miner u  et  i' 

(68)  \ 

On  peut  appliquer  à  ce  système  le  théorème  général  du  n"  194.  et  l'on 
en  déduit  pour  u  et  c  des  développements  en  série 

I    V  =  A  jt'h-.  .., 

(69)  B    , 


commençant  par  des  termes  qui  sont  au  moins  du  troisième  et  du  deuxième 
degré  respectivement.  Soit,  d'une  façon  générale, 

u  =  axP-{-...,         (■  = /' .rT -f- .  .  .         (ah  ^  o;  p^i,  q^'i), 

les  séries  ainsi  obtenues.   L'équation  (67)  admet  les  deux   racines  infini- 
ment petites 

y  =  axP-h.  .  .±  \/ hxi ^ .  .  .  . 

La  forme  de  la  courbe  dépend  avant  tout  de  la  parité  de  q. 

Premier  cas.  —  Soit  q  ^  ir  +  1  (r^i).  Supposons  de  plus  6>o; 
pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  zéro,  la  série  sous  le  radical  a  le  signe 
de  bxi.  Pour  <\vie.  y  soit  réel,  x  doit  être  supposé  >o,  et  les  deux  valeurs 
de   Y  sont  représentées   par  un  développement  en  série  ordonnée  suivant 

les  puissances  de  \fx .  Si  l'on  a  /H </>,  le  terme  du  moindre  degré  est 

1 
le    terme    en    x       -,    et    l'on    a    un    rebroussement    de    première    espèce. 

Si   /H >/>,  on  a  un   rebroussement  de  seconde  espèce. 

Second  cas.  —  Soit  q  =  ir  (/■>!).  Les  valeurs  de  /  ne  seront  réelles 
pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  x  que  si  b  est  positif.  Lorsqu'il  en 
est  ainsi,  on  a  deux  branches  de  courbe  tangentes  à  l'origine  à  l'axe  Ox» 
et  l'origine  est  un  point  ordinaire  pour  chacune  d'elles,  car  on  peut  écrire 
ces  deux  racines 


y  =z  axP-^- .  .  .±x''  <Jb  -H  6,jc  -t-.  ... 
Si  b  est  négatif,  l'origine  est  un  point  double  isolé. 

200.  Surfaces  analytiques.    —    Une    portion   de    surface   S   est 
dite  analytique  si,  dans  le  voisinage  de  tout  |)oinl  Md  de  cette 
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surl'acc,  les  coordonnées  x,  y.  z  d'un  point  varlaltle  M  peuvent 
èlre  développées  en  séries  entières  à  deux  paramètres  va- 
riables   t  /„,     Il  Uq, 

l  X—  ^0  =  a,a(J  —  t„)  -h  a„,(  it  —  Un)  ^ 

(70)  \y  —  yo=bi„(t  —  t„)  +  b„i{u  —  Uo)-i-..., 

'    z  —  .:„  =  c,ol7  —  t„  )  -r-  Col  <""  —  "0)  ^. .  ■ , 

ces  séries  restant  convergentes  tani  que  les  valeurs  absolues  des 
différences  /  —  t„,  11  — •  «o  ne  dépassent  pas  certaines  limites.  Un 
point  M„  de  la  surface  S  est  un  point  ordinaire  si,  dans  le  voisi- 
nage de  ce  point,  une  des  trois  différences  x  —  x„,  y  — y^,  z  —  3o 
peut  être  développée  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  des  deux  autres.  Tout  |)oinl  M,,,  pour  lequel  les 
trois  déterminants 

D(X.  :)        D(z.x)        Dix,  y) 
Dit,  II)'      D{l,  Il  )'      D(t.  Il  1 

ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  est  un  point  ordinaire;  si  l'on  suppose, 

par  exemple,  que  le  premier  déterminant  ne  soit  pas  nul,  on  peut, 

des  deux  dernières  équations  (70),    tirer    /  —  /,)   et   (/  —  iIq,   et, 

en  portant  les  valeurs  obtenues  dans  la  |3remière,  on  obtient   un 

développement    de   .r  —  Xo    suivant  les   puissances   de  y  —  y„   et 

de  3  —  r„. 

Etant  donnée  une  surface  S  représentée   par  une  équation  m^m 

résolue    F(.r,  >',  3)  =  o,    soient  To.   Vn,   z-u   les  coordonnées   d'un 

point  Mo  de  cette  surface.   Si  la  fonction   F  est  développable  en 

série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  ./'  —  Xg,  y  —  l'o, 

I  .      ,,   .    ,  .    .,        àF      dF      àF        .      , 

:  —  ;„,  sans  que  les  trois  dérivées  narlielles  - — ,  - — t  —  soient 
^  '  ô-To     dj\t     OZd 

nulles  à  la   fois,  il   résulte  du    tliéoiènie  général    (n"    193)   que  le 

point  Mg  est  un  point  ordinaire. 

Remarque.  —   La  di'finilion  adoptée  pour  un  point  ordinaire 

d'une  surface  est  indépendante  du  clioix  des  axes.  Supposons  que 

le  point  M|,(xo,_)'o' 2o)  soit  un   point  ordinaire  d'une  surface  S; 

les  coordonnées  d'un  point  voisin  sont  données  alors  par  des  lor- 

1        lie  /       \       '1       .      •      I  ••         •         ,     r>(  r,  -3)     D(5,a;i 

mules  de  la  forme  (-0),  ou  les  trois  deleriiimants  — ^ — ■ — ,  ■=-— •> 

^  '       '  \)i  t.  u)      v{t,  u) 

r. ,  '  '        ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  pour  /  =  /„.  11  =  '/„■  Une  Irans- 
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formation  de  coordonnées  revient  à  remplacer  les  variables  x,  y,  z 
par  trois  nouvelles  variables  X,  Y,  Z,  l'onctions  linéaires  des  pre- 
mières, telles  que 

X  =  a|,r  +  j3i_y  -4-  7i  ;  -i-  3,, 

Z  =  aix  -(-  p3/  +  ysz  -h  S3, 

I      ..  ■  .         D(X.Y.Z)     ,,  ...  , 

le  delerminanl  A  =  77- n  étant  pas  nul.  bn  remnlacaiit  x, 

D(x,  y,  z)  '^  I      »  ' 

y,  s  par  leurs  développements  (70),  on  obtiendra  pour  X,  V,  Z 

trois  nouveaux  développements  de  même  forme,  et  l'on  ne  peut 

avoir 

D(X,  Y)  _  D(Y,  Z)  _  D(Z.X)  _ 

pour  t  =  t„,  f<  =  f<Q,  car>on  déduit  inversement  des  formules  de 

transformation 

a:  =  A,X  +  B,Y  +  C,Z  +  Di, 

y  =  A2X  +  B2Y  +  G2Z  +   D.2, 

«  =  AjX -h  B,  Y  +  C3 Z  +  D3, 

el  les  trois  déterminants  fonctionnels  obtenus  avec  les  variables  X, 
\ ,  Z  ne  pourraient  être  nuis  à  la  fois  sans  qu'il  en  fùl  de  même  des 
trois  déterminants  formés  avec  les  variables  x,  y,  z. 

V.  —  SÉRIES  TRIGÛNÛ.MÉTUIQUES.  —  SÉRIES  DE    POLYNOMES. 

201.  Séries  de  Fourier.  —  Nous  allons  nous  occuper,  dans  les 
paragraphes  suivants,  de  séries  d'une  nature  tout  à  fait  différente 
des  précédentes.  Les  séries  trigonométriques  paraissent  avoir  été 
considérées,  pour  la  première  fois,  par  D.  Bernoulli,  à  propos  du 
problème  des  cordes  vibrantes;  le  procédé  de  détermination. des 
coefficients,  que  nous  allons  indiquer,  est  dû  à  Euler. 

Soit  /(x)  une  fonction  bornée  et  intégrable  de  la  variable  x 
dans  uu  intervalle  {a,  b);  nous  supposerons  d'abord  que  les 
limites  a  el  b  sont  — -et  + -,  ce  qu'on  peut  toujours  faire,  car 

il  suffira  de  prendre  pour  nouvelle  variable  —^ — j-^ —  pour 

être  ramené  à  ce  cas.  Cela  posé,  si  pour  toutes  les  valeurs  de  x^ 
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comprises  entre  — -  et  +t:,  on  a  Tégalilé  ci-dessous 

("0  /(^)  =  —  +  («icos.r-i-6,sinx)^...-i-(a,„cos7?!x-)-/;,„sinmx)-f-..., 

Oo,    a,,    6,.    ...,    «,„,    i,„,    ...,   élant   des    coeincieiits   constants   . 
inconnus,  l'arlifice  suivant  s'ofTre  loiil  naturellement  pour  déter- 
miner ces  coefficients.  Rappelons  d'abord  les  formules  suivantes, 
qu'il  suffit  d'écrire,  où  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  positifs: 

/         cosmx  dx  =  o.     ^i  «i  z:  o,  /         sinmxdx=o. 

r      '  ,  f~'cos(m  —  n)x  —  cos(ni  —  n)x    , 

j         cos  m  xcos  II  X  dx  =  I dx  —  o,     siin^n, 

/"  ^  "       ,  .  z"  "^  "  I  —  cos  yniT   , 

j         cos^  nixdx=  j  (/.r  =  Ti,     si  m  ^  o, 


(72) 


/  sinm X  sin  nxdx=  I         — 

/  i\n^  mxdx  =  j 

r"^    ■  ^  /•"'^sinr 

/  sinmxcosnxdx=  j         


Si  m  --  «  i.r-  —  co?(  7?!  -T-n  )x 


dx^=o,     si  m  ^  n. 


1  —  CDit.nix 


dx  =  -,     si  m  -~  > 


n(-+-nlx-+-siii(n(  —  n\x 


Si  nous  inlégrons  les  deux  nu^mbres  de  IVgalité  (71)  entre  les 
limites  — t:  el  -f--.  en  intégrant  le  second  membre  lernie  à  ternie, 
il  vient 


J"^/(x)dx=^  f 


dx  =  -a». 


égalité  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  r/o.  Si  l'on  opère  de  même 
après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  relation  (-i)  par 
cosmx  ou  sin/»j7,  le  seul  terme  du  second  membre  dont  l'inté- 
gration entre  les  limites  — -rz  et  -H  ti  donnera  un  résultat  diflerenl 
de  zéro  sera  le  terme  en  cos-'w,r  ou  en  sin-mx,  el  l'on  parvient 
aux  formules  suivantes 

/        f{x}cosmx  dx  =^ -a,„.  j        f(x)sinmxdx  =  r.b„,. 

Nous  pouvons  encore  écrire  les  valeurs  obtenues  |)0ur  les  coef- 
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ficients 


(73) 


I         I   r*~  I  r"^ 

l  a„=  -    /        f{i)di,  a„i=  -    f        /{■y.)coiinid<x, 


Le  calcul  (jui  |)récède  pour  déterminer  les  coefficients  man(jiie 
évidemment  de  rigueur  et  n'a  qu'une  valeur  d'induction. 
On  appelle  série  de  Fourier  toute  série  trigononiélrique 

—  -I-  «1  cos.r  +  6,  sina-  — . .  .^  a,„  contix  -^  b,,,  i'minx  -H.  .  ., 
-1 

dont  les  coeKîcients  se  déduisent  d'une  fonction  inlégrable /(  j:) 
par  les  formules  {-?>).  A  toute  l'onction  f{x)  intégrable  dans  l'in- 
tervalle ( — 77,  4-t:)  correspond  une  série  de  Fourier,  mais  il  n'est 
nullement  évident  que  cette  série  de  Fourier  est  convergente  et  a 
pour  somme  /(x),  pas  plus  qu'il  n'est  évident  que  la  série  de 
Taylor,  déduite  d'une  fonction  dont  la  suite  des  dérivées  est  illi- 
mitée, représente  cette  fonction  (n"  179).  Nous  pouvons  même 
affirmer  qu'une  série  de  Fourier  ne  représente  pas  toujours  la 
fonction  qui  lui  a  donné  naissance.  Soient,  en  effet,  /,(x),  f-i{x) 
deux  fonctions  qui  ne  différent  que  pour  un  nombreytrtj  de  valeurs 
de  X  entre  — -et  r.;  la  séi-ie  de  Fourier  sera  la  même  pour  ces 
deux  fonctions  (n°  74).  11  y  a  donc  une  au  moins  des  deux  fonc- 
tions qui  n'est  pas  représentée  par  sa  série  de  Fourier  pour  toute 
valeur  de  x.  M-ais  il  résulte  de  l'expression  même  des  coeffi- 
cients (73)  ([ue,  si  deux  fonctions  f{x),  ^{x)  sont  représentées 
par  leurs  séries  de  Fourier  respectives,  entre  —  t:  et  t:,  il  en  sera 
de  même  de  la  fonction  A /(.r)  +  B  ■.!(  x),  quelles  que  soient  les 
constantes  A  et  B. 

Nous  allons  établir  un  s\slème  de  conditions  suffisantes  pour 
qu'une  fonction  f{x)  soit  développable  en  série  de  Fourier  dans 
l'intervalle  ( — t^^+tJ).  Ces  conditions,  que  nous  appellerons, 
pour  abréger,  conditions  de  Dirichiet^  sont  les  suivantes  : 

1"  On  peut  partager  lintervalle  considéré  ( — — , +t:)  en  un 
nombre  ///u' d'intervalles  partiels  OMiv//,';,  dans  chacun  des(piels  la 
fonction  est  monotone; 
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■j."  La  fonction  n'admet  que  des  points  de  disconlinuilé  réguliers. 

La  somme  des  im  +  t  premiers  termes  de  la  série  de  Fourier 
déduite  d'une  fonction  f{x)  devient,  en  remplaçant  les  coeffi- 
cients rt,,  hi  par  leurs  valeurs  (-3)  et  effectuant  les  réductions 
évidentes, 

Ssm+i  =  -    /        /la.)    7-!-cos(a  — a-)  +  cos,)(a  — 2-)-H...+»cosm(a  — 3')L/a. 

Mais  on  a,  d'après  une  formule  Lien  connue  de  Trigono- 
métrie, 

>.  m  H-  I 


SU) 
CCS  a  H-  cos2n  -i-.  .  .-i-  cos«ia  =  


et,  par  suite, 

'''—''''  -2  sin  

ce  tjue  nous  pouvons  encore  écrire,  en  posant  y.^=  x  ~\-  ly, 

TT-  .r 

(74)  S„„^,=  -y^^^   /(.r  +  2^) T^^^^r^dy. 

s 

202.  Étude  de  l'intégrale  /  /(x)  ^'""^  dx.  —  L'expression 
obtenue  pour  la  somme  S2,«4.i  nous  conduit  à  chercher  la  limite 
de  l'intégrale  définie  /  f{x)^ dx  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment. Cette  élude  a  été  faite  pour  la  première  fois  d'une  façon 
rigoureuse  par  Lejeune-Dirichlet  ;  elle  repose  sur  quelques  propo- 
sitions déjà  établies  que  nous  allons  rappeler. 

L'intégrale  définie 

OÙ  II  est  un  nombre  positif,  est  positive  et  au  plus  égale  à  l'inté- 
grale A  =   /     ; — -dx  (n"92);  lorsque  h  augmente  indéfiniment, 

elle  a  pour  limite  ^  (n°  100). 
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L'inlégrale  définie 

/      sin«T 


iJx, 


OÙ    /i  >  o,    n    l'ianl    un    nonibre   entier    positif,    devient,    en    po- 
sant nx  =  >', 


•-'0       -' 


elle  est  donc  positive  et  inférlenre  à  A,  qnels  (|iie  soient  n  e!  /;,  et 

a  pour  limite  "  lorsque  n  croît  indélininieiit.  Il  en  résulte  que  l'in- 

.      1  , ,,    .       /      sin  «2-    ,  ,  ,  ,  I  .   .  ^ 

legraie  dehnie    /      a.r,  ou  a  et  b  sont  deux  nombres,  positifs 

quelconques,    lend   vers  zéro  lorstpie   it   augmente   indéfiniment, 
puisqu'elle  est  égale  à  la  diflérence  des  deux  intégrales 


f'sin/i.r    ,  /""«in/i,?- 


qui  tendent  l'une  et  l'autre  veis  "•  On  peut,  du  reste,  le  démon- 
trer directement  au  moven  du  second  lliéorènie  de  la  moyenne;  si 
l'on  suppose  a  ■<  b,  la  fonction  -  est  positive  et  décroissante  de  a 
à  b,  et  l'on  a 


r    sinn; 


■  ,  1     /       ■  ,  I    ros/(  a  —  cos7^  ; 

■  n  J"  =  —    /      SI  n  /!  .r  ax  = 

(/  ,  /  a  n 

La  valeur  absolue  de  celte  intéi;rale  est  donc  inférieure  à  — , 

"  na 

ce  qui  montre  qu'elle  tend  uniforiuvnient  vers  zéro  pour  toute 
valeur  de  b  supérieure  à  a. 

Cela  posé,  considérons  l'intégrale  définie 

,         r      ,        s  I  n  /(  X    , 
J  =    /     <p(x) dx, 

OÙ  II  >■  o,  »(.?■)  étant  une  fonction  positive  décroissante  dans  l'in- 
tervalle (û,  II).  La  même  intégrale,  prise  entre  deux  limites  posi- 
tives quelconques,  dans  le  même  intervalle,  lend  vers  zéro.  En 
efTet,  supposons  a<Cb\  la  seconde  rorniuie  de  la  mo^'cnne  donne 
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encore 


/  sin«j-  /— in/(.r    , 

I      oiT> r/j=z.in)l      dx. 

•  ,1  ■''  '«,-'" 

el.  par  conséLjueut,  la  valeur  absolue  de  rinlé.nrale  esl  iuférieiirc 

à  —^ '■•   Mais   ce   calcul    ne    nous  apiirend  rien   sui-  la   liniile   de 

rintêg;iale  ,1  elle-niêine. 

Pour  trouver  celle  liniile,  désignons  par  c  un  nombre  positif 
très  pelil:  nous  pouvons  écrire 

I         r'     ,        sinn.r                r  '            <\nnT    , 
J  =   /     o(x ) (i.r  -^  j      ç I  a- 1 ax. 

La  seconde  intégrale,  nous  venons  de  le  voir,  tend  vers  zéro 
lorsque  /)  augmente  indéfiniment.  (^)uant  à  la  première,  si  le 
nombre  c  esl  suffisamment  petit,  la  fonction  ■s(x)  diflere  très 
peu  de  ï;(4-o)  dans  Tintervalle  (o,c),  et  il  semble  assez  pro- 
bable que  cette  intégrale  doit  avoir  la  même  limite  que  l'inté- 
grale  /     csf-l-o") (Yj.  c'est-à-dire  " -.î('^  <(i.  Pour  transformer 

cette  induction  en  une  démonstration  rigoureuse,  écrivons  la  dif- 
férence comme  il  stiit 

'-^-— "■(.(■ —-^-n 

/"  r    /    -,                     iS'""^j           r'         ,sin/(.r 
-r-  /     L'f  (.r)  —  !p(^  o  ij  dx  —   1     çcr) dx. 

La  fonction  '-s(^)  —  s(-î-o')  étant  décroissante  dans  l'intervalle  (o,  c). 
nous  écrirons  la  seconde  intégrale 

/     [ç(c)  — -iC-^oj] — dx-t-j     [■f(x)—o(c)] — - — dx: 

la  fonction  c;(.r  )  —  '-^{C)  étant  positive  el  décroissante,  nous  pou- 
vons appliquer  le  second  théorème  de  la  movenne  à  la  nouvelle 
intégrale,  et  l'on  a  en  définitive 

C  .  I.  32 
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On  a  de  même 

/     o(a-) d3-\<^—i- 

I    /.      '  X  I  lie 

Soit  mainlenanl  ;  un  nombre  positif  arbitraire.  Puisque  'j(x)  a 
pour  limite  es  (+  o)  lorsque  x  tend  vers  zéro,  choisissons  pour  c  un 
nombre  positif  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

2.\[ç('-^0)  — Ç(C  )]  <    '-' 

Le  nombre  c  ayant  été  choisi  de  cette  façon,  choisissons  un  nombre 

AT  1  1)  .        laic")  ^     %  , 

entier  IN  tel  que  1  on  ait  -^^ —  <  t,  >  et  tel,  en  outre,  que,  pour  toute 
valeur  de  /(!iN,  on  ait 

Pour  toutes  ces  valeurs  du  nombre  /;,  on  aura  donc,  a  fortiori^ 

et,  par  suite,  nous  avons  bien 

(7:1)  lim  J  =  -  <5(+  o). 

Le  théorème  précédent  a  été  démontré  en  imposant  à  la  fonc- 
tion o(.2;)  un  certain  nombre  de  restrictions  dont  il  est  possible  de 
se  débarrasser.  Si  o(.r)  est  décroissante  sans  être  constamment 
positive  de  o  à  /«,  on  peut  toujours  lui  ajouter  une  constante  posi- 
tive C  de  façon  que  la  somme  'i(j)  =  'f (-^'^  +  C  soit  positive  et 
décroissante  de  o  à  h.  Le  tliéorènie  s'applique  à  cette  fonc- 
tion 'i(cr)  et  l'on  peut  écrire 


I                %\\\nx                I                 ?iii«,r                    r    sinn.7- 
/      9(3-) (/./■=    /      '1(37) dx  —  CI      


dx 


le    second   membre   a   pour   limile    '-'-'Ka-o) — -C,    c'est-à-dire 
-•^(+  o).  Si  la  fonction  o{x)  est  croissante  de  o  à  /i,  —  '■?('^,'  est 
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décroissante  el  l'on  a 

f       ,       siii«.r    ,  r  sm«.r    , 

l'intégrale  a  encore  pour  limile  - 'j(+  o). 

On  déniontrerail  de  la  même  l'açun  que  l'intégrale 

-/■ 

où  a  et  b  sont  deu\  nombres  positifs  Cjnelconques,  el  »(.r)  une 
fonction  monotone  dans  l'intervalle  (a,  0),  tend  vers  zéro  lorsque 
«  croît  indélinimenl. 

Supposons  enfin  simplement  (pie  la  fonction  '■i{x)  est  bornée 
et  qu'on  peut  décomposer  riiilervalle  (n,  /i  i  en  un  nombre  fini 
d'intervalles  (o,«),  {</.l/),  [ù.r).  ....  (/,//),  dans  chacun  des- 
quels la  fonction  »(.f  )  est  monotone.  L'intégrale  de  o  à  a  a  pour 

lirnile  -ci(-l-o),  tandis  (pie  toutes  les  autres  intégrales  telles  que 


/"  sin  II:. 


(ij- 


ont  zéro  pour  limite.  J^a   formide  (70)  s'applit[ue  encore  à  celle 
fonction, 
jj'inlégiale 

(76)  I  =   /      A-'-)  ^ (fr. 

,',  Mii.r 

où  /i  est  un  nombre  positif  in  frrieur  à  —,  peut  s'écrire 

I        /'    .f  ■'"     si»'"'  , 

J     •'  siii.r        r 

Si  la  fonction  /(./)  est  positive  et  croissante  de  o  à  /;,  il  en  est 
de  même  de  la  fonction  a(.z')  ^=  fi-i')  -^ — '  et,  par  suite,  on  a 

(77)  lini  I  =  ^o(-ho)=  ^/(-Ho). 

Par  une  suite  de  raisonnements  tout  à   fait  pareils  à  ceux  que 
nous  venons  de  développer,  on  démontrera  successivement  : 
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1°  Que  la   forimile  (77)  s'applique  à  toute  fonction  monotone 
clans  l'intervalle  (o,  /(  )  ; 
2"  Que  l'intégrale 

/'  '  .        ^innx 

cil  a  et  h  sont  deux  nombres  positifs  inférieurs  à  -,  el /(x)  une 
fonction  monotone  clans  l'intervalle  {a,  b),  tend  vers  zéro; 
3"  Enfin,  cju'on  a 

(78)  lim  Z'  /(.r)'-^l^./.r=:  ^/(-t-.,)  (.,<A<7r), 

pourvu  c|ue  l'intervalle  (o,  /()  puisse  être  décomposé  en  un  nombre 
fini  d'intervalles  partiels  dans  chacun  desquels  la  (oncùon  f{x)  est 
monotone. 

203.   Fonctions  développables  en  série  de  Fourier.  —  Soit/ix) 
une  fonclion  bornée  inléi;rable,  d;iiis  l'intervalle  de  — -  à  + -. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  l'expression  de  la  somme  'è^m+i 
des  2«2  +  I  premiers  termes  de  la  série  de  Fourier  correspondante 
[formule  (74)]-  Partageons  cette  intégrale  en  deux  autres,  ayant 
respectivement  pour  limites  o  el 
dans  la  seconde  y  =  —  ;,  nous  pouvons  encore  écrire 


(79'  Sj„,+,  =       -    /  J(x  +  ->y^ : — ^ —dy 


I      r           ^                     sin  (  )«)  --lis    , 
/  f(X'~iz\ : az. 

Si  X  est  compris  entre  —  -n  et  -j-  -,  les  deux  limites  supérieuies 
de  ces  intégrales  sont  comprises  entre  o  et  t:,  et  l'on  peut  leur 
ap|)liqucr  le  théorème  du  paragraphe  précédent,  pourvu  que 
la  fonction  f{x)  vérifie  la  preinipvc  condition  de  Diriclilet, 
c'esl-à-dire  pourvu  qu'on  puisse  décomposer  l'intervalle  de  — - 
à  +  71  en  un  nombre  fini  d'intervalles  dans  chacun  desquels  la 
fonclion  est  monotone.  Il  en  est  alors  de  même  de  la  fonc- 
tion f{x-\-  -ly)  de  r  dans  rinlervalle   (o,  jet  la  première 


V.    —    SKRIES    TRIGONOMKTRIyl  ES.    —    SERIES    DE    POLYNOSIICS. 

iulégrale   a   pour  limite 


^  [.,..,..„,].  I 


=  -  t\  r  -^  ')  ,1- 

f.a  seconde  intégiMle  a  de  même  poiir  limite  - /iJ'  —  o),  el,  par 

suite,  >o„,_,_i  a  pour  limite  ^ ■■ • 

Supposons  ensuite  que  ./■  est  égal  à  l'une  des  limites.  — -  par 
exemple.  On  peut  écrire 


,„,=    ^Ta 


-mi  a/;(  --  I  i  K 

sin  >' 


I      r  '  ,.  sin  I  2«i  -!-l  I  r 


La  première  intégrale  du  second  membre  a  pourlimilr     /   — -  — o); 
la  seconde  intégrale  devient,  en  remplaçant  v  par  -  —  ;, 

et  a  pour  limite  -  f{~ —  o).  La  somme  de  la  série  de  Fourier  est 

.           ,,,     /■(-  —  o) -,-/■(  —  - ---oi  ..  1    ■ 

donc  égale  a  ^ ■ pour  x^  —  -;  il  est  clair  que 

la  somme  est  la  même  pour  j;  =  -. 

En  résumé,  quand  on  peut  partager  l' intervalle  ( —  -,  + -) 
en  un  nombre  fini  d^  intervalles  dans  chacun  desquels  f{x)  est 
monotone,  la  série  de  Fourier  correspondante  est  convergente 

/■(  .r  —  o  )  -+-  fi-''  —  III.  .  •  , 

et  a  pour  somme ■■ si  x  est  compris  entre  —  - 

et  -r  T.,  el  — ~ '—^ — '-  pour  x  ^nz-. 

Supposons,  en  outre,  que  /{x)  n'ait  que  des  points  de  discmi- 

tiiuiilé   réguliers;    pour   toute    valeur   de    x   comprise  entre   — ~ 

et  -r  r.,  on  a 

^^^  /(x+..)^/i.r-..i 

et  la  somme  de  la  série  de  Fourier  est  égale  à  J\x).   Par  suite, 
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toute  fonction  f{.r),  définie  dans  l' intervalle  ( — -,  +-)  et 
satisfaisant  aux  conditions  de  Diriclilct,  est  dé^cloppahle  en 
série  de  Foiirier  dans  cet  intervalle. 
Cet  énoncé  .su|)]>ose  loiilefois  qu'on  prtnd 

mais  celle  hvpotlièse  n'est  que  la  conséquence  logique  de  celle  qui 
a  été  laite  sur  la  nature  des  points  de  discontinuité.  En  effet,  si, 
au  lieu  do  considérer  x  comme  une  longueur  portée  sur  une 
droite,  on  considère  x  comme  un  arc  porlé  sur  la  circonférence  de 
rayon  un,  la  somme  de  la  série  en  un  point  quelconque  m  de 
la  circonférence  est  la  moyenne  arithmétique  des  deux  limites 
vers  lesquelles  tendent  les  deux  sommes  de  la  série  en  deux 
points  m\  m!'  de  la  circonférence,  pris  de  part  et  d'autre  du 
point  m,  lorsque  ces  points  /»',  m"  se  rapprochent  indéfiniment 
du  point  m.  Si  les  deux  valeurs  lliniles  /"( — tr+o),  f{v:  —  o) 
sont  différentes ,  le  point  de  la  circonférence  diamétralement 
opposé  à  l'origine  des  arcs  est  un  point  de  discontinuité,  et  la 
valeur  de  la  fonction  en  ce  point  est  aussi  la  moyenne  arithmé- 
tique des  deux  limites  _/"( — -  +  o),  /{t.  —  o). 

D'une  façon  générale,  soit  f(x)  une  fonction  définie  dans  un 
intervalle  (a,  a  +  37:)  d'étendue  ar,  et  satisfaisant  aux  conditions 
de  Dirichlct.  Il  existe  évidemment  une  fonction  F(j?),  et  une 
seule,  admettant  la  période  it.  et  coïncidant  avec  y(j")  dans  l'in- 
tervalle (a,  a-l-27:);  cette  fonction  F(.r)  est  représentée,  pour 
toute  valeur  de  ,/',  par  la  somme  d'une  série  Irigonométrique  dont 
les  coefficienls  a,„  et  b,,,  «ont  donnés  par  les  formules  (73  ) 

i     /'+'^  I     r^~ 

a,n=—    j         V{.r  \cosmx  dx,  (j,„=-    /         F  (  .r }  sin  mx  dx. 

Le  coefficient  «,„,  par  exemple,  peut  encore  s'écrire 

a„i=-    j      F(x)  cos/nx  dx -i 1      [' (x )  cosnix  dx 

=  —    I      V{x)coi»ix  dx -i-  ^    j  F(x)  coimx  dx 

=  -    /  F(x)cosmxdx  =  -    j  /(x)cosmxdx. 
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On  trouverait  de  nit'me,  pour  le  coenieienl  />,„, 


^r''f< 


X )  sin  nij'  d.r. 


Lorsciu'iine  fonction  y(x)  est  donnée  dan.s  un  intervalle  quel- 
conque d'étendue  ar:,  les  formules  précédentes  permettent  de 
calculer  les  coefficients  du  développement  en  série  de  Fourier, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  ramener  les  limites  de  l'intervalle  à 
êlie  — ^  t:  et  -~-  ~. 

204.  Exemples.  —  i"  Proposons-nous  de  trouver  une  série  de  Kourier 
dont  la  somme  soit  égale  à  —  i  pour  x  compris  entre  —  -  et  o  et  à  -f- 1 
pour  X  compris  entre  o  et  tt.  Les  formules  (73)  nous  donnent 

a„=  -    j      —  '"'•'■'+""/      ''-^  =  "■ 

a„,  =  -    /      — cuirnxdx-i-—   j      coinixdx  —  o, 

,           I     r"         .              ,          I     r"   .             ,          ■'■  —  cos/h:t  — cos( — mT.) 
o,,,—  -    I      — stnm.Tax-i /      ^\nmxax=  : 

-  J_  ~  l'i,  "'~ 

bm  est  nul  si  m  est  pair,  et  é^al  à si  m  est  impair.  En  multipliant  tous 

^         mr. 

les  coefficients  par-;^,  on  voit  que  la  série 
4 

{80)  )■=  ^-1-— —+...- ^ i-— ... 

a   pour  somme js    si  x  est  compris  entre  — -  et  o,  et  -t- —  si  x  est 

compris  entre  o  et  ~.   Le   point  a-  =  o  est  un  point  de  discontinuité,   et, 
pour  a- =  o,  la  somme  de  la  série  est  o,  comme  cela  doit  être.  D'une  façon 

générale,  la  somme  de  la  série  (So)  est  égale  à  —  lorsque  i\\\x  est  positif, 

à  —  y  lorsque  sinj^  est  négatif,  et  à  o  lorsque  sinj-  =  o. 
4 
La  courbe  représentée  par  l'équation  (80)  se  compose  d'une  infinité  de 

segments  de  droite  de  longueur  tt  sur  les  parallèles _)'  =  ±  4  à  l'axe  des  ar, 

et  d'une  infinité  de  points  isolés  (y  =  o,  x  —  kiz)  sur  l'axe  des  x. 

2°  Soit  à  trouver  le  développement  de  x  en  série  de  Fourier  dans  l'in- 
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tervalle  de  o  à  -ir..  (In  a 
a,,  =  -    /        X  dx  =  2  ~, 

I     /■''■                                    rj-siii»i.r  1--          I       /■'■■    . 
«,,,=  —    /        .rcos»i.rrt.r  = 1         ^ln /H  .ra.r  = 

-.'„  L    '"-    Jo     "'-.'„ 

b„,  =  -    I        x^initixa.r  =  — /         co 

".'  L      "'~      Jo         '"".', 

On  déduit  de  là  la  formule 

X        —        siii.?'        sini.r         sin3:r 


aux  dx  = • 


(8ij 


3 


qui  est  exacte  poilr  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  aîi.  Si 
l'on  remplace,  dans  la  formule  précédente,  le  premier  membre  par  y,  la 
courbe  représentée  par  l'équation  obtenue  se  compose  d'une  infinité  de 

segments  de  droites  parallèles  à  la  droite  r  =  —  et  d'une  infinité  de  points 

isolés. 

Remarques.  —  i"  Lorsqu'une  fonction  définie  dans  l'intervalle  (  —  -,  -hit) 
est  paire,  c'est-à-dire  telle  quey( — t)  =  /"(j"),  tous  les  coefficients  è,„  sont 
nuls,  car  on  a  évidemment 

/     J\x)  s\n  m  r  dx  =: —   /     f{x)s\nmxdx. 

Au  contraire,  si  la  fonction  f{x)  est  impaire,  c'est-à-dire  telle  que 
/( — x)  =  —  f(^),  tous  les  coefficients  a,„  sont  nuls,  y  compris  «o-  Une 
fonction  /(x)  étant  définie  dans  l'intervalle  de  o  à  t.  seulement,  on  peut 
la  prolonger  dans  l'intervalle  de  — tt  à  o  en  convenant  de  poser 

/i-.rl=/ix)  ou         /i  — .ri  =— /(^). 

La  fonction y( a-)  peut  donc  être  représentée  soit  par  une  série  de  sinus, 
soit  par  une  série  de  cosinus,  dans  l'intervalle  de  o  à  -. 

2°  Soit/(^)  une  fonction  développable  en  série  de  Fourier  dans  l'inter- 
valle I  — -.  -f--) 

(82  )    /(.7)=  —  -(-(flicos.r-i-  6isin.r)  -i-...-^(o',„cos»îr-(-6,„  sin  ma- 1 -(-...  ; 

les  coefficients  a,-,  è,-  étant  donnés  par  les  formules  (73  ). 
Si  l'on  change  a:  en  —  x  dans  cette  relation,  il  vient 

(83)  /i  —  .r|=  —  -!-(«|COs.r  —  bis'mx)-^...-i-(a,„cosi»x  —  è,„sin  mx)— — 
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De  ces  deux  égalités  on  conclut  que  les  deux  séries  trigonométriques 
h  (iti  cos.r  -4-.  .  .-i-  a,.,  coèm.r  — . .  ., 

V» 

h,  sin  j-  -7-.  .  .H-  ù,„  sinwij-  -f-. .  . 

sont  convergentes  dans  l'intervalle  i  — t:, +  -)  et  représentent  respective- 
ment les  deux  fonctions 


on  vérifie  aisément  que  ce  sont  piëcisémenl  les  S(ries  de  Fourior  relatives 
à  ces  deux  fonctions. 

20.".  Extensions  diverses  —  Les  conditions  de  Dirichlet  sont  seule- 
ment des  conditions  suffisantes  pour  qu'une  fonction  soit  développable  en 
série  de  Fourier,  mais  elles  ne  siml  nullement  nécessaires.  Les  raisonne- 
ments des  n'"  202-203  permettent  de  remplacer  ces  conditions  par  des  con- 
ditions plus  étendues. 

Soity(a:;  une  fonction  «  variation  bornée  dans  l'intervalle  i  —  -,  +  7t); 
nous  savons  qu'elle  est  égale  à  la  somme  de  deux  fonctions  mono- 
tones/i(a:),  /î(rr),  dans  le  même  intervalle  (n"  11).  Soient  S(a-),  8,(37), 
S.>(:r)  les  séries  de  Fourier  déduites  des  trois  fonctions  f(x),  /i(x), 
fi[x).  D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  les  deux  séries  Si(x),  S^Çx)  sont 
convergentes  dans  l'intervalle  ( — -, -i--)  et,  pour  tout  point  intérieur  à 
cet  intervalle,  on  a 


d'autre  part,  un  terme  quelconque  de  S(.r)  est  égal  à  la  somme  des  deux 
termes  correspondants  de  S,  et  de  Sj.  La  série  S(.-r)  est  donc  aussi  con- 
vergente et  a  pour  somme  S]  (a^) -7- 82(3:).  c'est-à-dire 

/i(.r-4-o  )+/.,(  j-f-o  )  -1-/',  (  j-  —  o  )  -1-  /,(  .(•  —  o  I  _  /'(  .g  -t-  Il  )  -+-y'(  X  —  o) 


Donc,  toute  fonction  /(:ri  à  variation  bornée  dans  l'intervalle  ( — -,  -t-") 
donne  naissance  à  une  série  de  Fourier  convergente  dont  la  somme  est 

,       ,     f(x-hO)-+-f(3- O)  ,  , 

égale  a ■  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  t. 

et  -H  r..  On  voit  de  la  même  façon  que,  pour  .?■  =  rc  -,  la  somme  de  la  série 
est  égale  à 


fi-.~o)+f(- 


Si,  en  outre,  la  fonction  f{x)  n'a  que  des  points  de  discontinuité  régu- 
liers dans  cet  intervalle,  la  série  de  Fourier  a  pour  somme  f{x)  |)0ur  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  —  -  et  -f-  -. 
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Le  procédé  employé  au  n"  !201  pour  calculer  les  coefficients  d'une  série 
de  Fourier  est  susceptible  d'une  grande  extension.  Considérons  une  série 
de  fonctions  orthogonales  dans  un  intervalle  (a,b) 

c'est-à-dire    telles    que   l'on    ait      /      tp,„  o„  rf,T  =;  o,    quels   que   soient   les 

indices  m  et  n  supposes  différents.  Si   une   fonction   est  supposée  déve- 
loppable  en  une  série  uniformément  convergente  de  la  forme 


f{T)=  AoOo-t- Aio,-^...-i-  A„ts„^. 


dans  l'intervalle  (a,  6),  les  coefficients  constants  A,  se  déterminent  immé- 
diatement. Multiplions,  en  effet,  les  deux  membres  de  la  relation  précé- 
dente par  tp,„  et  intégrons  entre  les  limites  a  tl  b;  il  visnt,  en  tenant 
compte  des  relations  qui  expriment  l'orlhogonalité, 


/     /(x)  ti„{.v)  dx  =  A„   /      !5;,  dx^ 


d'où  l'on  tire  la  valeur  du  coefficient  A„.  Dans  chaque  cas  particulier,  il 
reste  à  examiner  si  la  série  ainsi  obtenue  est  convergente  et  a  pour 
somme  f(x). 

Les  polynômes  de  Legendre  (n"  90)  forment  une  suite  de  fonctions 
orthogonales  dans  l'intervalle  ( — i,-l-i).  Pour  pouvoir  calculer  les  coef- 
ficients du  développement  d'une  fonction  suivant  ces  polynômes,  il   faut 

/■■^*  . 
encore  connaître  les  valeurs  numériques  des  intégrales   K„  =    /         \},dx. 


Soit  a„  le  coefficient  de  x"  dans  X„  ;  en   tenant  compte  des  relations  (27) 
et  (28)  (p.  212),  on  peut  écrire 

/         \l  dx  =   I        a,,x"\,,dx=   I        a,,x"-' dx 

./_,  ./_,  ^_,  '«  +  ■ 

2  «  -I-  I  J_  j 
Mais  on  a  aussi 

/         \f,_,dx  =  a„-t   I        x"-*Xn-idx, 

,                         K„               .      ,    ,              na„  ,     .   ,    ,. 

et,    par  suite,    le  rapport    7^ est    égal    a    >    c  est-a-dire 

K„_,  "  (2«  -H  I  )«,,-! 


2/1-1-1 

de  n.  Or,  pour  n  =  o,  on  trouve  aussitôt  Ko  =  2  ;  le  coefficient  K„  est  donc 
égal  à 
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•2IH1.  Développement  d'une  fonction  continue.  Théorème  de  Weier- 
strass.  —  Soit  _>' = /"(ar  )  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,b). 
Un  doit  à  M.  Weierstras?  une  proposition  remarquable  dont  voici  l'énoncé  : 
e  étant  un  nombre  positif  donné  à  l'avance,  on  peut  déterminer  un 
polynôme  P(x)  tel  que  la  différence  f{or) — \'(x)  soit  inférieure  à  t 
en  valeur  absolue  pour  toute  valeur  de  x  dans  Vintervalle  (a,  b  \. 

Parmi  les  nombreuses  démonstrations  proposées  pour  ce  théorème,  une 
des  plus  simples  est  due  à  iM.  Lebesgue  (  '  ).  Considérons  d'abord  le  cas 
particulier  suivant.  Soit  ^(x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  de  ^i 
à  -r-  I,  définie  de  la  manière  suivante  :  pour  —  i ._  a"  ^  o,  on  a  i!"  ^)  =  o,  et 
pouroîa:Si,  on  a  'i(a")  =  2A-r,  A- étant  un  facteur  constant  donné.  Nous 
pouvons  écrire  'h(x')  =^  li\x  ^^\x\\.  D'autre  part,  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  — i  et  ^i.  on  a 


et,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x.  le  radical  peut  être  développé  en  série  uni- 
formément convergente  (-)  ordonnée  suivant  les  puissances  de  (i  —  x-)\ 
I  a- 1,  et  par  suite  6  {x),  peut  donc  être  représentée  dans  cet  intervalle,  avec 
telle  approximation  qu'on  voudra,  par  un  polynôme.  Prenons  maintenant 
une  fonction  quelconque  continue  dans  lintervalle  {a,b)  et  imaginons 
cet  intervalle  décomposé  en  n  intervalles  partiels  (0(,-«i).  (ai^Oi),  ••-, 
(a„_|,  a„).    où    a  =  «u  <  a,  <«?<..  .     '  «n-i  <  a„  =  i,    de    façon    que 

l'oscillation  de  f{x)  dans  chacun  de  ces  intervalles  soit  moindre  que  -• 

Soit  L  la  ligne  brisée  obtenue  enjoignant  de  proche  en  proche  les  points 
de  la  courbe  y=f(x)  d'abscisses  «o,  «ii  Oi,  ...,  b.  L'ordonnée  d'un 
point  de  cette  ligne  brisée  est  évidemment  une  fonction  continue  de  l'ab- 
scisse ç(ar)  et  la  différence /(a-)  —  ç(a;;  est  en   valeur  absolue  moindre 

que  -•  En  effet,  dans  l'intervalle  {ay_^i.  a^),  par  exemple,  on  peut  écrire 

f{x)--^ix)  =  [f(x)-f(a^.^,)\[i-l)]-\f(x>-f(a^)]li, 
où  a-  — aji_i=  Bfajj,  — «ji_i).  Le  facteur  6  étant  positif  et  inférieur  à  l'unité, 
la  différence  f — a  est  moindre  en  valeur  absolue  que  "(i  —  fJ-i-0)=-' 

Cette  fonction  o{x)  peut  être  décomposée  en  une  somme  de  n  fonctions 
analogues  à  la  fonction  'li(x)  de  tout  à  l'heure.  Soient,  en  effet,  A»,  Aj, 
Aj,  ...,  A„  les  sommets  consécutifs  de  la  ligne  polygonale  L;  ■f(ar)  est 
égale  à  la  fonction  continue  ii  représentée  dans  l'intervalle  ( a,  b)  par  la 

(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  i8()8,  p.  i!-;8. 

(-)  En   effet,  x  étant  compris  entre  — i  et  — i,   la   valeur   absolue  du   terme 

général  est  au  plus  égale  à   ''^" '/    "' — ^>  qui  est  le  terme  général  d'une  série 

convergente,  d'après  la  règle  de  Duhamel. 
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droite  qui  porte  le  coté  AoAi,  plus  une  fonction  fi  représentée  par  une 
ligne  polygonale  AJ  A,  . .  .X'„  dont  le  premier  côté  AJ  A',  est  sur  l'axe  O.r; 
tpi(a7)  est  a  son  tour  lu  somme  de  deux  fonctions  continues  ij/»  et  Oj  dont 
la  première,  ij^j,  est  nulle  entre  a  et  «i  et  est  représentée  par  la  droite  qui 
porte  X\  Aj  entre  «i  et  6,  tandis  que  tf-y  e^t  représentée  par  une  ligne 
polygonale  AJ  A'^  A'^ .  . .  A'J,  dont  les  sommets  Af, ,  A'J,  XI  sont  sur  Ox. 
On  arrive  finalement  à  remplacer  !i(a:)  par  une  somme  de  n  fonctions 
cp  =  J;,  H-  'l^j-f-.  .  .-t-  i};„,  où  <);,  est  une  fonction  continue  nulle  entre  a  et  a,-, 
représentée  par  un  segment  de  droite  entre  «,_i  et  b.  Si  l'on  fait  le  chan- 
gement de  variable  X  =/>r  -r- </,  eu  choisissant  convenablement  p  et  </, 
'\ii  sera  défini  dans  l'intervalle  ( —  i,  h-  i)  par  l'égalité 

.i,=  A[.\  +  |X|| 

et,  par  conséquent,  pourra  être  représentée  par  uu  polynôme  avec  telle 
approximation  qu'on  voudra.  Chacune  des  fonctions  ■{;,  pouvant  être 
représentée  par  un  polynôme  dans  l'intervalle  (a,b)  avec  une  approxi- 
mation inférieure  à  -^i  il  est  clair  nue  la  somme  de  ces  polynômes  did'é- 
■in  '  '      ■' 

rera  de  f{x)  de  moins  de  i. 

De  ce  théorème  on  déduit  que  toute  fonction  continue  dans  un  inter- 
valle {a,  b)  peut  être  représentée  par  une  série  uniformément  conver- 
gente de  polynômes  dans  cet  intervalle.  Prenons,  en  elTet,  une  suite  de 
nombres  positifs  décroissants  Ej,  i^,  •■•)  ^n>  •••!  's  terme  général  s,,  ten- 
dant vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  D'après  le  théorème  pré- 
cédent, à  chaque  nombre  î,  de  celle  suite  nous  pouvons  faire  correspondre 
un  polynôme  P,(.r)  tel  que  la  dillërence  y(3)  —  l'i(a7)  soit  inférieure  en 
valeur  absolue  à  s,  dans  lout  l'inlervalle  (n,  h).  Gela  étant,  la  série 

P,(.'-)   ^[P.(X) -r',(.r  ,]+... -i-[l'„(j-)- P„    ,(.r, ]-.... 

est  convergente  et  a  pour  somme  f{x),  lorsque  x  reste  compiis  dans 
l'intervalle  {a,b).  Il  est  clair,  en  efl'et,  que  la  somme  S,j  des  n  premiers 
termes  est  égale  à  P„(x);  la  dill'érence  f(x)  —  S„  qui  est  inférieure  en 
valeur  absolue  à  £„  tend  donc  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  La 
convergence  est  uniforme,  car  si  l'on  a  choisi  m.  assez  grand  pour  qu'on 
ait  e„,  <  £,  on  aura  aussi  \fiv)  —  S„  I  <  £,  pourvu  que  n  soit  égal  ou 
supérieur  à  m. 

EXERCICES. 

1.  Appliquer  la  formule  de  Lagrange  au  développement,  suivant  les 
puissances  de  x,  de  la  racine  de  l'équation  y-=  ay -\- x  qui  est  égale  à  a 
pour  .7-  =  o. 

2.  Même  problème  pour  l'équation  y  —  a  -h  xy"^^^  =  o. 
Application  à  l'équation  du  second  degré  a  —  bx  -+-  ex-  =  o. 


Développer,    suivant   les   puissances   de   c.    la    racine   qui    tend    vers    j 
lorsque  c  tend  vers  zéro. 


3.    iJahlir   l.t   formule 
loij(  l  —  a-) 


A.  Si  X  est  plus  grand  que >   on  a 


\    \  T  • 

o.   Si  I  .r]  <  I.  on  a 


.,.4  l  ,  — .r?  '         ■..4.(i\i^.r'/ 


Quelle  est  la  somme  de  la  série  lorsque    x    >  i '.' 

(i.   Démontrer  la  formule 

I    r  nx  II  (il  —  II/      X     \- 

(a~x^-^•=  —     I '■ I 

«"  L         a  —  x  i.»        \«-t-.r/ 

in  II  —  i){  n  ^  >  t  /      X     y ^       1 
1  .  '.  !  \o  -H  x/        ■  •  "  J  * 

7.  Les  déterminations  de  i\niiix  et  de  cosma-,  qui  se  réduisent  à  o  et 
à  I  lorsque  sinx  est  nul,  sont  dévelo|>pabIes  en  série  suivant  les  jiuis- 
sances  de  sin.r 


m  inx  =  //(     siii.r  —  —  siu'' 


ni- —  I  i  I  m-  —  <)  ) 


On  se  sert  de  l'équation  différentielle 

d-  u  du 

(  I  —  1  -  I  -, )■  -; 1-  m-  il  —  o, 

dy-        '    dy 

qui  est  vérifiée  par  cos/hx  et  sinm.r,  considérés  comme  fonctions  de  sina. 

8.  Déduire  des  formules  précédentes  les  développements  de 

losi  «  arc  cos:r).  sin(  n  arc  cosa-). 
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9.  Démontrer  les  formules  suivantes  : 

log(2-  +  '2)  =  2  logfa*  -M  )  —  •>.  \o'j:(r  —  i)  -i-  log(.r  —  -2) 

L ,r3  —  i.r        :>  \x^  —  ijc /  j  \x'  —  > .r /  J 

(Sorie  de  Borda.  ) 

log(.r  -h  '))  =  log(3-  -i-  i  )  -h  log(j"  -h  s  )  —  -2  loga" 

-H  log(x  —  3)-t-  log(a-  —  i)  —  \og{x—  j) 

-2!".    '\     -■(.    ^:\.     )V...]. 

L^' — 23,r--T-7'.         )  \a-*  —  l'ix- ^r- -■>.  j  J 

(Série  de  Haro.  ) 

10*.  Une  fonction  f{x),  continue  dans  un  intervalle  (a,  b),  et  telle 
qu'on  ait  /  x"-f(x)dx  =  o,  pour  n  =0,  1,  2,  ...,  est  identiquement 
nulle. 

R.  On  suppose  _/(  .r  I  développée  en  série  uniformément  convergente  de 
polynômes,  et   l'on    eu    déduit   que   l'intégrale     /     f(xY  dx  serait  nulle. 

(  M  OGRE.  ) 

11*.  Une  fonction  continue  dilléiente  de  zéro  ne  peut  avoir  une  série 
de  Fourier  identiquement  nulle. 

R.  Supposons  qu'on  aity(3-)  >  »i  >  o  dans  un  intervalle  («,  ^  ),  a  et  ^ 
étant  compris  entre  o  et  27:,  et  posons 

/  a-hii.  a  —  b 

t_>n   démontre  que  l'intégrale     /         f(.r )'\"  d.r  ne   peut   être   nulle  quel 

que  soit  n. 

(  Voir  Lebesgue,  Leçons  sur  les  séries  tri^onométriques,  p.  J7.) 

<  )n   déduit  de  là  que  deux  fonctions   continues   dilférentes   ne   peu\ent 

avoir  la   même  série  de   Fourier;  par  conséquent,  si   la  série  de  Fourier 

déduite  d'une  fonction  continue  /"(:r)  est  uniformément  convergente,   la 

somme  de  cette  série  est  égale  àf(x). 


CHAPITKK  X. 

THÉORIE  DES  ENVELOPPES.  CONTACT. 


Les  courbes  et  les  surfaces  qu'on  étudie  dans  la  Géométrie 
proprement  dite  sont  des  courbes  et  des  surfaces  analytiques. 
Cependant  l'existence  des  éléments  géométriques  que  nous  allons 
définir  suppose  seulement  l'existence  des  dérivées  jusqu'à  celles 
d'un  certain  ordre.  Ainsi,  une  courbe  plane  représentée  par 
l'équation  T  =:y"(j;)  a  une  tangente  si  la  fonction  f  {x)  a  une 
déi-ivée  y''(x  I,  un  ravon  de  courbure  si  J' i  x)  a  elle-même  une 
dérivée/" (a")  et  ainsi  de  suite. 

I.  —  coi:iuji:s  et  surfaces  enveloppes. 

207.  Recherche  des  enveloppes.  —  Etant  donnée  l'équation 
d'une  courbe  plane  G 

Ul  /(  X,  _)•,  O  I  =  o, 

dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  a,  cette  <;ourbe  varie  eu 
général  d'une  manière  continue,  de  forme  et  de  position,  quand 
on  fuit  varier  ce  paramètre.  Si  toutes  ces  courbes  G  restent  tan- 
gentes à  une  courbe  déterminée  E,  cette  courbe  E  s'appelle 
Yemeloppe  des  courbes  G,  qui  sont  dites  les  enveloppées.  Les 
courbes  G  étant  données,  nous  nous  proposons  de  reconnaître  si 
elles  admettent  une  envelopjie  et  de  la  déterminer. 

L'existence  de  celte  enveloppe  E  étant  admise,  soient  [x,  y) 
les  coordonnées  du  point  de  contact  M  de  la  courbe  E  avec  la 
courbe  enveloppée  G  qui  correspond  à  la  valeur  a  du  paramètre. 
Ces  coordonnées  x,  y  sont  des  fonctions  inconnues  du  para- 
mètre a.  qui  satisfont  à  l'équation  (i).  Pour  achever  de  les  déter- 
miner, il   nous  faut  exprimer  que  la  tangente  à  la  courbe  décrite 
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par  le  point   I\l    quand   a   varie    coïncide   avec   la    tangente    à    la 
courbe  C.  Désignons  par  Zx  et  oy  les  paramètres  directeurs  de 

la  tangente  à  la  courbe  enveloppée,  par  -j-  ^^  -f-  'es    dérivées  des 

fonctions  inconnues  .r  = 'j(rt),  y  :^ 'L  (a)  :  il  l'aiidra  que  l'on   ait 


c/r 

dy 

d,i 

da 

o.r 

?>' 

Or  la  courbe  C  étant  représentée  par  l'équation  (  i),  où  a  a  une 
valeur  constante,  on  a  la  relation 

(3)  2-lx^-^ly  =», 

()x  oy 

qui  détermine  la  tangente  à  celte  courbe.  D'autre  pari,  les  fonc- 
tions inconnues  j- = -j  («),  j' = 'Jy  («)  vérifient  aussi  l'équalion 

f(^,  y,  a)  =  o, 

OÙ  a  désigne  maintenant  la  variable  indépendante,  et,  par  suite, 
on  a  aussi 

ôx  da        ily  da        da 

L'équation  de  condition  (2)  devient,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (3)  et  (4), 


cette  étpialioii.  iiiinte  à  la  relation  (  i  ),  détermine  les  deux  fonc- 
tions inconnues  j;  =  '^(a),  )'=  '^(,«)-  On  obtiendra  donc  l'équa- 
tion de  l'eiweloppe^  si  elle  existe,  en  éliminant  le  paramètre  a 

,      ,         .         •        ,  of 

mire  les  deux  ct/tiations  /  =  o,  -^  =  o. 

'  -^  Oa 

Soit  R  (j;,y)  =  O  le  résultat  de  l'élimination  ;  nous  allons  exa- 
miner si  cette  courbe  représente  bien  une  enveloppe.  Soient  Co 
la  courbe  particulière  correspondant  à  la  valeur  a^  du  |3aramètre, 
et  (0^01^0)  les  coordonnées  d'au  point  dintersection  Mq  des  deux 
courbes 

Of 
(())  /{■r,y,  «0)  =  »  -rr  =  "'■ 
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les  équations  (i)  el  (5)  déiinissenl  deux  lonclioiis  ./■  =  '^(c/), 
y  =  '^{o),  fjui  se  réduisent  respectivement  à  .z-,,,  j'q  poiii-  a  =  «o- 
et  l'on  a  évidemment,  pour  a  =  fi„, 

cette  relation,  rapprochée  de  la  relation  (3),  nous  nionlre  rpi'au 
point  (-Poi^o)  'a  tangente  à  la  courte  Co  coïncide  avec  la  tangente 
à  la  courbe  décrite  par  le  point  {x,y),  à  moins  (pie  Ion  n'ait  à  la 

lois  -r-  =  o,  -^  =  o,   c  est-a-dire  a  moins  fine  le  p l  i  .r^,  i  „) 

ne  soit  un  point  singulier  de  la  coiiibe  C,,.  L'é(jitalioa  \\  [x,  y)  =  o 
représente  donc,  soit  l'emeloppe  des  courbes  (1,  soit  un  lieu  de 
points  singuliers  de  ces  courbes. 

On  peut  compléter  ce  résultat.  Si  chacune  des  courbes  C  pos- 
sède un  ou  plusieurs  points  singuliers,  le  lieu  île  ces  points  sin- 
guliers fait  certainement  jjartie  de  la  courbe  R  (j;,  j')  =  o.  Soient 
en  effet  (j7, y)  les  coordonnées  de  l'un  de  ces  points  singuliers  ; 
X  el  y  sont  des  fonctions  de  a  <pii  véiidenl  à  la  fuis  les  trois  lela- 
tions 

f,  ^'f  '\f 

.      ,  ,       ■  Il  f  -ri 

et    par   suite    aussi    la   relation -=-=  o  ;   x  et   )'   satistont   donc    a 

l'éiuialion  R  =  o  que   l'on   obtient   en    éliminant  a  entre  les  deux 

relatlrms  /;=  o  et  -^  ;=  <>.    J3ans  le  cas  le   plus  •réin'ral,   la  courbe 

Il  t  .r.  y^  =  o  se  compose  de  deux  parties  anal  vtii|iieineiit  dis- 
liiictes,  dont  l'une  est  l'envelojipe  proprement  dite,  laiidis  que 
l'autre  est  le  lieu  des  points  singuliers. 

Exemple.  —  Soit  f{x,  y,  u)  =  >*  — y-  -{-(./■  —  n  i-  =  o  ;  ~on 
a  ^  =  —  lix  —  rt  )  et,  en  éliminant  a  ciilre  /  =;  (i  el  —  =  o,  on 

est  conduit  à  l'équation  y'  — r'  =  o,  qui  représente  les  trois  lignes 
droites  j' =:  o,  y  ^= -{-  i,  y  = —  i.  Les  courbes  considérées  sç 
déduisent  de  la  courbe  j'''  —  j- +  ,r- :=  o  en  la  faisant  glissef 
parallèlement  à  O.r  ;  or,  cette  courbe  a  un  jioint  double  à  l'ori- 
gine, et  elle  est  tangente  aux  deux  droites  r  =  ±  i  ,  aux  points  de 
G.,  I.  33 


") 
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renconire  avec  l'axe  des  j^.  La  droite  y  =  o  est  donc  un  lieu  de 
points  doubles,  tandis  que  les  deux  droites  j)'=:  ±  i  constituent 
l'enveloppe  proprement  dite. 

!208.  Lorsque  la  courjje  C  a  une  enveloppe  E,  les  points  de 
contact  de  la  courbe  C  avec  son  enveloppe  sont  les  positions 
limites  des  points  d'intersection  de  cette  combe  aiec  une 
courbe  infiniment  voisine  de  la  même  famille.  Soient,  en  effet, 

<  7  )  /(  3-,  _>-,«)  =  I),  /(  .r,  y,  «  ^  /(  )  =  o 

les  équations  des  deux  courbes  voisines;  le  système  (^)  qui  déter- 
mine les  coordonnées  des  points  comuDuns  peut  évidemment  être 
remplacé  par  le  système  équivalent 

,    , ,  ^  /  <  ■'".  r.  a  —  Il  )  —  fi  .r,  y,  a  i 

(7  >  fi.r,y,a)  =  n,  : ■■ ■■ : =  o, 


dont  la  dernière  énualion  se  réduit  à  -^  =  o,  lorsque  /(  tend  vers 

zéro,  c'est-à-dire  lorsque  la  seconde  courbe  se  rapprocbe  indéfini- 
ment de  la  première  (' ).  Cette  propriété  est  du  reste  à  peu  près  évi- 
dente géométriquement;  on  voit,  en  elFet,  sur  la  figure  35  (a)  que 
deux  courbes  voisines  C,  C  ont  un  point  d'inlersection  N  qui  se 
rapproche  indéfiniment  du  point  de  contact  M  lorsque  la  seconde 
courbe  G'  vient  se  confondre  avec  C.  On  voit  de  même  sur  la 
figure  35  ib)  que,  lorsque  les  courbes  (i)  ont  un  point  double,  un 
des  points  d'intersection  des  deux  courbes  voisines  C,  C  vient  se 
confondre  avec  le  point  double  quanti  la  courbe  (7  se  rapproche 
indéfiniment  de  la  courbe  C. 

La  remarque  précédente  explique  bien  pouripioi  l'on  doit 
trouver  le  lieu  des  points  singuiiei's  en  même  lenq)s  que  l'enve- 
loppe. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  (|ue  _/"(./■,  j',  (i)  soit  un 
polynôme  de  degré  m  en  a.  l'our  un  point  M,,  pris  au  iiasard  dans 


(')  La  démonstration  peut  être  présentée  sous  une  forme  plus  rigoureuse,  en 
écrivant  la  seconde  des  équations  (7)  sous  la  forme  Z'^',  (  .r,  r,  a+fJ/()  =  o.  Si 
le  point  (x,  y)  tend  vers  un  point  limite  (x^,  r,)  lorsque  li  tend  vers  zéro, 
et  si  la  dérivée/^  est  continue,  les  coordonnées  de  ce  point-limite  doivent  satis- 
faire aux  deux  relations  /(i-,,  y^.  a)  =  0,  //, (.r,.  _»',,  a)  =  o. 
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le  plan,  de  coordonnées  (x„,  jKo),  1  équation 

admet  en  général  m  racines  distinctes;  il  passe  donc  par  ce  point 
m  courbes  différentes  de  la  famille  considérée.  Mais  si  le  point  M» 
appartient  à  la  courbe  R(x.r)  =  o,  on  a  à  la  fois 

/(.r„,j.„«,  =  o.  '£  =  „ 

(kl 

et  réquation  ^8)  a  une  racine  double.  On  peut  donc  dire  que  la 
courbe  R^x,.r)  =  o  est  le  lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels 
deux  des  courbes  de  la  famille  (i)  qui  y  passent  sont  venues  se 
confondre.  Or  les  figures  35  (a)  et  35  {h)  montrent  précisément 

Fis.  3.5  a.  \r,,,    •;;  a 


que  lorsqu'un  point  se  rapproche  indéfiniment,  soit  d'un  point  de 
l'enveloppe,  soit  d'un  point  de  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  points 
singuliers,  deux  des  courbes  C  qui  passent  parce  point  diff'èrent 
très  peu  l'une  de  l'autre  et  viennent  se  confondre  à  la  limite. 

Remarque.  — •    II  arrive   fré(|ueniment  que  l'on  a   à    chercher 
l'enveloppe  d'une  courbe 

i<j)  F(.r.  j-,  (T,i  I  =  o, 

doDt  l'équation  renferme  deux  paramètres  variables  a  et  b,  liés 
par  une  relation  cp(a,  Z/)  =  o.  Ce  cas  n'est  pas  distinct  du  cas 
général,  car  on  peut  considérer  b  comme  une  fonction  de  o  définie 
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par  la  relation  -.i  =:  o.  Daprr'S  la  règle  établie,  il  faut  joindre  à 
l'équation  (9)  celle  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée 
(l'.i  premier  membre  par  rapjiort  an  paramètre  a 

r/F       JF  dh  _ 

((«         oh    da  ~ 

mais  de  la  relation  '^(«,  /')  =  «>  on  tire 

i>'}j         ()!s  db 
âa         iJb  (la 

et  la  formule  précédente  devient,  en  éliminant  -^  • 

'  du 

ilF  do        <>?  (10  _ 
""'  ôâ.  à/'>~  db   'iki  ""' 

On  obtiendra  donc  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminante  et  h 
entre  les  équations  F  =  (),  -.p  =  o,  et  l'équation  précédente  (  10). 

209.  Enveloppe  d'une  droite.   —    l'ienons  I'éi|uauon  d'une  droiie   D 
sous  la  forme  noimale 

I  I  I  I  r  cosï  ~y  sin  a  — _/"(  ot  1  =  o, 

le  paramètre  variable  étant  l'anj^le  a.  En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à 
ce  paramélre,  il  vient 

1121  -  .r  sin  a  -— j'  ciisï  —  /''i  2  1  =  o, 

et  l'on  tire  des  deux  équations  (u)  et  (12)  les  coordonnées  du  poijil  de 
contact  de  la  droite  mobile  avec  son  enveloppe 

l  .2-  =  /'i  a  )  cos-/  —  /'(  X  )  sin  x. 

"^'  'j  'r     .    ■  'r> 

(    y  =  /(  a  )  Sin  a  -H  /  (  a  )  cos  3. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  la  tangente  à  la  courbe  E  décrite  par  ce 
point  (a?,_y)  est  la  droite  D;  on  tire  en  effet  les  équations  (i3j 

(   rf.r  =  —  [ /'i  ï  I -(-/"(a  )  I  sinoid'x, 
(   (h'  —       l./'i  2  I  4-/"l  a  1 1  cosx  f/a, 

et  l'on  voit  que  le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  est  —  cota,  ce  qui  est 
précisément  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  D.  Des  équations  (lij  on 
tire  aussi,  en  appelant  s  l'arc  de  la  courbe  enveloppe, 

ds  =  V  <^'''-  -■-  ''j-  =  '--  [/<,  =<  '  -^  f"  (  ='  )  I  ^''t , 


et.  par  conséquent, 
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=  nr        I  fixidTi  —  /-lï,    ; 


il  suffira  donc,  pour  avoir  une  courbe  rerti(ial)le,  de  piLMidre  pour  y"  i  a  i  lii 
dérivée  d'une  fonction  connue  i'  i. 

Prenons,     par    exemple,    /  i  a  i  =  /  sina  cosa  ;     en     faisant    successi\e- 
nient  _>'  =  o,  et  .r  =  o  dans  l'équation  (i  i),  il  vient  (yig.  36  i  OA  =  /sinz, 


OB  =  /cosa  et,  par  sitite,  AB  =  /.  La  courbe  cherchée  est  donc  l'enve- 
loppe d'une  droite  de  longueur  constante  /,  dont  les  extrémités  décrivent 
deux  dioites  rectangulaires.  Les  formules  (i3)  deviennent  ici 


.r  =  /  sin' 
et  l'équation  de  l'enveloppe  est 


V  —  I  cos»: 


c'est  une  bypocycloïde  à   quatre   rebroussenients,  qui  a  la  forine  indiquée 


(')  Hans  la  formule  qui  donne  l'arc 

toutes  les  quantités  qui  figurent  au  second  membre  ont  une  signification  géomé- 
trique :  I  est  l'angle  que  fait  avec  0  J  la  perpendiculaire  ON  menée  de  l'origine 
sur  la  droite  mobile.  /(  i)  est  la  distance  O.N  de  l'origine  à  cette  droite;  /'(i)  est, 
au  signe  près,  la  distance  MX  du  point  de  contact  de  la  droite  mobile  avec  son 
enveloppe  au  pied  N  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine.  On  appelle  quel- 
quefois cette  formule  de  rectification  la  formule  de  Legendre. 
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sur  la  figure.  Lorsque  a  varie  de  o  à  '-")  le  point  de  contact  décrit  l'arc  DC. 
La  longueur  de  l'arc,  compté  à  partir  de  D,  a  pour  eNpression 


=r 


!/sinacosa</2  =  —  sin-i. 


Soient  I  le  sommai  du  rectangle  construit  sur  OA  et  OB,  et  M  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  AB.  Les  triangles  .AMI.  .\PiM 
donnent  successivement 

.AM  =  AI  cosx  =  /  cos^a,         AP  =  \M  sina  =  /  cos^a  sinx 

et,   par  suite,   OP  =  OA  —  AP  =  /sin3a,  de  sorte  que  le  point  M   est  le 
point  de  contact  de  la  droite  AB  avec  son  enveloppe.  On  a  ensuite 

B.'\l  =  ;  — AM=  /sin'^a. 

3 
et  par  conséquent  arc  D.M  =  -  B.M. 

210.  Enveloppe  d'un  cercle.  —  Soit 

(  I  î  )  [ (  .r  —  «  I-  -r-  (  _K  —  b  y-  —  p-  =  o 

l'équation    d'un    cercle,    a,    b,    o   étant  des   fonctions   d'un   paramétre  va- 


/cî 


riable  I.   Les  points  de  contact  de  ce  cercle  avec  son  enveloppe  sont   à 
l'intersection  du  cercle  avec  la  droite 


(.(i) 


(  .r  —  «  ) (7 ' -H  (  j'  —  b  ]b' 


qui   est    perpendiculaire    à    la    tangente    à    la   courbe    G    décrite    par    le 

>     -      l'a 
centre  (a,  b)  du  cercle,   et  dont  la  distance  au  centre  est  égale  a  p  -7^  > 
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S  élanl  l'arc  de  la  courbe  C.  Cette  droite  coupe  le  cercle  en  deux  points 
N,  N',  symétriques  par  rapport  à  la  tangente  MT  (  yî.A'.  3;);  l'enveloppe  se 
compose  donc  de  deu\  branches  E,  K',  qui  ne  sont  pas  en  général  analyti- 
quement  distinctes.  Plusieurs  cas  particuliers  sont  à  remarquer  : 

I  "  Si  p  e'-t  constant,  la  corde  des  contacts  ^'^■  se  réduit  à  la  normale  l'P' 
et  l'enveloppe  se  compose  des  den\  courbes  parallèles  C,.  C',,  obtenues 
en  portant  sur  la  normale  à  la  courbe  G,  de  part  et  d'autre  du  point  M, 
la  longueur  constante  0. 

'!? 
ds 

cercle  au  point  Q.  Les  deux  branches  de  l'enveloppe  sont  confondues,  et  cette 

enveloppe  V  admet  pour  normales  les  tangentes  à  la  courbe  C  ;  on  dit  que  C 

est  la  développée  de  1%  et  inversement  Y  est  une  développante  de  G.  Lorsque 

d-j  >  ds,  la  droite  (16)  ne  coupe  plus  le  cercle,  et  l'enveloppe  est  imaginaire. 

Caustiques  secondaires.  —  Supposons  que  le   ravon  du  cercle  variable 


soit  proportionnel  à  la  distance  du  centre  à  un  point  (we  O.  Si  l'on  prend 
ce  point  fixe  pour  origine,  l'équation  du  cercle  est 

{r  —  a  )-^r-  i  y  —  b  )•  =  k-i  a--\-  b-  j, 

/>■  étant  un  facteur  constant,  et  la  corde  des  contacts  a  pour  équation 

i  jr  ^  a  )a' ~i-  [ y  —  b)b'  -h  k-( aa' ^-  bb  1  =0. 

Soient  0  et  0'  les  distances  du  centre  M  {a,  b\  du  cercle  à  la  corde  des 
contacts  et  à  la  paiallèle  menée  par  l'origine  ;  on  tire  de  l'équation  précé- 
dente 3  =  k^i'.  On  obtiendra  donc  la  corde  des  contacts  en  prenant  sur  le 
rayon  MO  un  point  P  tel  que  MP  =  /l^MO  et  abaissant  du  point  P  une 
perpendiculaire  sur  la  tangente  au  lieu  du  centre.  Supposons  A- <  i,  et 
soit  E  la  brandie  de  l'enveloppe  du  cercle  qui  est  située  du  même  côté 
que  le  point  O  par  rapport  à  la  tangente  à  la  courbe  G.  Appelons  i  et /•  les 
angles  que  font  avec  la  normale  MI  les  droites  MO  et  MN  ;  on  a  ifig.  38) 

.     .  _  M  7  .  _  ^>  />  ■'i"  ''  _  ^  _  i^  _  1 

*'"'  "~  Mo'  *'"'  ~  ÂTv  ■  sinr  ~  Wj)  ~~  MP  ~  k' 
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Cela  posé,  iiiia^inini»^  que  le  point  <J  soil  un  fo\er  lumineux,  et  que  la 
courbe  G  soil  la  limite  Je  sépaialioi)  entre  le  milieu  où  est  le  point  O  et 
un  nouveau  milieu  dont  l'indice  de  léfiaclion  par  rap|)ort   au  premier  soit 

égal  à  -j  ■  Après  la  réfraeticpii,  le  iavon  incident  Oi\l  se  change  en  un  rayon 

réfracté  MH  qui,  d'après  la  loi  de  la  réfraction,  est  précisément  le  prolon- 
gement de  ?<1\I.  Tous  les  rayons  réfractés  IMR  sont  donc  normaux  à  l'en- 
veloppe E,  qu'on  appelle  la  caustique  secondaire  par  réfraction.  La 
caustique  proprement  dite,  enveloppe  ties  rayons  réfractés,  est  la  déve- 
loppée de  la  caustique  secondaire. 

La  seconde  bianche  de  l'enveloppe  \i'  na  évidemment  aucun  sens 
physique;  elle  correspondrait  à  un  indice  de  réfraction  négatif.  Si  l'on 
suppose /:  =  1,  l'enveloppe  K  se  réduit  au  point  O  lui-même,  tandis  que 
l'enveloppe  E'  est  le  lieu  des  symétriques  du  point  O  par  rapport  aux  tan- 
gentes de  la  courbe  G.  Gette  courbe  est  aussi  la  caustique  secondaire  par 
réj/exion  pour  les  rayons  lumineux  issus  du  point  O  se  réfléchissant  sur 
la  courbe  G.  On  démontrera  de  la  mcnie  façon  que,  si  de  chaque  point 
d'une  couibe  G  comme  centre  on  décrit  un  cercle  dont  le  rayon  soit  pro- 
portionnel à  la  dislance  du  centre  à  une  droite  fixe,  on  obtient  |ioiir  enve- 
loppes les  caustiques  secondaires  relalivemeni  aux  rayons  hiiuineux  issus 
d'un  foyer  à  l'infini. 

^1 1    Surfaces  à  un  paramètre.  —  Soil 

^'7)  /(■'•,  J'- -•«  I  =  o 

r<''qiialion  d'une  .surface  S,  dépendanl  d'un  païamèlre  arbitraire  a. 
S'il  existe  une  surface  E  langenle  à  cliacune  des  surfaces  S  le  lony 
d'une  courbe  C,  celle  surface  E  esl  ap|)eiée  Vetneloppe  des  sur- 
faces S,  et  la  courbe  de  contact  C  des  i\e\\\  surfaces  S  et  E  est  la 
■caractéristique. 

Pour  reconnailrc  s'il  existe  une  en\(l()|i|u',  il  faut  don('  exa- 
miner s'il  est  |)ossil)le  de  déleiinincr  sur  cliacune  des  sur- 
faces S  une  courbe  ti  telle  que  le  lieu  de  ces  courbes  soit  lan- 
.gent  à  la  surface  S  le  long  de  C.  Soient  .r,  r,  :  les  coordonnées 
■d'un  point  M  de  la  caractéristique;  si  ce  point  n'est  pas  un  point 
singulier  de  la  surface  S,  l'éipialion  du  plan  lant^ent  à  cette  sur- 
face est 


-^  (  X  —  .r  n-  -^  (  ^  —  r  )  -^  ^  (  iC  —  J  )  =  o. 
i)x  Oy  "  Oz 

D'autre  part,  quand   on   se  déjdace  sur  l'enveloppe  E,  x,  y.,  z,  a 
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soiil  tlps  fondions  de  deu\  v;iri;ibles  indépendantes  vérlfianl 
l'équnlion  (i-)  el,  entre  leuis  difl'éreirlielles,  on  a  la  relation 

Or  Oy    "  d;  iki 

pour  que  le  plan  lani;cnl  à  la  surface  E  soit  identique  au  plan 
tangent  à  S,  il  faut  el  il  siiflit  (jue  l'on  ait,  entre  les  difl'éren- 
tielles  dx.  dy,  dz.  la  lelation 

—  a.r  -. — —  dv  - — —  dz  =  o. 

'Jx  r)y     -  ilz 

condition  qui  devient,  en  tenant  compte  de  la  précédente, 

(la 

On  démontrera  inversement,  comme  pour  les  courbes  planes 
(n°  207),  que  la  surface  R  (x.,y.,  :)  =  o,  obtenue  par  l'élimination 
du  paramètre  «  entre  les  deux  équations  [\-)  et  (18),  représente, 
soit  l'enveloppe  des  surfaces  S,  soit  le  lieu  des  points  singuliers. 
La  caractéristique  C  représentée  par  les  équations  (i^)  et  (18)  est 
encore  la  position  limite  de  la  courbe  d'inlerseclion  de  la  surface  S 
avec  une  surface  inliniiuent  voisine  de  la  même  famille. 

'H'2.  Surfaces  à  deux  paramètres.  -  Considérons  maintenant 
une  équation 

(19)  /(x.  r,z.aJ>i  =  o, 

qui  représente  des  surfaces  S  dépendant  de  deux  ])aramètres  a 
et  b.  Il  n'existe  pas  en  général  de  surface  tangente  à  toutes  les 
surfaces  de  celte  famille  tout  le  long  d'une  courbe:  en  effet,  si 
l'on  établit  entre  les  deux  paramètres  «  el  b  une  relation  6  =  »(«), 
on  a  des  surfaces  ne  dépendant  plus  que  d'un  paramètre  a,  et  la 
caractéristique  est  re])résentée  par  l'équation  (19)  jointe  à  ré<|ua- 
lion 

120)  -^  —  -V-  <  «1  =  0. 

va        00  ' 

Cette  caractéristique  dépend  eu  général  de  'j'(ff),  de  sorte  que  sur 
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chaque  surface  S  il  y  a  une  infinilé  de  caractérisliques;  elles  n'en- 
gendrent donc  pas  une  surface  lorsque  a  el  6  varient.  Nous  allons 
chercher  s'il  existe  une  surface  E  touchant  chacune  des  surfaces 
en  un  point  seulement,  ou  en  quelques  points,  et  non  tout  le  long 
d'une  courbe.  Si  cette  surface  existe,  les  coordonnées  {x,y,  z) 
d'un  point  de  contai-t  de  la  surl'ace  S  avec  l'enveloppe  E  sont  des 
fonctions  des  deux  paramètres  variables  a  et  b  qui  satisfont  à  la 
relation  (19)  et  dont  les  dill'érenlielles  dx^  dy,  dz  vérifient  par 
conséquent  la  relation 

,  „)  m  4^  -H  '^  dy  -r-  'Id.  -^'^da-%  db  =  o. 

'  Ox  Or  Oz  da  db      • 

Pour  que  la  surface,  Heu  du  point  (x,  y.  z).  soit  tangente  à  la 
surface  S,  il  faut  encore  que  l'on  ait 

àf  ,         df   ,         àf  , 

-^  dx  -\-  —  dv  +  -,-  dz  =  o. 

dx  dy  dz 

relation  qui  devient,  en  tenant  compte  de  la  précédente, 

—  da  A — ^  (10  =  o. 
(la  dû 

Comme  a  et  6  sont  deux  variables  indépendantes,  il  faudra  que 
l'on  ait  à  la  fois,  pour  le  point  de  contact, 

df  df 


(22)  ïï::=0' 


db 


On  obtiendra  donc  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  a  el  b 
entre  les  trois  relations  (19)  et  (22).  Le  raisonnement  prouve  bien 
que  la  surface  ainsi  trouvée  est  tangente  à  la  surface  S,  sauf  si  l'on 
a  à  la  fois,  pour  les  solutions  communes  aux  équations  (19)  el  (22). 

dx        dy        dz 

cette  surface  est  donc  soit  l'enveloppe,  soit  le  lieu  des  points  sin- 
guliers des  surfaces  S. 

Nous  avons  donc,  en  définitive,  deux  espèces  de  surfaces  enve- 
loppes, suivant  que  les  surfaces  enveloppées  dépendent  de  un  ou 
deux  paramètres.  Par  exemple,  le  plan  langent  à  une  sphère  ou  à 
un  hyperboloïde  dépend  de  deux  paramètres,  et  ce  plan  touche  la 
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surface  en  un  point  seulement.  Au  contraire,  le  plan  langent  à 
un  cône  ou  à  un  c\linilre  ne  tlépentl  (|ue  d'un  paramètre  variable, 
mais  ce  plan  touche  son  enveloppe  tout  le  long  d'une  généralrice. 

2J3.  Surfaces  développables.  -  La  surface  enveloppée  par  un 
plan  ne  dépendant  que  d'un  paramètre  variable  est  appeb'e  surface 
développable. 

Soit 

(■23)  ;  =  x.r  —  x/i  a  I -!- o( -/ 1 

l'équation  du  plan  mobile  P,  a  étant  un  paramètre  variable, /"(a) 
et  C5  (a)  deux  fonctions  quelconques  de  ce  paramètre.  La  caracté- 
ristique est  définie  par  l'équation  (2.3)  jointe  à  l'équation 

(24)  X  ^y  f'{  ■x\  ^o'(i)  =  o, 

obtenue  en  différentiant  par  rapport  à  a;  c'est  donc  une  ligne 
droite  G,  et  la  surface  développable  est  une  surface  réglée.  Nous 
allons  démontrer  que  toutes  ces  droites  G  sont  tangentes  à  une 
courbe  gauche.  Pour  cela,  difierenlions  encore  une  fois  par  rap- 
port à  a  ;  la  nouvelle  éqnalion  obtenue 

(23)  j)-y  "(  a  ) -H  o"(  a  )  =  o 

détermine  sur  la  caractéristique  G  un  point  particulier  M.  Le  lieu 
de  ces  points  M,  lorsque  a  varie,  est  une  courbe  gauche  F,  dont 
la  tangente  est  la  droite  G  elle-même.  La  courbe  Test,  en  effel, 
représentée  par  les  trois  équations  (23),  (24),  (20),  dont  on 
pourrait  tirer  les  coordonnées  .r,  y,  z  en  fonction  de  a.  Si  Ion 
dilféreiitie  les  deux  premières  de  ces  équations,  en  ayant  égard  à 
la  dernière,  il  vient 

(  26  )  dz  =  a  d.r  -H  /(  a  )  dy,  dj:  +  /' ( »  )  c//  =  o, 

relations  qui  expriment  que  la  tangente  à  la  courbe  F  est  parallèle 
à  la  caractéristique  G.  D'ailleurs  ces  deux  droites  ont  un  point 
commun  ;  donc  elles  se  confondent. 

Toute  surface  développable  peut  donc  être  définie  comme  la 
surface  engendrée  par  les  tangentes  à  une  courbe  gauche  F. 
Celte  courbe  F  peut,  comme  cas  exceptionnel,  se  réduire  à  un 
point,  à  dislance  finie  ou  à  l'infini;  la  surface  est  alors  un  cône 
ou  un  cylindre.  C'est  ce  qui  arrive  lorsque/"  (a)  =  o. 
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RéciiiiocjiieineiiL,  loule  surface  engendrée  par  les  langenles  à 
iiiK'  coiirl)c  gauche  F  esiune  surface  développable.  Suient 

.r  =  /'(  /  ),  )■  =  !S(  /),  j  =  '^1  /  ) 

les  coordounées  d'un  point  de  F;  le  plan  osculaleur,  donl  on  don- 
nera |ilns  loin  la  délinilion  géomélri(jue  (n"  222"),  a  pour  équation 

(ï7  1  A(X  -.r)-r-  B(Y-j)  +  G(/-  z  )  =  „, 

les  coefficients  A,  B,  G  satisfaisant  aux  deux  relations 

(■?.»  )         A  <i.r  ^  15  dy  H-  G  dz  =  o,         A  dK7-  ~  lî  d^y  -i- G  d^ z  =  o. 

Ce  plan  dépend  d'un  seul  paramrtre  variable  t;  nous  allons  véri- 
fier que  la  caractéristique  de  ce  plan  est  précisément  la  tangente 
à  la  courbe  F.  Celle  caractéristique  est  l'intersection  du  plan 
osculaleur  avec  le  plan 

dK(\  —  ./■  )  -+-  //l!(  Y  -  y)  -+-  dCJZ  —  c  I  =  o, 

qui  passe  également  par  le  point  (.r,  j)',  :).  l'our  démonlrci'  qu'elle 
se  confond  avec  la  tangente,  il  suffit  de  prouver  que  l'on  a 

A  d.r  -i-  H  dy  ^-i.dz  =  o,         d\  d.r  +  d\\  dy  +  dC,  dz  ^  o  ; 

la  première  relation  est  une  des  relations  (28)  qui  délerminent  A, 
B,  C.  La  seconde  s'en  déduit  en  difierenliant  la  première,  et 
tenant  compte  de  la  dernière  équation  ('.>.H). 

Ce  mode  de  génération  d'une  surface  développable  permet  de 
se  faire  ime  idée  assez  nette  de  la  forme  de  la  surface.  Soit  AB  un 
arc  de  courbe  gauche  ;  par  chaque  point  M  de  l'arc  AB  menons  la 
tangente,  et  ne  considérons  que  la  portion  de  tangente  qui  cor- 
respond à  une  direction  déterminée,  par  exemple  celle  de  A  versB. 
Le  lieu  de  ces  demi-droites  est  une  nappe  de  surface  S,  limitée 
par  l'arc  AB  et  les  deux  tangentes  en  A  et  B,  s'étendant  d'autre 
part  jusqu'à  l'infini.  En  prenant  de  même  les  autres  portions  de 
tangentes,  on  obtient  une  autre  nappe  de  surface  analogue  Sa, 
qui  se  raccorde  avec  S|  le  long  de  l'arc  AB  ;  les  deux  nappes  de 
s'irface  paraissent  se  recouvrir  partiellement  pour  un  observateur 
placé  au-dessus.  11  est  clair  que  tout  plan  passant  par  un  point  O 
de  l'arc  AB  coupe  les  deux  nappes  Si  et  Sj  suivant  deux  branches 
de  courbe   qui   viennent   se    raccorder    au    point   O,    en    formant 
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un  rebroussemeni  ;   celle   pro|)riélé   explique  le   nom    A'anUc  de 
rebroussemcnt  donné  à  la  courbe  gaucbe  V. 

Il  est  aisé  de  le  vérifier  par  le  calcul.  Prenons  le  point  O  poui- 
origine,  le  plan  sécant  pour  plan  des  .rr,  la  tangente  pour  axe 
des  ;,  le  plan  osculateur  pour  plan  des  xz\  si  l'on  a  pris  z  pour  la 
variable  indépendante,  les  développements  de  x  et  de  y  sont  de  la 
forme 

X  =  Oo  3--i-  «3^^^.  . .,  _^  =  6, 3*-^  . . . . 

car  on  doit  avoir,  pour  l'origine, 

'j£-'lZ  ^  'JlZ  - 

et  les  équations  de   la    tangente  en   un   point  voisin  de  l'origine 
s'écrivent 


Si  l'on  fait  /  ^  o,  on  a  les  coordonnées  X,  \  du  point  de  ren- 
contre de  la  tangente  avec  le  plan  sécant;  les  développements  de 
ces  coordonnées  commencent  respectivement  par  un  terme  en  ;- 
et  par  un  terme  en  z^.  On  a  donc  bien  un  rebroussemeni  à  l'origine. 

Exemple.  —  Prenons  pour  arête  de  rebroussemeni  la  rubi(|ue  gauclie 
X  =  t,  y  ^  t-.  z  =  fi.  L'équation  du  plan  osculateur  est 

on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  iléveloppable  en  écrivant  que  l'équa- 
lion  précédente,  considérée  comme  une  équation  en  t,  admet  une  racine 
double,  ce  qui  revient  à  éliminer  t  entre  les  deux  équations 

1        l-^7.t\'—\  =  o. 


Le  résultat  de  l'élimination  est 

(  XY  —  Z  iî  —  i  (  \î  -  Y  M  Y^  —  XZ  1  =  o. 

la  surface  développable  est  donc  du  quatrième  ordre. 

On  peut  remarquer  que   les  équations  iK^  représentent  la   tangente  à 
la  cubique  gauche. 

21  i.   Si  :  ^  F(.r,  j--)  est  l'équation  d'une  surface  développable. 
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la  fonction  F  (x,  r)  satisfait  à  l'équation  s-  —  /7  =  o;  r,  s,  t 
désignant,  suivant  l'usage,  les  trois  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre  de  la  fonction  Y  {x^y). 

En  effet,  le  plan  tangent  à  cette  surface,  qui  a  pour  équation 

Z  =  />X-f-(/ Y  -^z  —  px  —  qy, 

ne  doit  dépendre  que  d'un  paramètre  ;  des  trois  quantités  p,  y, 
z  — px  —  qy^  il  y  en  a  donc  une  seule  d'arbitraire,  et  en  particu- 
lier il  y  a  une  relation  entre />  cl  q,/{p,  q)^o.  On  déduit  de  là 

,      .       ,  .       D  (p,  </  )  „     1    .      .         •  1       •  1 

que   le  lacobien  Tr-= — i— =z  rt  —  s-    doit  être   identiquement  nul. 

1  ■'  U  (  .r,  r  )  ^ 

Inversement,  si  l'on  a  rt  —  s-=:o,  q  el  p  sont  liés  par  une 
relation  au  moins.  S'il  y  a  deux  relations  distinctes,  p  et  q  sont 
des  constantes  p^=a,  q^zzh,  et  la  fonction  F[x,y)  est  égale  à 
ax  +  by+  c:  la  surface  est  un  plan.  S'il  y  a  une  seule  relation 
entre/*  el  q ,  on  peut  l'écrire  17=  '-?(/')»  P  f^^  *^  réduisant  pas  à 
une  constante.  Mais  on  a  aussi 

,        1>(^-  —  p-f  —  fy  r,p) 
yi.  rt  ~  i2  j  =  -L——L^-!—, 

de  sorte  que  ;  — jix  —  qy  est  aussi  une  lonction  de  p,  soit  '}(/?), 
lorsque  rt — 5- =  o.  La  fonction  inconnue  z=^¥(^x,y')  et  ses 
dérivées  partielles/;  et  q  vérifient  donc  les  deux  relations 

q  =  ti(p},         z  —  p.T  —  o(  p)y  =  <!j(  p); 
différentions  la  seconde  par  rapport  à  .r  et  à  r,  il  vient 

[x^yo'[p)^'l'{p)]'-^  =  o,  [a-+  ,--i' (;,)-!- a,'(/,)]|?  =,.. 

l'uisque/?  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  on  doit  avoir 

X  -hy  'i'(  p  I  -r-  'Vi  /)  )  =  o. 

L'équation  de  la  surface  s'obtiendra  donc  en  éliminant/)  entre 
cette  relation  et 

z  =/). 7-  +)•  o  (/))-+-  'J^  (/)  ), 

ce  qui  donnera  précisément  l'enveloppe  du  plan  jirécédent,  où 
l'on  regarde  p  comme  le  [)aramètre  variable. 
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21o.  Enveloppe  d'une  famille  de  courbes  gauches.  —  Une 
famille  de  courijes  gauches,  dépendant  d'un  paramèlre  vaiiahle, 
n'admet  pas  en  général  de  courlie  enveloppe.  Considérons  d'aijord 
une  famille  de  droites 

(  j.g  I  .*■  =  (i  ;  j-  />,         y  =  ^  ;  —  /j, 

a,  l>,  p.  q  étant  des  fonctions  données  d'un  paramètre  variable  a  ; 
nous  allons  ciiercher  à  quelle  condition  cette  droite  est  tangente 
dans  toutes  ses  positions  à  une  courbe  gauche  F.  Soit  s  =  '.;(a) 
la  coordonnée  ;  du  point  M  où  la  droite  mobile  D  louche  son 
enveloppe  F;  la  courbe  cherchée  F  sera  représentée  par  les  équa- 
tions (29),  auxquelles  on  ajoutera  la  relation  j^a(a),  et  les 
paramètres  directeui.s  de  la  tangente  à  celte  couibe  auront  pour 
expressions 

'/■'• 

—  =  «  tp  I  a  )  —  a  o  I  a  )  -f-  /7 , 

dy       ,    .  ,,  ,  (Iz 

«',  0'.  p' ,  q'  étant  les  dérivées  de  a,  />,  />,  q.  Pour  que  cette  tan- 
gente soit  la  droite  D  elle-même,    il   faut   et  il  suffit  que  l'on  ail 

'Il  -   '1±       'Il  ^  ■  'Il 

doL  t/ot  (/a  ti-x 

c'est-à-dire 

a' o(  X  )  ^-/)' =  o,  6' o(  a  ) -(- y' =  o. 

La  fonction  inconnue  es  (a)  doit  donc  satisfaire  à  deux  relations 
distinctes,  et  par  conséquent  la  droite  mobile  n'a  une  enveloppe 
que  si  ces  relations  sont  compatibles,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


Lorsque  cette   relation  est  vérifiée,  ou    obtiendra   la   courbe    en- 
veloppe en  prenant  'ç.(a  )  =  — ^  =  —  y-,  • 

Il  est  facile  de  généraliser  le  raisonnement.  Considérons  une 
lamille  de  courbes  (C),  dépendant  d'un  paramètre  variable  a, 
représentées  par  les  équations 

'  !o)  F(x,  j'.  ;,  a)  =  o,  *(J-,  j%  î,  2)  =  o; 
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si  ces  courbes  C  sont  langeûles  à  une  courbe  F,  les  cooidonnées 
(x,y.,  :•)  du  point  de  contact.  M  de  la  courbe  G,  fiui  correspond  à 
la  valeur  a  du  paramètre,  avec  l'enveloppe  sont  des  fonctions  du 
paramètre  a  qui  vérifient  les  éf|ualioiis  (3o),  et  une  autre  relation 
distincte  de  celles-là.  Soient  dx,  dy,  dz  les  dilTérenlielles  rela- 
tives au  déplacement  du  point  M  sur  la  courbe  C;  a  restant 
constant  sur  la  courbe  C,  on  a  entre  ces  dillérentielles  les  deux 
relations 

l   —  dx  -, dy  -\-  — ■  dz  ==  o, 

]  ,JX  oy    -^        Oz 

(3i)  ■ 

(  — -  a.r  H dy  -, dz  —  o. 

(    rJT  l'y  dz 

Soient  d'autre  part  ox,  iv,  o;,  5a  les  ditlerentielles  de  .r,  y,  .:,  a, 
relatives  à  un  déplacement  du  point  M  sur  la  courbe  F;  ces  dillé- 
rentielles vérifient  les  relations 


(32) 


Pour  que  les  courbes  C  et  F  soient  tangentes,  il  faut  et  il  suffit 

que  l'on  ait 

dx        il)'        ilz 
S.r        ny        oc 

et  ces  conditions  deviennent,  en  tenant  compte  des  relations  (3i) 
et  (.■5?.), 

ùV  ^  t)<t>  , 

0ï=O,  0  2=0. 

di  On. 

Les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  de  contact  doivent  donc 
vérifier  les  éi/uations 

.T!,  F  =  „.  ..  =  ,.,  ^=„,  ^=.,. 

fh.  0-x 

l'oiir  <|ue  les  courbes  C  admettent  une  enveloppe,  il  faut  donc  ipje 
les  quatre  équations  précédentes  soient  compatibles,  quelle  (|ue 
soil  la  valeur  du  paramètre  a.  Réciproquement,  si  ces  é(|uations 
admettent  une  solution  commune  en  x,  y,  v,  quel  (pie  soil  a,  le 
raisomiement  prouve  que  la  courbe  F  décrite  par  ce  point  ./■,  Kj  - 
est    langinlc  en  cliacun  de   ces  points  à  la  coui'b^;  C  correspon- 


6»F  ,          dF„_       '*F  , 

^  ôy  ^''  ~^  ôz  '"  ~  '&X  '^^  "  "' 

O.r  "'' 

Uy  ''-^  ^'  tjz  ''"         0%  ''^ 
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danle.  Ceci  suppose  toutefois  que  le  point  de  coordonnées 
(x.y.,  :■)  n'est  pas  un  point  singulier  de  la  courbe  C,  c'est-à-dire 
que  les  relations  (3i)  déterminent  les  rapports  des  différentielles 
dx,  dy,  dz. 

Remarque.  —  Lorsque  les  courbes  C  sont  les  caractéristiques 
d'une  famille  de  surfaces  à  un  paramètre  Y{x,  r,  z.  y.)  =  o,  les 
équations  (33)  se  réduisent  à  trois  équations  distinctes 

m)  F  =  o,  —  =  o,  — -  =  o  : 


la  courbe  représentée  par  ces  <'quations  est  donc  l'enveloppe  des 
caractéristiques.  C'est  la  généralisation  de  la  propriété  établie  plus 
haut  pour  les  génératrices  d  une  surface  développable. 

Les   équations    d'une   droite   mobile    se    présentent  quelquefois   sous   la 
forme 


,'-,,,_/(,,  -0,  «1  ^,  c  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  variable  z.  Il  est 
aisé  de  trouver  directement  la  condition  pour  que  cette  droite  ait  une 
enveloppe.  Désignons  par  /  la  valeur  commune  des  rapports  précédents; 
les  coordonnées  d'un   point  quelconque  de  la  droite  ont  pour  ex|)ressions 


.r  =  j"o-+-  Ifi, 


y  =  yo- 


th. 


z,  -+-  le. 


et  il  s'agit  de  voir  s'il  est  possible  de  prendre  pour  /  une  fonction  de  a 
telle  que  la  courbe  décrite  par  le  point  (s:,  y,  -)  soit  tangente  à  la  droite 
mobile.  Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 


iO) 


/// 


en  désignant  par  m  une  nouvelle  indéterminée  égale  aux  rapports  précé- 
dents, et  éliminant  l  et  m  entre  les  trois  équations  linéaires  obtenues 
on  est  conduit  à  l'équation  de  condition 


y. 
I, 
b' 


Si  cette  condition  est  satisfaite,   les  relations  (36)  donneront   /   et  par 
suite  l'enveloppe. 

G.,  1.  34 
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II.  —  CO.NTACT  DE  DEUX  COURBES,  D'UNE  COURBE 
ET  DUNE  SURF.\CE. 

216.  Contact  des  courbes  planes.  —  Solenl  C  eL  C  deux  courbes 
planes  tangentes  en  un  point  A.  A  chaque  point  m  de  la  courbe  C 
voisin  du  point  A  iniai^inons  qu'on  fasse  correspondre,  d'après  une 
loi  quelcon(|iie,  un  point  m'  de  la  coLiibe  C,  de  telle  façon  que  le 

Fig.  39. 


point  m'  vienne  en  A  en  même  temps  que  le  point  m.  En  prenant 
comme  infiniment  petit  principal  l'arc  Am,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  corde  A»i,  nous  allons  d'idjord  chercher  quel  mode  de 
correspondance  il  faut  adopter  pour  que  Tordre  infinitésimal  de 
mm'  par  rapport  à  Am  soit  le  plus  grand  possible  (*).  Rapportons 
pour  cela  les  deux  courbes  à  deux  axes  de  coordonnées,  rectan- 
gulaires ou  obliques,  l'axe  des -)■  n'étant  pas  |)arallèle  à  la  tangente 
commune  AT.  Soient 


(G) 
(C) 


Y  =  F(x), 


les  équations  des  deux  courbes,  et  (xo,  yo)  l^s  coordonnées  du 
point  A;  les  coordonnées  du  point  «t  seront  Xo  + /î  el  f(xo  -\-  h), 
et  celles  du  point  m'  seront  de  même  Xq  -t-  A"  et  F  (xo  +  A),  k  dési- 
gnant une  fonction  de  h  qui  tend  vers  zéro  avec  /«,  et  qui  définit 
le  mode  de  correspondance  adopté  entre  les  points  deux  courbes. 


(  '  )  Il  est  évident  qu'on  obtiendrait  cet  ordre  en  faisant  correspondre  au  point  m 
le  point  m'  pour  lequel  la  distance  de  ni  à  un  point  de  C  est  minimum.  Mais 
nous  allons  montrer  qu'on  peut  remplacer  ce  mode  de  correspondance  par  une 
infmité  d'autres. 
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Observons  encore  (ju'on  |ieut  remplacer  l'inlininienl  pelil  prin- 
cipal A/»  par  h  =  ap,  car  le  rappcirl  —i—  lend  vers  une  limite  finie 

différenle  de  zéro  lorsque  le  poiiil  m  se  rapjjroclie  indédninieiiL 
du  point  A.. 

Cela  posé,  admettons  que,  pour  un  certain  mode  de  correspon- 
dance adojilé,  tnin  soit  un  infiniment  petit  d'ordre  /■ -i-  i  par  rap- 
port à  h:  mm'  est  alors  un  infiniment  petit  d'ordre  2/'  +  2. 

Or  on  peut  écrire,  9  désignant  l'angle  des  axes, 

mm'    =  [Fi  .ro-l-  l(  )  —  /(  ,r„  -h  /(  i  ^  (  /,-  —  /;  i  cosO]"--^  (  I;  —  h)-  si  il- 9  ; 
il  faut  donc  fpie  chacune  des  difiérences  k — ■  li  et 

Fi.r„— /.(—/(  ,f,j+/n 

soit  un  infiniment  petit  d'ordre  /■  +  i  au  moins,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 

X  =  h  ^  ï/K-i,  F(.ro—  A)  — /(  .r„-+-  h  )  =  3A'  +  ', 

a  et  |j  étant  des  fonctions  de  II  qui  restent  finies  lorsque  /;  tend 
vers  zéro.  La  dernière  formule  peut  s'écrire 

¥(X(i^  h  ^  a /('■+•'  I  — /{X(,-T-  h)  =  jî/i''^'  ; 

si  Ion  imagine  F  (xo  -h  à  -\-  a.h'^')  développé  suivant  les  puis- 
sances de  a,  la  partie  qui  dépend  de  a  est  un  infiniment  petit 
d'ordre  /■+  i  au  moins,  la  différence 

A  =  F(.ro— /')— ./Y.r„+  h) 

est  donc  un  inliniment  petit  d'ordre  au  moins  égal  à  /•  +  i,  mais 
peut  être  d'ordre  supérieur.  Or  cette  différence  A  représente  la 
distance  mn  des  points  des  deux  courbes  G,  G',  qui  sont  situés  sur 
une  même  parallèle  à  l'axe  Oy.  Puisqu'en  remplaçant  le  point  m' 
par  le  point  n  on  ne  peut  qu'augmenter  l'ordre  infinitésimal 
de  mm',  on  en  conclut  que  la  distance  de  deux  points  corres- 
pondants des  deux  courbes  est  de  l'ordre  injinitésimal  le  plus 
grand  possible  lorsque  les  points  correspondants  sont  situés 
sur  une  parallèle  à  Vaxe  Oy.  Si  cet  ordre  est  égal  à  /■-!-  i ,  on 
dit  que  les  deux  courbes  ont  un  contact  d'ordre  r  au  point  A. 
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Remarques.  —  Celte  définition  donne  lieu  à  un  certain  nombre 
de  remarques.  L'axe  Oy  est  en  définitive  une  droite  assujettie  à  la 
seule  condition  de  ne  pas  être  parallèle  à  la  tangente  commune  AT: 
on  peut  donc,  pour  évaluer  l'ordre  du  contact,  fane  corres- 
pondre les  points  des  deux  courbes  situés  sur  une  droite  parallèle 
à  une  droite  fixe  D,  non  parallèle  à  la  tangente.  Le  raisonnement 
précédent  prouve  que  l'ordre  infinitésimal  obtenu  ne  dépend  pas 
de  la  direction  de  la  droite  D  :  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 
Supposons,  en  elTet,  que  par  un  point  m  de  la  courbe  C  on  mène 
deux  droites  mm'  et  m.n  {fig-  09)  parallèles  à  deux  directions 
fixes  autres  que  la  tangente.  Dans  le  triangle  mm'  n.  on  a 


mm 
mn 


sin  m  m  « 


lorsque  le  point  m  se  rapproclie  du    point  A,   les  angles  m/im', 

mm'n  ont  des  limites  difl'érentes  de  o  et  de  t:,  car  la  corde  m' n  a 
pour  limite  la  tangente  AT,  et  par  conséquent  mm'  est  du  même 
ordi'e  que  mn.  Le  même  calcul  prouve  que  mm'  ne  peut  pas  être 
un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  mn,  quelle  que  soit  la  con- 
struction dont  on  déduit  le  point  m'  du  point  m  puisque  le  nu- 
mérateur sin  mnm'  a  une  limite  finie  différente  de  zéro. 

On  a  pris  pour  infiniment  petit  principal  l'arc  Km  ou  la  corde 
Km  ;  on  aurait  obtenu  le  même  résultat  en  prenant  pour  infiniment 
petit  l'arc  Kn.  de  la  courbe  C  car  Km  et  Kn  sont  du  même  ordre. 

Lorsque  deux  courbes  C,  C  ont  un  contact  d'ordre  /•.  on  peut 
imaginer  une  infinité  de  correspondances  entre  les  points  m,  m' 
des  deux  courbes  de  façon  que  mm'  soit  un  inliniment  petit 
d'ordre  /• -|- i .  11  suffit  de  prendre  /,•  =  A -(- a /i^+ ' ,  s  étant  ^7", 
et  a  étant  une  fonction  de  h  qui  conserve  une  valeur  finie  lorsque 
/i=;o.    Si  l'on  avait5<;/',  mm'  serait   d'ordre  5+1    seulement. 


217.  Ordre  du  contact.  —  Pour  avoir  l'ordre  du  contact  des 
deux  courbes  C,  C,  il  faut,  d'après  cela,  évaluer  Tordre  infinité- 
simal de 

V— j'  =  ¥(xo-7-  h  )  —  f(.To—  h) 

par  rapporta  h.  Les  deux  courbes  étant  tangentes  au  point  A,  on 
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a  d'abord  F(  x„  )  = /'(,r„),  F' (.r,,)  =/'(a:o),  mais  il  peut  se  faire 
qu'un  certain  nombre  d'aulres  dérivées  des  deux  fonctions  soient 
égales  pour  Xq-  Supposons,  pour  prendre  le  cas  général,  que 
l'on  ait 

\   F" (.T„ )=/"(. r„),  ...,         F"'(x-o)  =  /"'(x„), 

les  dérivées  suivantes  F"'+"(a^o)  el /'■"'^'^  (xo)  étant  inégales.  Eu 
a|)pliquanl  la  formule  de  Tavloraux  deux  fonctions  F(x)  e\.f[x), 
nous  pouvons  écrire 

Y  =  F(.T„)-(-  -F'(xo)-i-... 

h"  /;"-^i 

F"'(.r„)H [F  "+"(>,)  + s], 

l  .1.  .  .11  i  .■!.  .  .1  n  —  Il  ■' 

y  =  /l  .î-Q.»  H ./  iXa)  -h..  . 

h" 


f'^Hx„^-^ [/:«+i)(a-,)_L-='], 

,  .j..  .  .,,■  I  .■.<.  .  .1  /(  -t-  I  ) 

el.  en  retranchant  membre  à  membre, 

(39)        Y-.r=  -— ^^|^i-_  [F ''+>\\r,,)-/i«+i'(^„  )  +  ,_=•], 

E,  î'  étant  infiniment  petits.  L'ordre  du  contact  des  deux  courbes 
est  donc  égal  à  l'ordre  des  plus  hautes  dérivées  des  fonc- 
tions f{x)  et  'P  {x),  qui  sont  égales  pour  x  =^  Xa- 

Les  conditions  (38),  données  par  Lagrange,  expriment  aussi 
que  l'équation  Y  (^x)=^f[x)  admet  .z- ^  j^o  pour  racine  multiple 
d'ordre  /;  ^  i .  Or  cette  équation  détermine  les  abscisses  des 
points  communs  aux  deux  courbes  C,  C  ;  on  peut  donc  dire  que 
deux  courbes,  qui  ont  un  contact  d'ordre  «,  ont  n  +  i  points  d'in- 
tersection confondus  en  un  seul. 

La  formule  (Sg)  montre  que  Y — -y  change  de  signe  avec  h 
lorsque  n  est  pair,  et  ne  change  pas  de  signe  lorsque  n  est  impair. 
Donc  deux  courbes  qui  ont  un  contact  d'ordre  impair  ne  se 
traversent  pas  au  point  de  contact.,  et  deux  courbes  qui  ont  un 
contact  d'ordre  pair  se  traversent.  Il  est  aisé  de  s'en  rendre 
compte.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  courbe  C  traver- 
sant la    courbe   C  en    trois  points   voisins  du    point   A;   si  cette 


534  CHAPITRE    \.    —    THÉORIE    DES    ENVELOPPES.    —    CONTACT. 

courbe  C  se  déforme  d'une  manière  conlinue,  de  façon  C[ue  les 
trois  points  d'intersection  viennent  se  confondre  au  point  A,  la 
position  limite  de  C  a  nn  contact  du  second  ordre  avec  C,  et  il 
suffit  de  faire  la  figure  pour  voir  que  les  deux  courbes  se  tra- 
versent au  point  A.  Le  raisonnement  est  évidemment  général. 

Lorsque  les  équations  des  deux  courbes  ne  sont  pas  résolues 
par  rapport  aux  ordonnées  y  et  Y,  ce  qui  est  le  cas  général,  les 
règles  du  calcul  des  dérivées  peimettent  toujours  de  former  les 
conditions  nécessaires  pour  que  les  deux  courbes  aient  un  contact 
d'ordre  n.  Le  problème  n'offre  donc  aucune  difficulté  spéciale. 
Nous  examinerons  seulement  quelques  cas  particuliers,  d'une 
application  fréquente.  Sup])osons  d'abord  que  les  coordonnées 
d'un  point  de  cliaque  courbe  soient  exprimées  en  fonction  d'un 
paramètre  variable 

(G)  .^=/(0,       y  =  '>((), 

(C)  X  =  /f«),        Y  =  ^(i^), 

et  que  pour  une  valeur  particulière  t^  on  ait  à  la  fois  i  (<o)  =  '^('o  )? 
•]/' (fo)  ^  (»'(<(,),  de  façon  que  les  deux  courbes  soient  tangentes  au 
point  A,  de  coordonnées  ^'(^o),  ^('o)-  Si/'(io)  n'est  pas  nul,  ce 
que  nous  supposerons,  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle 
à  Oy,  et  l'on  obtient  les  points  des  deux  courbes  qui  ont  même 
abscisse  en  posant  i/^t.  D'autre  part,  x  —  Xo  est  du  premier 
ordre  par  rappoit  à  t  —  /q-  et  nous  sommes  encore  ramenés  à 
évaluer  l'ordre  infinitésimal  de  '}(0  —  ®(0  P^'"  rap|3ort  à  t  —  <„. 
Pour  que  les  deux  courbes  aient  un  contact  d'ordre  /;,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait 

(4o)     ■ifïo)  =  ç('o),  'h'(t9)  =  '^'(t„),  ...,  <}/("'■(  ^0  )  = 'r"'(  A,  ), 

et  le  contact  est  d'ordre  n  seulement,  si  les  deux  dérivées  ■!/'"+''  (<(,) 
et  cp("+')  (to)  sont  inégales. 

Considérons  encore  le  cas  où  la  courbe  C  est  représentée  par 
les  deux  équations 

(iO  ^=./(0.       r  =  ?('), 

la  courbe  C  ayant  pour  équation  F(.r,  r)  =  o.  Ce  cas  peut  se 
ramener  au   précédent;   remplaçons  x  par  f{t)  dans  F(x,  y)  et 
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<oit  j=='i(i)  lii  fonction  implicile  définie  par  la  relation 

de  sorte  f|u"on  peut  aussi  regarder  la  courbe  C  comme  représentée 
par  le  système  des  deux  éfpiatioiis 

('43)  r  =  f(t),         y  =  'i(t). 

Pour  que  les  deux  courbes  G.  (7  aient  ini  contact  d'ordre  ii  au 
point  A  qui  correspond  à  la  valeur  /q  du  |jaramètre,  il  faut  que 
les  relations  (4°)  trouvées  \>\u<  liant  soient  satisfaites.  Or  les 
dérivées  successives  de  la  roncllou  Implicite  ■}(<)  se  déduisent  des 
équations 

\    o.v'  Oy  • 

\  à-F  0-F 

(U)      '■  <^-F"r,w     H,       ôF   ....  oF  ,„ 

I  dy-  Ox  Oy 


Ox"  L^   ^   •''  or  ■ 

ou  obtiendra  les  conditious  t\i\  coulact  en  faisant,  dans  ces  lor- 
mules,  l  =  ta,  x=if{to),  i  (i»)  = 'f  (<o),  '}' (^)  = 'f'(<o),  •••- 
'i'"' (  <„  I  ^ -.îi"' (/„).  Ces  conditions  peuvent  s'énoncer  comme  il 
suit.  Posons  .?(<)  =  F [/'(/),  3(<)];  pour  que  les  deux  courbes 
aient  un  contact  cVordre  n  au  point  i=  l^,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

i\b)  3{t„)  =  o,         tilo)  =  o,  ...,         ^(")(/„)  =  o. 

L'éq.uation  ^ (t)  =  o  donne  les  valeurs  du  paramètre  t  qui  cor- 
respondent aux  points  d'intersection  des  deux  courbes.  Les  condi- 
tions du  contact  expriment  encore  cpie  cette  équation  admet  /  =  /o 
pour  racine  multiple  d'ordre  « -!- i ,  c'est-à-dire  que  les  deux 
courbes  ont  n -\-  i   [joints  communs  confondus  en  un  seul. 

218.  Courbes  osculatrices.  —  Etant  données  une  courbe  déter- 
minée C  et  une  courbe  C,  dépendant  de  /i-|-  i  paramètres  «,  b, 
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C,    .  .  .,    /, 

(46)  F(x,y,a.b,  c, /)  =  o, 

on  peut  choisir  les  valeurs  de  ces  n -\-  i  paramètres  de  façon  que 
la  courbe  C'ait  avec  la  courbe  C,  en  un  point  donné  à  l'avance, 
un  conlacl  d'ordre  «.  So'ienl  x  =  f{t  ),  y  ^=-^(t)  les  coordonnées 
d'un  point  de  C;  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes  C,  C 
aient  au  contact  d  ordre  n  au  point  t  ^  t,,  sont  données  parles 
équations  [4^)-i  où  l'on  a  posé 

,f(n  =  F[f(t),a(t),a.  b.c /]. 

La  valeur  /„  du  paramètre  étant  donnée,  ces  « -I-  i  équations  dé- 
terminent les  n-\-  1  paramètres  a,  b,  c.  ...,/.  La  courbe  C'  ainsi 
obtenue  est  dite  osculatrice  à  la  courbe  C. 

Appliquons  cette  théorie  aux  couriies  les  plus  simples.  L'équa- 
tion d'une  droite  V  =  ax-i- fe  dépend  de  deux  paramètres  ael  b: 
la  droite  osculatrice  a  donc  un  cont;ict  du  premier  ordre.  Si 
y^=fîx)  est  l'équation  de  la  courbe  C,  les  paramètres  a  et  b 
doivent  vérifier  les  deux  relations 

f(Xo)  =  ax.,-h  b,        f'(x„)  =  a\ 

on  retrouve  l'équation  de  la  tangente,  comme  on  devait  s'y  attendre. 
L'équation  d'un  cercle 

(47)  (3--ar--^(y-bf^-K^-=o 

dépend  de  trois  paramètres  a,  6,  R;  le  cercle  osculateur  a  donc 
un  contact  du  second  ordre.  So'il y^f{x)  ré<|uation  de  la  courbe 
donnée  ;  on  déterminera  a.  b,  R  en  écrivant  que  le  cercle  rencontre 
celte  courbe  en  trois  points  confondus,  ce  qui  donne,  avec  l'équa- 
tion (47  I.  les  deux  conditions 

(48)  T  —  a  ^- (  y — b)y'=o,  1  —  v'^  —  f  ;k  —  è)jc"=  o. 

Les  valeurs  de  a  et  6  que  l'on  déduit  de  ces  deux  relations  sont 
identiques  aux  coordonnées  du  centre  de  courbure;  donc  le  cercle 
osculateur  coïncide  avec  le  cercle  de  courbure.  Le  contact  étanl 
du  second  ordre,  nous  pouvons  en  conclure  que  le  cercle  de 
courbure  d  une  courbe  plane  trai.'erse  cette  courbe  au  point  de 
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Tous  ces  résullats  pouvaient  être  prévus  a  priori.  En  edel,  les 
coordonnées  du  ceiilre  de  courbure  ne  dépendent  que  de  x^  y, 
j'',  )'"  ;  deux  courbes  qui  oui.  un  contact  du  second  ordre  ont  donc 
même  ceulre  de  courbure.  Or  le  centre  de  courjjure  du  cercle 
osculateur  est  évidemment  le  centre  de  ce  cercle  lui-même;  donc 
il  V  a  identité  entre  le  cercle  de  courbure  et  le  cercle  osculateur. 
Considérons,  d'autre  paît,  deux  cercles  de  courbure  voisins  ;  la 
dill'éience  des  ravons,  cpii  est  éj^ale  à  l'arc  de  la  développée  com- 
pris entre  les  deux  centres,  est  supérieure  à  la  dislance  des  centres. 
L'un  des  deux  cercles  est  donc  tout  entier  intérieur  à  l'autre,  ce 
([ui  ne  pourrait  avoir  lieu  si  les  cercles  étaient  tous  les  deux  inté- 
rieurs ou  tous  les  deux  extérieurs  à  la  courbe  C,  liaus  le  voisinage 
du  |)oinl  de  contact.  Il  faut  donc  i|u'ils  traversent  la  courbe  C. 

Il  \  a  ce|)endant  sur  une  courbe  plane  certains  points  partieu- 
lieis  où  le  cercle  osculaleur  ne  traverse  pas  la  courbe,  et  cette 
remarque  se  rattaclic  à  une  propriété  générale.  Etant  donnée  une 
courl)e  (J'  dépendant  de  «  -|-  i  paramètres,  on  peut  ajouter  aux 
{  «  +  I  )  équations  (45)  la  nouvelle  équation 

?(«+•)(?„)  =  0, 

à  condition  de  regarder  t„  comme  une  nouvelle  inconnue  à  déter- 
miner. 11  v  a  donc,  en  général,  sur  une  courbe  plane  C,  un  certain 
nombre  de  points  où  le  contact  avec  la  courbe  osculatrice  C  est 
d'ordre  /;  -t-  i .  Ainsi,  il  y  a  des  points  où  la  langente  a  un  contact 
du  second  oriire  ;  ce  sont  les  points  d'inflexion,  pour  lesquels 
y  ^o.  Pour  avoir  les  points  où  le  cercle  osculaleur  a  un  contact 
du  troisième  ordre,  il  faut  diflférentier  la  dernière  des  équa- 
tions (48  K  ce  qui  donne 

^r'y"—'y  —  '>Kr"'  =  "- 

et,  en  éliminant  y  —  6,  on  est  conduit  à  la  condition 

(49)  (i-i-7'2)y"— 3yy2=  o. 

Les  points  qui  satisfont  à  celle  condition  sont  ceux  pour  lesquels 

on  a  -T— =  o,  c  est-à-dire  où   le  rayon  de  courbure  est  maximum 
lia- 

ou  miniuiniii.  Pour  une  ellipse,   ce  sont  les  sommets;   pour  une 

cycloïde,  les  jjoints  où  la  langente  est  parallèle  à  la  base. 


338  CHAPITRE    X.    —    THEORIE    DES   ENVELOPPES.    —    CONTACT. 

219.  Une  courbe  osculatrice  peut  être  regardée  comme  la  posi- 
tion limite  dune  courlje  C,  qui  rencontre  la  courbe  C  en  /!  +  i 
points  infiniment  voisins,  lorsque  tous  ces  points  sont  venus  se 
confondre.  Prenons,  pour  fixer  les  idées,  une  famille  de  courbes 
dépendant  de  trois  paramètres  a,  b,  c,  et  soient  i„4-/;|,  it^  +  li.^, 
'o  +  /'3  trois  valeurs  voisines  de  /„  ;  la  courbe  C  qui  rencontre 
la  courbe  C  aux  trois  points  correspondants  est  déterminée  par  les 
trois  équations 

(5o)  3{ta-i-  hi)  =  o,         J(7,)— /lo)  =  o,         Si t^^  h:^)  =  o. 

Retranchons  la  première  équation  de  chacune  des  deux  autres, 
et  appliquons  aux  deux  difierences  la  formule  des  accroissements 
finis,  nous  obtenons  lo  système  équivalent 

(5i)  S(to^li\)  =  o,         ,f 'i  ^1,-,- A-,  )  =  (),         .7'(/„-H  Â-.2)  =  o. 

où  A'i  est  compris  entre  /i|  et  //i.  An  entre  //(  et  Aj.  En  retranchant 
de  nouveau  la  seconde  équation  de  la  troisième,  et  apjjliquant  la 
formule  des  accroissements  finis,  on  arrive  à  un  nouveau  svstème 

(5-2)  g(to^h,)  =  o,        t(fo  —  A-[)  =  o,        ^"(to-h  l,)  =  o, 

l,  étant  compris  entre  /.•,  et  k^-  Li'rsqiie  /«,,  Ao,  /^li  tendent  vers 
zéro,  il  en  est  de  même  de  A,,  /.'i,  /,,  et  ces  équations  devii-nnent 
à  la  limite 

ce  sont  justement  les  équations  qui  déteiminent  la  courbe  oscula- 
trice. Le  raisonnement  est  le  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
paramètres,  et  Ion  pourrait  aussi  définir  la  courbe  osculatrice 
comme  la  limite  d'une  courbe  C  tangente  en  p  points  à  la 
courbe  C,  et  la  coupant  en  q  autres  points  (où  2p-^q^n-'r  i), 
loisque  ces  p -\- q  points  viennent  se  confondre  en  un  seul. 

Par  exemple,  le  cercle  osculaieur  est  la  position  limite  d'un 
cercle  passant  par  trois  points  de  la  courbe  C  infiniment  voisins 
du  point  de  contact.  C'est  aussi  la  position  limite  d'un  cercle  tan- 
gent à  la  courbe  C  au  point  donné  et  passant  par  un  ^lulre  point 
de  la  courbe  L)  infiniment  voisin  du  premier.  Je  m'arrêterai  un 
instant  sur  cette  propriété,  facile  à  vérifier. 

Prenons  pour  origine  le  point  donné,  pour  axe  desx  la  tangente 
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et  pour  direclion  jjosilive  de  Oy  la  direction  de  la  normale  qui  va 
vers  le  centre  île  courbure.  iNous  avons  à  l'origine  ^■' =  o  et,  par 
suite,  R=  -^,  et  nous  |)ouvons  écrire,  d'après  la  formule  tîe 
Tavlor, 


--f^-). 


t  étant  infiniment  pelil  avec  x.  Ou  déduit  de  là  que  Rest  la  limite 

de  l'expression —  = -y— lorsque    le    point    M    se    rapproche    du 
point  O.    Soit,  d'autre  part,    H,   le  ra^on  du  cercle  C,   tangent  à 


l'origine  à  l'axe  des  x  et  [tassant  par  le  point  M.  On  a 


OP"        „        MP 


la  limite  du  rayon  R,  est  donc  bien  égale  au  rayon  de  courbure  R. 

220.  Contact  de  deux  courbes  gauches.  —  L'ordre  de  contact 
de  deux  courbes  gauches  se  définit  comme  pour  les  courbes  planes. 
Considérons  deux  courbes  F,  F',  tangentes  en  un  point  com- 
mun A;  soit  M  un  point  de  F  voisin  de  A,  auquel  on  fait  corres- 
pondre un  point  M'  de  F'  d'après  une  loi  quelconque,  de  telle  façon 
que  les  deux  points  M,  M'  tendent  simultanément  vers  le  point  A. 
Nous  allons  chercher  quel  est  l'ordre  infinitésimal  maximum  de  MM' 
par  rapport  à  l'arc   AM  considéré  comme  infiniment  petit  prin- 
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cipal  ;  si  cel  ordre  est  n —■  i,  nous  dirons  que  les  deux  coarljes 
ont  un  contact  d'ordre  n. 

Rapportons  les  deux  courbes  à  un  système  d'axes  rectangu- 
laires (').  le  plan  des  j'.:  n'étant  pas  parallèle  à  la  tangente  com- 
mune, et  supposons  d'abord  leurs  équations  mises  sous  la  forme 
suivante  : 

(r)  ■      ■'     ';  (V) 

I  z  =  9(.r),  (  Z  =  <p{x). 

èiXo,yoi  -So  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact,  les 
coordonnées  des  deux  points  M,  M'  sont  respectivement 

M[.n,^/(. /(.To^- A).   çOo-^/!)]^      M'[3-o— /.-.    FiTo-f-A-),   <î'(to^/;)]. 

A'  étant  une  fonction  de  /;  qui  dépend  de  la  loi  de  correspondance 
établie,  et  qui  s'annule  avec  k.  On  peut  encore  prendre  />  pour 
infiniment  petit  piincipal  au  lieu  de  l'arc  AM  (n°  216),  et,  pour 
que  MM'  soit  un  infinimenl  petit  d'ordre  «  +  i ,  il  faut  que 
chacune  des  différences 

/.  — /i.      F{x^^  k)~f{xo-^h),     ^(a-o^  A  )  —  cs(.rn-f- A) 

soit  un  infiniment  petit  d'ordre  «+i    au  moins.   On  doit  donc 

avoir 

/c  ~  h  =  a/j''+i,         F(xo^k)—/[x„^/i  i  =  3/i"+i, 

<t>l'.ro-+-  A")  —  OiXa^r-  h  )  =  -fh"-*-^, 

y.,  [î,  V  restant  finis  lorsque  /i  tend  vers  zéro  ;  en  remplaçant  A'  par 
sa  valeur  h -h  y-h"  ^ ' ,    les  deu\    dernières   conditions    deviennent 

F(.ro-l-  /(  —  a/i"+'j  —f(xo-h  h)  =  3 /("+', 
*(  j7„-r-  h  ■+-  a/("+'  )  —  a(xo-h  II  )  =  -(•/'"+'. 

En  développant  F(:ro  + /(  +  a/i''+')  et  <I>  (.To -h  A  +  a/("+' )  parla 
formule  de  Tajior,  tous  les  termes  qui  dépendent  de  a  contien- 
dront /("+'  en  facteur,  et  les  différences 

F  (  Xo-^  h  )  —  f(xo^  Il  j,     <^(xo-h  h)  —  z,iXo^  II) 


(')  Il  est  facile  de  voir  que  cette  liypoUicsi;  n'est  nullement  nécessaire  pour  ia 
suite,  en  se  reportant  à  la  formule  qui  donne  la  dislance  de  deux  points  en  coor- 
données obliques. 
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devroiil  ôtre  d  or<li-e  n  -+-  i  au  moins.  Il  s'cnsiiil  (iiic,  si  hi  ilis- 
lance  MM'  esl  d'ordre  /?  +  i ,  hi  dislancc  MX  des  poiiils  M.  "S  des 
deux  courbes  (|ui  ont  iiiènie  abscisse  (x„-\-h)  est  d'ordre  /(  +  i 
au  moins.  Ou  oliliendra  doue  l'ordre  inlinilésimal  maximum  e/t 
faisant  correspondre  les  points  des  deux  courbes  ([ui  ont  même 
abscisse. 

Il  est  facile  d'évaluer  ceL  ordre.  Les  deux  courbes  étaiil   lan- 
gentes,  ou  a  les  relations 

/(j"o)  =  F(2-o),      /'(:ro)  =  F'(a-„),       ^.(xo  )  =  *(>„),       o'(ro  )  =  *'(.ro)  : 

supposons  que  l'on  ail  en  outre,  pour  prendre  le  cas  général, 

/"(>•„)  =  F"(^„),  ...,         /l"'(3r„)  =  F(«'(.ro), 

tp"(.ro)  =  <I>"Oo),  ••■,  ç'«'(>o)  =  *'"'(^o); 

l'une  au  moins  des  difl'érences 

F' "+"  (.7-0  I— /<"  +  "(  3-0  ),  «j'I-'+'-Vro  !  —  «)'■''+"(' .To) 

n'étant  pas  nulle.  La  distance  MM'  sera  d'ordre  n-\-  \,  et  il  y  aura 
un  contact  d'ordre  n.  Le  résultat  peut  encore  s'énoncer  comme  il 
suit:  Pour  avoir  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  F,  F',  il  suffit 
de  considérer  les  projections  (C,  C)  et  (C,,  C',)  de  ces  courbes 
sur  les  deux  plans  xOy  et  xOz,  d'évaluer  l'ordre  de  contact  de  C 
avec  C,  celui  de  C,  avec  C, ,  et  de  prendre  le  plus  petit  de  ces 
deux  nombres. 

Lorsque  les  courbes  F,  F'  sont  représentées  par  les    formules 

'""; 

(F') 

ces  courbes  sont  tangentes  en  un  point  si,  pour  «=  i  =  /„,  on  a 

*(?(,)=  tif^o),  <I>'| /,i)  =  <p'(7„  I,  >r(  C,  I  =  J;(/„'l,  V(/o  1  =  ■fi'o  K 

nous  supposerons  qu'au  point  de  contact  la  tangente  n'est  pas 
parallèle  au  plan  des  yr,  c'est-à-dire  quey'(^i,)  n'est  pas  nul.  Les 
|3oints  des  deux  courbes  qui  ont  même  abscisse  correspondent  à 
une  même  valeur  de  /.  Pour  qu'il  j  ait  un  contact  d'ordre  «,  il 
faut  et  il  snffit  que  <!>(/)  —  »(<),  W{t)  —  'l{t)  soient  des  infini- 
ment petits  d'ordre  «4-  1    par  rapport  à   t  —  ?„,  c'est-à-dire  que 


X=fit), 

y  =  '=(t), 

Z  =  'i{t), 

X  =  /(  «  », 

Y  =  <1)(»), 

Z  =  W{u), 
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Ion  ait 

xr(<„)  =  ^'(«o),       •■•-      'J'='"(^o)  =  4''"'(<o), 

l'une  au  moins  dos  didérences 

*'"+"('o)-?'""^"(<o)>   wi''+"(«„)  — ii;«+ii(?o) 

n'étant  pas  nulle. 

On  ramène  au  cas  précédent  le  cas  où  l'une  des  courbes  F  est 
représentée  par  les  équations 

(53)  x  =  f(t),        y  =  0(1),         z  =  6{t), 

la  courbe  T    étant  représentée  par  un  système  de  deux  équations 

non  résolues 

F{x,  y,z)  =0,         F,(x-,  r,  z)  =  o. 

En  reprenant  les  raisonnements  du  ii°  217,  on  démontre  que,  pour 
qu'il  V  ait  un  contact  d'ordre  n  au  point  de  T  qui  correspond  à  la 
valeur  t^  de  t,  on  doit  avoir 

jf(«o)  =  o,       S'(e^,  =  o,       ...,       ^'i'"(?„)  =  o, 
^■^"^  )i,(«„)  =  o,       j';(«oj  =  o,       ...,      ^'«'(^o)  =  0, 

en  posant 

Hn  =  F[/(o.  ?(0-  'Hni     î^.(o  =  F.[/(  0,  ?('')-  ?(0]- 

221.  Courbes  osculatrices.  —  Considérons,  d'une  part,  une 
courbe  déterminée  F  dont  les  coordonnées  sont  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  par  les  formules  (53)  ;  d'autre  part,  une 
(amille  de  courbes  F'  dépendant  de  2/1  +  2  paramètres  a,  b, 
c,  .  . .,  /,  représentées  par  les  équations 

(55)       F(:r,  y,z,a.b,  ...,  l)  =  o,         Ft{x,  y,  z,  a,  b,  . . .,  l)  =  o. 

On  peut  en  général  disposer  de  ces  2«  +  2  paramètres  de  façon 
que  l'une  des  courbes  de  cette  famille  ait  un  contact  d'ordre  n 
avec  la  courbe  F  en  un  point  donné.  La  courbe  ainsi  obtenue  est 
dite  oscidatrice  àT.  Les  équations  qui  déterminent  les  paramètres 
a,  b,  c.  .  .  .,  l  sont  précisément  les  2/1  +  2  équations  (54)  écrites 
plus  haut.  Il  est  à  remarquer  que  ces  équations  ne  peuvent  être 
compatibles  que  si  chacune  des  fonctions  F,  F,  contient  au  moins 
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/;  +  1  |)arami'lrcs.  Car  exemple,  si  les  courlies  F'  sont  des  coiirl)es 
planes,  l'une  des  éf|iialions  (.^5  )  ne  renferme  (|iie  Irois  paramèlrcs; 
une  courlte  jjlane  ne  |)fnl  donc  avoir  avec  une  courbe  gauche  un 
contacl  d'ordre  su|)én('iir  an  second,  en  un  poiiil  pris  au  hasard 
sur  la  coui'be  gauche. 

Appliquiiiis  celle  lii«''orie  aux  courbes  les  plus  simples,  la  droite 
el  le  cercle.  Une  droite  dépend  de  «pialre  puramèlres;  la  droite 
osculatrice  aura  donc  un  contact  du  premier  ordre.  11  est  facile  de 
vérifier  rpi  elle  se  confond  avec  la  tangente;  si  nous  écrivons  les 
équations  de  la  droite 


les  équations  (54)  deviennent  en  eiret,  pour  un  |Hiini  ijL\i.  y„.  Zq) 
d'une  courbe  F, 

.r„=az„-^p,         a-;  =  rt;ô,         ji\,  =  6:» -f- y,         y[-,  =  b::'^, 
el  ron  eu  lire 


on  retrouve  bien  les  équations  de  la  tangente.  Pour  que  la  tan- 
gente eût  avec  la  courbe  un  contacl  du  second  ordre,  il  faudrait 
qne  l'on  eût  x"^  =az"^,  y"^  =  6;^,  el  par  conséquent 


nous  retrouverons  ces  points  dans  une  autre  question  (  n°  226). 

Un  cercle  dans  l'espace  dépend  de  six  paramètres  :  le  cercle 
oscillateur  aura  donc  un  contacl  du  second  ordre.  Ecrivons  les 
équations  du  cercle 

Yi,.f,y,z)=    X{x  —  a)-^Yi\y  —  b)  +  C(z  —  c)    =  o, 
FiO,  j,  -)  =  {x  —  ay-^iy  —  hf^  {z  —  cy—  W-=  o, 

les  paramètres  variables  étant  a.  6,  c.  R.  el  les  rapports  de  deux 
des  coefficients  A,  B,  C  au  troisième.  Les  équations  qui  déter- 
minent les  valeurs  de  ces  paramètres  sont  alors,  en  supposant  x^ 
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y,  z  remplacées  par  /"(;),  'f  (/),  '}  (')  respectivement, 

A(a-  — «)+  B(j'— 6)  +  C(;  — c)  =  o, 

A-p     -l-B-f-H-C-—     =o, 
dt  dt  dl  ' 

,     d-  X  rf2  ,,  f/2  - 

A  — r-r  ->-  B  — — -  +  C  -r—  =  O, 

(r/<2  û'<2  rfr-^ 

(j;  —  «  )■--(-(_>'  —  i)--t-  (.=  —  c  )-=  R5, 


,  .  d-  X       ,  ,    '1-  V        ,  d- 


dt         •'  dt  dt 

1^        dx"-  -+ 

17-  "^ 


La  deuxième  et  la  troisième  de  ces  relations  montrent  cpie  le  plan 
du  cercle  osculateur  est  le  plan  oscillateur  lui-même  (n"222). 
Quant  aux  deux  dernières  équations,  elles  représentent  respecti- 
vement, quand  on  y  regarde  a,  b,  c  comme  des  coordonnées 
courantes,  le  plan  normal  au  point  (-y,jK,  :)  et  le  plan  normal 
inflniment  voisin  (voir  plus  loin  n°  230). 

222.  Contact  d'une  courbe  et  d'une  surface.  —  Considérons  une 
surface  S  et  une  courbe  F  tangente  en  un  point  A  à  cette  surface. 
A  un  point  M  de  la  courbe  voisin  du  point  A,  faisons  correspondre, 
d'après  une  loi  arbitraire,  un  point  M'  de  la  surface,  de  façon  que 
les  deux  points  M  et  M'  tendent  en  même  temps  vers  le  point  A. 
Nous  allons  d'abord  chercher  comment  il  faut  prendre  le  point  M' 
pour  que  l'ordre  inhnitésimal  de  MM'  par  rapport  à  l'arc  AM  soit 
le  plus  grand  possible.  Rapportons  la  figure  à  trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires  choisis  de  telle  façon  que  la  tangente  à  la 
courbe  F  ne  soit  pas  parallèle  au  plan  desys,  et  que  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  ne  soit  pas  parallèle  à  O  i.  Soient  :  .r,,,  l'o,  ^o  ^^s 
coordonnées  du  point  A  ;  Z  =  F(a;,  y)  l'équation  de  la  surface  S; 
y=f(^x),  z=io(x)  les  équations  de  F,  et  imaginons  cpie,  dans 
un  certain  mode  de  correspondance,  MM'  soit  un  infiniment  petit 
d'ordre  «  -(-  i .  Les  coordonnées  x,  y,  :  du  point  M  sont 

x„-i- II,     fiXo-i-h),     !f(x^-^li): 

appelons  X,  Y,  Z  =  F(X,  Y)  les  coordonnées  de  M'.  Pour 
que  MM'  soit  d'ordre  « -i- i  par  rap|5ort  à  l'arc  AM  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  par  rapport  à  /(,  il  f;uil  que  chacune  des  diffé- 
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rences  X  —  ,z'.  \  — )■,  Z  —  ;  soil  un  iiiliiimu'iil  [iclit  d  ordre  n  -f-  i 
au  moins.  Un  doit  donc  avoir 

X  — .r  =  2/i"-i,  \  —  )•=  i/c'-i,  Z  — ;=  F(  X,  Y  ,  —  ;  = -,•/("-!, 

a,  j,  v  restant  finis  pour  /;  ^  o,  et  par  suite 

Fi  a-  —  ï  A"^!,  y  —  'ih"-^^  )  —  ;  =  -;/t"^'. 

La  iliHérence  Flx,  }) —  ;  sera  donc  elle-même  d'ordie  n  —  i  an 
moins.  Ceci  prouve  que,  si  l'on  fait  correspondre  au  point  M  de  F 
le  point  N  de  S  où  la  parallèle  à  O;  menée  par  M  perce  la  surface, 
l'ordre  inlinilésimal  de  MN  est  au  moins  égal  à  celui  de  MM'.  On 
aura  donc  l'ordre  de  contact  de  la  surface  et  de  la  courhe  en 
cliercliant  l'ordre  infinitésimal  de  MIS  par  rapport  à  l'arc  AM  ou 
à  /i.  On  peut  dire  encore  que  c'est  l'ordre  de  contact  de  F  avec 
la  courbe  F'  qui  est  la  trace  sur  la  sur/ace  du  cylindre  proje- 
tant F  parallèlement  à  O:-.  (Il  est  clair  d'ailleurs  que  la  direc- 
tion de  O;  peut  être  une  direction  quelconque  non  |iarallèle  au 
plan   langent. I 

Les  équations  de  la  coiirlie  F'  sont 

r  =  f(xi,         Z  =  F[.r./i.r>]  =  <l>(r); 
ei  l'on  a.  par  h\pothèse. 

•Pi  Xf.)  =  =1  r„),         "I-'Oo)  =  9'Cr„); 
si  l'on  a,  en  outre, 

^'ij-u)  =  ç."(  3-,,  I,        ...,       <ï>  "'(a-„)  =  9'"'(.>-oj,       * ''^'^(.ro)  7:  !i'''+"(a7o), 

la  courbe  et  la  surface  ont  un  contact  d'ordre  n.  Observons  que 
l'éfpiation  <I)(:r)  =  3(x)donne  les  abscisses  des  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  et  de  la  surface;  les  conditions  pour  qu'il  y  ait 
un  contact  d'ordre  n  en  un  point  A  expriment  qu'il  va  /; -j-  1 
points  de  rencontre  confondus  avec  le  point  A. 

Prenons  encore  le  cas  où  la  courbe  F  est  représentée  par  les 
équations  x=f{t),  >■=:•.;(/),  ;  =  ■],(/),  et  la  surlace  S  par 
ré(|uation  F(x,  )',  :;)  =  o.  La  courbe  F',  définie  tout  à  Ihetire, 
sera  représentée  par  les  équations  x=/{t),  i-=-j(f),  :.=T:{t), 
la  l'onction  "(/)  étant  définie  par  la  relation 

F[fu),-r(t),-(ri]  =  o. 
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Pour  que  r  el  r'  aienl  un  contact  croidre  n,  il  faut  que  Tt(<)  —  '}  (') 
soil  un  infiniment  ])etil  d'ordre  n  +  i  par  rapport  à  t  —  <oi  c'est- 
à-dire  que  l'on  ail 

-ùo)  =  'i(«c»,     -'{'o)  =  'V(<o),     ■■■■     -"'m:^)  =  'V'"(/o)- 

On  peut  encore  écrire  ces  conditions,  t^(<)  avant  la  même 
signification  que  plus  haut  (n"  220), 

.''(/(,)  =  0,  ^'(to)  =  o,  gi"Uto)  =  o\ 

elles  expriment  tpie  la  courbe  el  la  surface  ont  (/)  -r  i  )  points 
communs  confondus  au  point  de  contact. 

Si  la  surface  S  dépend  de  n -j-  i  paramètres  a,  b,  c,  ....  /,  on 
peut  en  disposer  de  façon  que  cette  surface  ait  un  contact  d'ordre  n 
avec  une  courbe  donnée,  en  un  point  donné  ;  la  surface  ainsi 
obtenue  est  dite  osculairice. 

Dans  le  cas  d'un  plan,  on  a  trois  jiaraniètres  ;  les  é(|ualions  qui 
déterminent  ces  parainitres  sont  les  suivantes  : 

A/(0    -i-BïiO   -i-C'}(M  -^D  =  o, 
A/'(0  +  Bo'i^) -I- C'Vi  ri  =o, 

Xf"{t)  -+■  Bci"(/)  -^C'Yi')  =o- 

Ces  équations  sont  bien  celles  que  nous  avons  prises  pour  défi- 
nition du  plan  osculateur  (n°  213),  el  Ion  voit  que  le  contact  est 
en  général  du  second  ordre.  Pour  que  le  conlacl  fût  d'ordre  plus 
élevé,  il  faudrait  que  l'on  eùl 

S.f"'{t)  ^  Bo"'(/)  -i-  C'Y'it)  =  0, 

on  dit  alors  que  le  plan  osculateur  est  slationnaire. 

Une  sphère  dépend  de  quatre  paramètres  ;  la  sphère  osculatrice 
a  donc  un  contact  du  Iroisième  ordre.  Le  calcul  sera  efYectué  plus 
loin  (n"  238). 

223.  Droites  osculatrices  à  une  surface.  —  Si  les  équations 
d'une  courbe  C  dépendent  de  /;  +  2  paramètres  variables,  on 
peut  disposer  de  ces  paramètres  de  façon  que  cette  courbe  ait, 
avec  une  surface  donnée  S,  en  un  point  donné  AI,  un  contact 
d'ordre  n.  En  effet,  en  écrivant  que  la  courbe  C  passe  par  le 
point  M,  el  quelle  v  rencontre  la  surface  S  en  /;  -}-  i  points  con- 


II.    —    CONTACT    I)K    DEl  X    COI  HUES.    ETC.  5.',- 

foniliis,  on  a  en  loiit  /;  —  2  équations  [jour  dt-lciininer  les  para- 
Mièlics.  Par  e\ein|ile,  une  droile  dépend  do  (|uatie  paramètres; 
il  CMsle  donc,  en  cliaquo  point  dune  surface,  une  ou  plusieurs 
dii'iles  avant  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface.  Pour 
d(-lerniiner  ces  dioiles,  j)renons  |)onr  origine  le  point  considéré 
de  la  surlace,  l'axe  des  :;  n'éianl  |ias  dans  le  plan  langent,  et 
soll  ;=:F(j?,  j))  ré<|uallon  de  la  surface  dans  ce  svslème  d'axes. 
I.a  droile  cherchée  passe  évidemment  par  l'origine,  et  ses  équa- 
tions sont  lie  la  forme 


l'équation  cp  =  F((T;,  bp)  doit  admettre  p^o  pour  racine  triple, 
ce  cpil  exige  que  l'on  ait 

c  =  ap    -r-  bq. 

o  ^  a-  r  -r-  lahs  ^  h- 1 , 

p,  q.  r.  S.  l  désignant  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  et  du 
secoîid  ordre  de  F(^,r)  pour  .r=j)/  =  o.  La  première  de  ces 
deux  relations  exprime  que  la  droite  cherchée  est  dans  le  plan 
langent  à  la  surface,  ce  qui  était  encore  évident  a  priori.  On  voit 

de  |dus  que  le  rapport  -  est  déicrminé  par  une  éipialk>n  du  second 

dcj;ré.  (pu  a  ses  racines  réelles  pourvu  quoi"-  —  ri  soit  positif. 
En  chaque  point  d  une  surface.  11  v  a  donc  en  général  deux 
droites,  et  deux  seulement,  qui  ont  un  conlacl  du  second  ordre 
a\ec  la  surface  ;  ces  droites  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant 
le  signe  de  s-  —  /•/.  PS^ous  retrouverons  ces  deux  droiles  au 
Cliapilie  XII,  dans  l'étude  de  la  courbure  des  surfaces. 


EXERCICES. 

1.  Soit  C  une  courbe  du  troisième  degré  donnée,  ayant  un  point  double 
en  O.  Un  angle  droit  MON  tourne  autour  du  point  O,  et  ses  côtés  ren- 
contrent respectivement  la  courbe  C  en  M  et  N.  Déterminer  l'enveloppe 
de  la  droite  MN.  Considérer,  en  particulier,  le  cas  où  la  courbe  C  a  pour 
équation  X)'-  =  j"3,  ou  x^^y^  =  •j.xv. 

[Licence  :  Bordeaux,  juillet  i8S5.] 
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!2.   Trouver  les  points  où  la  courbe  représentée  par  les  équations 

ar  =  a  (  /!  w  —  sin  w  ),         y  =  a{n  —  cos  w  ) 

a  un  conlacl  d'ordre  supérieur  au  second  avec  le  cercle  osculateur. 

[Licence  :  Grenoble,  juillet  i885.] 

3.  Soient  m,  /«,.  /«j,  trois  points  voisins  sur  une  courbe  plane.  Trouver 
la  \aleur  limite  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  que  forment  les 
tangentes  en  ces  trois  points,  lorsqu'ils  viennent  se  confondre. 

A.  Si  une  courbe  fermée  sans  point  d'inflexion  a  une  développée 
fermée,  la  longueur  totale  de  celte  développée  est  égale  au  double  de  la 
différence  entre  la  somme  des  rayons  de  courbure  maxinia  et  la  somme 
des  rayons  de  courbure  niinima,  pour  tous  les  points  île  la  courbe  proposée. 

o.  Si  l'on  mène  par  cbaque  point  d'une  courbe  une  droite  de  longueur 
donnée  faisant  un  angle  constant  avec  la  normale,  la  normale  à  la  courbe, 
lieu  des  extrémités  de  cette  droite,  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la 

proposée. 

G.  Soient  /■  le  rayon  vecteur  mené  d'un  pôle  fixe  à  un  point  d'une  courbe 
plane,  p  la  distance  de  ce  pôle  à  la  tangente:  le  rayon  de  courbure  R  a 

pour  expression  K  =  ±r— ;— • 
dp 

7.  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui,  en  un  point  donné,  ont  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée,  est  un  cercle. 

8.  Lieu  des  centres  des  ellipses  dont  les  axes  ont  une  direction  donnée, 
et  qui  ont,  en  un  point  donné,  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe 
donnée. 

9.  Soit  F  (  \,  Y  ;  X,  y)  une  fonction  de  deux  couples  de  variables  {x^y), 
(X,  Y).  Si,  dans  l'équation  F  =  o,  on  considère  {x,  y)  comme  les  coor- 
données d'un  point  déterminé  m,  X  et  Y  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes, cette  relation  fait  correspondre  à  tout  point  m  du  plan  une 
courbe  c.  Lorsque  le  point  m  décrit  une  courbe  C.  la  courbe  correspon- 
dante c  enveloppe  une  courbe  T  définie  |>ar  les  deux  équations 

,,   ,.    ,,  rfF        d¥     . 

1"  I  \,  1  ;  :r, }')  =  o, 1 k  =  o. 

<)x        Oy' 

Cette  courbe  F  se  déduit  de  C  par  une  transformation  de  contact,  et  la 
transformation  inverse  s'obtient  en  échangeant  le  rôle  des  deux  couples  de 
variables  {x^  y)  et  (X,  Y').  Extension  aux  surfaces  {voir  n"  G'2). 

Application  :  F  =  X^  -+-  Y-  —  X.^  —  \'y. 
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10.  Pour  qu'une  courbe  G  représentée  par  l'équalion  F(T,y,  a)  =  o  ail 
en  un  point  un  contact  d'ordre  n  avec  son  enveloppe,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait  en  ce  point 

oF  d"'F  à"  F 

r   =  O,  =:  o,  =0,  ....  •  =  o. 

<Ja  Oa-  Oa" 

Application  au  cas  où  G  est  une  circonférence. 

11.  Toute  surface  F{x,y,  z,  a)  =  o  a  un  contact  du  second  ordre  avec 

l'arête   de   rebroussement  de   la    surface    enveloppe,   définie   par  les  trois 

àF  d'-F 

équations  r  =  o,  —  =  o,  — -  =  o. 
da  Oa  - 

Yi.  Lieu  géométrique  des  centres  des  sphères  qui  ont  un  contact  du  second 
ordre  en  un  point  donné  avec  une  courbe  donnée. 

13.  Si  l'enveloppe  d'une  sphère  variable,  dépendant  d'un  seul  paramétre, 
se  réduit  à  une  courbe  F,  celte  courbe  Y  a  un  conlael  du  second  ordre 
avec  la  sphère. 

14*.  Etant  donnée  une  surface  S,  si  de  chaque  point  m  de  S  comme  centre 
on  décrit  une  sphère  S  de  rayon  variable  R,  cette  sphère  S  touche  en  général 
son  enveloppe  en  deux  points  M,  M',  tels  que  la  droite  MM'  soit  perpen- 
diculaire au  plan  langent  en  m  à  la  surface  S.  Galculer  la  distance  S  du 
point  m  à  la  droite  MM'. 

Si  la  surface  S  est  rapportée  à  un  système  de  coordonnées  curvilignes 
orthogonales  (h,  v  )  telles  que  l'on  ait  ds-  =  E  du^  -t-  G  dv-,  on  a 


'■--'[m'-m'\ 


lo.  Si  une  surface  S  est  tangente  à  un  plan  P  en  tous  les  points  d'une 
courbe  G  de  ce  plan,  la  tangente  en  un  point  quelconque  à  cette  courbe  a 
un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  surface  S. 

16*.  En  chaque  point  M  d'une  surface  S,  il  y  a  en  général  »'  cercles  qui 
ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  S.  Par  chaque  tangente  de  la  sur- 
face au  point  M  passe  le  plan  de  l'un  de  ces  cercles  et  d'un  seul.  Si  le 
point  M  n'est  pas  un  ombilic,  il  y  a  dix  cercles  qui  ont  au  point  M  un  con- 
tact du  quatrième  ordre  avec  la  surface. 
[Darboix,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  IV,  rt'  série,   18S0, 

p.  348-384]. 


CHAPITRE  XI. 

COURBES    GAUCHES. 


I.  —  PL\N  OSCULATEUU. 

2:24'.  Définition  et  équation.  —  11  a  déjà  été  qiieslion  .'i  plusieurs 
reprises  (n"^  213,  221,  222)  du  j)lan  osciilaleiir  à  une  courbe 
gauche.  La  définition  directe  de  ce  plan  est  analogue  à  celle  de 
la  tangente.  Soient  M  un  point  dune  courbe  gauche  F,  MT  la  tan- 
gente en  ce  point;  le  plan  passant  par  la  droite  ^IT  et  jiar  un 
autre  point  M'  de  F,  infiniment  ^uisin  du  point  M,  Icnd  en  gé- 
néral vers  une  position  limite  quand  le  point  iM'  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  ^1;  on  appelle  ce  plan  limite  le  plan 
oscillateur  à  la  courbe  F  au  point  M.  Nous  allons  d'abord  cher- 
cher son  équation. 

Soient 

(1)  ^  =  /('!,      y  =  'i{t\       z  =  'h{t) 

les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  d'un  poinl  de  F  en 
l'onction  d'un  paramètre,  les  points  JM  et  M'  corres|)ondaut  aux 
valeurs  /  et  /  ^  h  de  ce  paramètre.  Le  plan  MT.M'  a  pour 
équation 

A(X  — x)  +  B(  V— _x)-f-C(Z  — :)  =  0, 

les  coefficients  A,   B,  C  devant  vérifier  les  relations 

(2)  \/'[t)-+-B-f'{l)-hC-V{t)=o, 

(3)  A[/(  i  -^  h  )  — /(n]  +  B[ç(?-f-  /()  — 9(r)]-*-C['i(>-(-  A)-  ■i(/,i]  =  o. 

Remplaçons,  dans  la  relation  (3),  /(/ H- /i),  s  (  <  ^  A),  'M/ + /() 
par  leurs  développements   déduits  de  la  formule  de  Tavlor,  elle 


PLAN    0:<ri  l.ATKllt. 


l'Ut  encore  s  écrire 


a|A/'(/,i-^[/'*0-m1  -bUç'(o-7^[?'ï':i-^=1|---.  =  o, 


en  icIrniielMinl  la  relalion  (2)  nmliipliée  par  /(,  et  divisant  le 
ri'siiliiit  |iai'  —  ,  (in  voit  que  le  svslèuie  des  relations  (2)  el  (3)  est 
ifiui valent  au  suivant  : 

A/'i  t  >  —  îi  'S ( ( )  ^  C  'l' (t )  =  o, 
X[f■^  t,-i,]  -B[-y(t)  -u  t,]  +  Cl'/(t)  -^  E3]  =  o, 

ïi,  t.,.  î3  étant  uiliiniiieiit  [lelits  a\ee  /i .  LorNf|ue  //  tend  vers  zéro, 
retle  dernière  relation  se  réduit  à 

i  1  >>f"it\  —  B-^"i  1 1  —  OV  1 1 }  =  o. 

I.é(|iiati(in  du  plan  osculaleur  est  tlonc 

Ai  \  -  ,r  I  —  Cl  V—  )-i—  Cl  Z  —  il  =  o, 

les  coeftieients  A.  B,  C  étant  assujettis  à  vérilier  les  deu\  relations 

(  A  dx    —  B  dy    -H-  C  </-    =  o, 
/    V  d'-  j-  —  B  d\y  —  (  ;  </^  ;;  =  0. 

(  )n  écrit  ,iu>-i  (pielquelois  l'équation  du  plan  oscillateur  sous 
forme  de  déterminant  : 

X-:î-     \-y     Z-3 

d.r  dy  dz 

dKr         d'y         (/-- 

Il  est  facile  de  vérifier  que,  de  tous  les  plans  passant  par  la 
tangente,  le  plan  oscillateur  est  celui  dont  la  courbe  V  se  rap- 
proche le  plus  dans  le  voisinage  tin  jioinl  de  contact  (n"  222). 
Considérons  d'abord  un  plan,  autre  que  le  plan  osculateur,  pas- 
sant par  la  tangente,  et  soit  F  {l)  le  résultat  de  la  suljslitution 
Ae  fit  -r-  II).  zi(t-\-h),  6(t-{-/i)  à  la  place  des  coordonnées  cou- 
rantes X.  \.  Z  dans  le  premier  membre  de  l'écpialion  (^5)  ;  nous 
a  \  o  11  s 

F(0  =  —  [\/'it)^Bf{()^  CVtt)^r,], 
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Tl  étant  infiniment  petit  avec  /;.  La  distance  d'un  point  de  F,  voisin 
du  point  M,  est  donc  infiniment  petite  du  second  ordre;  de  plus, 
F(/)  conservant  toujours  le  même  signe  lorsque  /;  est  très  petit, 
on  voit  que  la  courbe  F  est  tout  entière  du  même  côté  du  plan 
tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 

Il  n'en  est  plus  de  même  avec  le  plan  osculateur;  pour  ce  plan, 
on  a  Ay""+ Ba"  +  C'i"  =  o,  et  il  faut  pousser  le  développement 
des  coordonnées  d'un  point  de  F  jusqu'aux  termes  du  troisième 
ordre  en  /;,  ce  qui  donne  après  la  substitution 

P("  =  7-r3( dtt ^■'^)- 

On  voit  que  la  distance  d'un  point  de  F  au  plan  osculateur  est  infi- 
niment petite  du  troisième  ordre;  en  outre,  F(i)  change  désigne 
lorsque  h  change  de  signe,  ce  qui  prouve  que  la  courbe  gauche 
traverse  le  plan  osculateur  au  point  de  contact.  Ces  propriétés 
distinguent  nettement  le  plan  osculateur  de  tous  les  autres  plans 
passant  par  la  tangente. 

223.  Plans  osculateurs  stationnaires.  —  Les  conclusions  précé- 
dentes sont  en  défaut  dans  le  cas  où  les  coefficients  A,  B,  C  de 
l'équation  du  plan  osculateur  vérifient  la  relation 

(7)  Arf-'2--i- B  rf^K-t- Crf3;  =  o; 

dans  ce  cas,  il  faut  pousser  le  développement  des  coordonnées 
jusqu'aux  termes  du  quatrième  ortire,  et  l'on  obtient  un  résultat 
de  la  forme 

/il       i  kd'x  +  Bd'v^Cd'z         \ 


F(n  = 


1.2.3.4  \  dt' 


On  dit  qu'en  ces  points  le  plan  osculateur  est  stalionnaire ;  a\ 
Ad' X -\-Bd^y -{-Cd'' z  n'est  pas  nul,  ce  qui  est  le  cas  général, 
F  (t)  ne  change  pas  de  signe  avec  h  et  la  courbe  ne  traverse  pas 
son  plan  osculateur.  De  plus,  la  distance  d'un  point  de  la  courbe 
au  plan  osculateur  est  du  quatrième  ordre.  Si  l'on  avait  encore 
Ad''x  -\-Bd^y  -\-  Cd^ :  =:  o,  il  faudrait  pousser  le  développement 
jusqu'aux  termes  du  cinquième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

En  éliminant  A,  B,  C  entre  les  trois  relations  (6)  et  (7),  on  est 
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conduit  à 

"éc|iialion 

dx 

dy 

dz 

(8) 

A  = 

d'-.r 

d'-y 

d'z 

= 

d^T 

d'y 

d'z 

les  racines  île  celle  éqiialion  en  /  clonneiil  les  poinls  de  la  coiirhe  T 
où  le  plan  osculatetir  esl  slalionnaire.  11  v  a  ainsi,  d'une  façon 
normale,  sur  loule  courbe  gauclif,  un  certain  nombre  de  points 
jouissant  de  cette  propriété. 

Ceci  nous  amène  à  examiner  s'il  existe  des  courbes  F  dont  tous 
les  plans  oscillateurs  soient  slalionnaires.  Dune  façon  précise, 
chercbons  toutes  les  fonctions  x,  y,  z  d'une  variable  l,  continues 
ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'au  troisième  ordre,  telles  que  le 
déterminant  précéJenI  A  soit  ideiiliiiiiemeiit  nul  lorsque  t  varie 
entre  deux  limites  a  cl  b  ^  a  <Z  b  }. 

Supposons  d'abord  que  l'un  des  mineurs  de  A  relatifs  aux  élé- 
ments de  la  troisième  ligne,  par  exemple  dxd-y  —  dyd'-x,  ne 
s'annule  pas  dans  l'intervalle  (rt,  b  ).  Les  deux  relations 

\     dz  =  Cidx    —  C,dy, 
I   d^z  =  C,  d'-x-^  C,d'-y, 


«9» 


déterminent  pour  C|  et  C^  des  fonctions  continues  de  t  dans  cet 
intervalle:  |jiiisinic  A  =  o,  ces  fonctions  satisfont  aussi  à  la  rela- 
tion 


(10) 


d'z  =  Cl  d'x  —  C,d'v. 


Dilférentions  maintenant  les  équations  (y)  en  tenant  compte  de 
la  formule  (lo);  nous  obtenons  les  nouvelles  équations 

dCi  dx  -^  dC,  dy  =  o,         dCi  d-x  -¥-  dC*  d'y  =  o, 

d'où  nous  lirons  dCi  =:dC2^o.  Les  coefficients  Ci,  C^  sont 
donc  constants  et.  en  intégrant  la  première  des  équations  (g),  il 
\  lent 

C3  étant  une  nouvelle  constante.  La  courbe  F  est  donc  une  courbe 
plane. 

Si   le   déterminanl  dxd-y  —  dy  d-x  s'annule   pour   une   valeur  c  de   la 
variable  t  comprise  entre  a  et  b,  le  raisonnement  ne  prouve  plus  rien,  car 
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les  expressions  ds  C,  et  de  C»  ile\ieiineiu  infinies  ou  indétoiniinées  fioiir 
celte  valeur  c  de  t.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  déterminant 
ne  s'annule  que  pour  cette  valeur  de  l  dans  l'intervalle  {a.  b)  et  que, 
pour  <  =  c,  le  déterminant  analogue  dxd-z  —  dzd-x  ne  soit  pas  nul.  Le 
raisonnement  qui  précède  prouve  que  tous  les  points  de  la  courbe  F 
obtenus  en  faisant  varier  t  àt  a  k  c  sont  dans  un  même  plan  P  et  que 
tous  les  points  obtenus  en  faisant  varier  t  Aa  c  z  b  sont  dans  un  même 
plan  Q.  D'autre  part,  le  mineur  dxd-z  —  dzd-x  n'étant  pas  nul  pour 
l=:C.  choisissons  un  nombre  h  assez  petit  pour  que  ce  mineur  ne  s'an- 
nule pas  en  faisant  varier  i  de  c  —  A  à  c  -i-  h.  Tous  les  points  de  la  courbe  F 
obtenu  en  faisant  varier  t  de  c  —  h  à  c -i- h  sont  encore  dans  un  même 
plan  R;  ce  plan  R  doit  avoir  une  infinité  de  points  communs  non  en  ligne 
droite  avec  les  plans  P  et  Q  et,  par  suite,  ces  trois  plans  co'incident. 

En  généralisant  ce  raisonnement,  on  en  conclut  que  tous  les  points  de 
la  courbe  F  sont  dans  un  même  plan,  lorsque  les  trois  déterminants 

dx  d'-y  —  ilv  d-  r,     dx  d-  z  —  dz  d-  .r ,     dy  d-  z  —  dz  d-y, 

ne  s'annulent  pas  simultanément  dans  l'intervalle  (a,  b).  Si  ces  trois 
déterminants  s'annulent  en  même  temps,  il  peut  arriver  que  la  courbe  F 
se  compose  de  plusieurs  arcs  de  courbes  planes  situés  dans  des  plans  dis- 
tincts, qui  se  rejoignent  en  des  points  où  l'équation  du  plan  osculateur 
est  indéterminée  ('V 

Lorsque  les  trois  mineurs  précédents  sont  identiquement  nuls  dans  un 
certain  intervalle,  la  courbe  F  est  une  ligne  droite,  ou  se  compose  de  por- 
tions de  droites.  Si.  par  exemple,  —r  ne  s'annule  pas  dans  l'intervalle  ia.b), 
on  peut  écrire 

d-  r  dx  —  dr  d'-x  d-  z  i/x  —  </;  d-x 


et  l'on  en  conclut  que  l'on  a 

dy  =  Cl  dx.         dz  =  C,  dx, 
Cl  et  Co  étant  deux  constantes;  une  nouvelle  intégration  donne  ensuite 

^=Ci.r-i-C', ,         z=C-2X^C',, 
ce  qui  montre  que  la  courbe  F  est  une  ligne  droite. 

226.  Tangentes  stationnaires.  —  Ce  qui  précède  nous  conduit  à  ilu- 
dier  sur  une  courbe  gauche  certains  points  exceptionnels  qui  ont  déjà  été 


(')  Ce  cas  singulier  pariiit  avoir  été  signalé  pour  la  première  fuis  par  .\I.  Peaiio. 
11  n'offre  évidemment  qu'un  intérêt  purement  analytique. 


sigtiiilcs  in"  ^^1). 
(II) 
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[:Li.\TrrR. 

In  11   a 
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on  ilil  ([n'en  ces  |iiiiiits  hi  tanj;ente  c~l  slnlionnnire.  On  ili-niontre  ai-é- 
menl,  en  appliquant  la  fninitiie  (pii  clunmr  la  dislaiico  il'nn  point  à  une 
ilroite.  que  la  di-tance  d'un  [loinl  de  1"  à  la  tangente  en  un  point  voisin, 
qui  cft  en  généial  du  second  ordre,  est  iln  tioisiéiiie  ordre;  pour  une  tan- 
:,'enle  stationnaiie.  Si  la  eonilie  1"  -e  [c-duit  à  une  conihe  plane,  les  tan- 
gentes stalionnaires  sont  le*  laiigenles  irinnex.ion.  Le  calcul  que  nous 
venons  de  faire  prouve  que  la  seule  couilie  d'nt  toutes  les  tangentes  soient 
stalionnaires  est  la  ligne  droite. 

En  un  point  où  la  tangente  est  stalionnaire.  on  a  A  =  o,  et  l'équation  du 
plan  osculalfiur  se  présente  sous  forme  indéterminée.  Mais  cette  indéter- 
mination n'est  qu'apparente.  En  elTel.  si  nous  reprenons  les  calculs  faits 
au  début  du  n" 'i'îi,  en  poussant  le  développement  des  coordonnées  du 
point  .M  jusqu'aux  termes  du  tioisiéuie  ordre,  et  utilisant  les  relations  (  i  i), 
nous  trouvons  que  l'équalion  du  plan  passant  par  la  tangente  en  .M  et  par 
le  point  M    ]ieut  s'écrire 


X-.r 

"^    -J' 

/'<" 

'i'(  1  1 

/"'(/)-^£ 

■/'(  /  1  — 

ti,  îi,  "3  londant  vers  zéro  avec  h.  Ce  pl.in  lend  doue  ver*  une  poi^ition 
limite  parfaitement  déterminée;  on  oliiiendra  l'éqiration  du  plan  oscula- 
lerrr'  en  remplaçant  la  seconde  des  relations  i  (i  i  par  la  suivante 


\dK. 


'■'x  l'on  avait  arrssi 


IJ  d^y 


du 
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C  f/3  z  = 


'111 
•  /z  ' 


il  faudrait  remplacer'  la  seconde  des  relations  i6l  par 
\  d'/.r  —  B  d/y  -i-  C  d'i z  =  o, 

</  étant  le  plus  petit  nomlire  entier,  tel  que  cette  relation  soit  distincte 
(le  Xdx^Bdr^Cdz  —  o.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  le 
démontrer-,  et  d'étrrdier  la  position  de  la  courbe  par  rapport  au  plan  oscu- 
laterrr.  Dans  le  cas  général,  où  l'on  n'a  pas 

A  d-  .r  —  B  d-y  —  C  d^  z  =  o, 

un  plan  tangent  quelconque  est  traversé  par  la  courbe  gaucire,  sauf  le  plan 
osculateur  qui  n'est  pas  traversé. 
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Application   à  quelques   courbes.    —    Considérons   en   paiticnlier    les 
courbes  gauclies  F  qui  satisfont  à  une  relation  de  la  forme 

(1.2  )  .'-"  dv  — y  dx  =  K  dz, 

K  étant  une  constante  donnée  ;  de  cette  relation  on  déduit  encore 


(.3) 


X  d-y  —  y  d-x     —  \\d-  z, 

X  d^  y  —  Y  d^x  -I-  dx  d'r  —  dy  d-x  =  K  d^  z. 


Étant  donnée  une  courbe  de  cette  espèce,  prop'isons-nous  de  trouver  les 
plans  osculateurs  qui  passent  par  un  point  donné  (a,  b.  c)  àt  l'espace. 
Les  coordonnées  du  point  de  contact  (x.  y,  z)  doivent  satisfaire  à 
l'équation 

a  —  X     b  —  y     c  —  :: 

dx  dy  dz 

d-x         ci- y         d-z 

qui  devient,  en  tenant  compte  des  relations  (i>)  et  (i3), 

I  4  I  a  }■  —  bx  -^  Kl  c  —  ;i  =  o: 

les  points  de  contact  sont  donc  à  l'intersection  de  la  courbe  gauche  T  et 
du  plan  représenté  par  l'équation  (  il  ),  plan  qui  passe  par  le  point  (a,  b,  c). 
L'équation  A  =  o,  qui  détermine  les  points  où  le  plan  osculateur  est  sta- 
tionnaire,  devient  de  même,  en  remplaçant  dz.  d-z  et  d^ z  par  leurs 
valeurs, 

A  =  —  (  dx  d-y  —  dy  d-x)-  =  o  ; 


on  aura  donc,  pour  ces  points. 

dKr  _  d-^  y  _ 
lîl  ~  'dV  ' 


y  ,/x  —  X  dy 


d'-z 

dz   '■ 


ce  qui  montre  que  la  tangente  en  ces  points  est  stationnaire. 

Il  est  facile  d'avoir  des   courbes  gauches  satisfaisant  à  la  relation  (i-2); 
il  suffit,  par  exemple,  de  poser 


X  =  \  t" 


y  =  Bl", 


Ct" 


A,  B,  C,  ni.  n,  étant  constants.  Les  courbes  les  plus  simples  sont  la 
cubique  gauche  x  —  t,y  =  t'-,  z  =  t^.  et  la  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  x  ^  t,  y  =  l^,  z  =  t*.  L'hélice  circulaire 


X  =  a  CCS  t, 


T  =  n  sin  f, 


z  =  Kt 


répond  aussi  à  la  question. 

Pour  obtenir  toutes  les  courbes  gauches  satisfaisant  à   la   relation  (12), 


II.     —    COIRBIKE    ET    TORSION.    —    1)K\  EI.OPPKES.  iSJ 

écrivon?-la 

(/(  ,rr  —  K  ;  )  =  2_)-  c/.r  ; 
si  l'on  a 

.r  =  /(  t  t,         xy  —  \\z  =  '^(l). 

celte  relation  nous  donne  ■.>.yf'[t)  =  'i'it).  En  résolvant  ces  trois  équa- 
tions par  rapport  à  .r.  y.  z,  nous  obtenons  les  evpressions  générales  des 
coordonnées  en  fonction  d'un  paramètre  variable 

(.5,  x=/,n,         v  =  -^,  Kz^^i^llll-.ic). 

■ij  <  t  I  -if  {') 

Ces  formules  dépenilent  de  deu\  fonctions  arbitraires  /  et  o.  mais  il  est 
clair  qu'on  |ieut  prendre  pour  l'une  île  ces  fonctions  une  forme  particu- 
lière, pai' exemple  ,/"i  O  = 't  sans  diminuer  la  généralité. 


H.  —  COI  RBl  RE  ET  TOKSIO.V.  DEVELOPPEES. 

2!27.  Indicatrice  sphérique.  —  Sur  une  coiirhe  gauche  F  adoplons 
iiu  sens  de  parcours  délerminé,  et  désiiinons  par  ,v  l'arc  de  la 
coiirhe  AM,  compris  entre  tin  jjoinl  -\  clioisi  |)ûur  origine  el  tin 
|ioiiit  f|iielconque  M,  précédé  du  signe  -t-  ou  du  signe  — ,  suivant 
que  la  direction  de  A  en  M  est  la  direction  positive  ou  la  direction 
ojijjosée.  Suit  MT  la  dii-ecilon  positi'.'e  de  la  tangente  en  M,  c'est- 
à-dire  celle  qui  correspond  à  des  arcs  croissants.  Si  par  iinpoiiuO 
de  l'espace  on  mène  des  parallèles  à  ces  demi-droites,  on  forme 
un  cône  S,  qui  est  le  cône  directeur  de  la  surface  développable 
engendrée  par  les  tangentes  à  la  courbe  T.  Du  point  O  comme 
centre,  avec  un  ra^'on  égal  à  runité  de  longueur,  décrivons  une 
sphère  et  soit  S  l'intersection  de  cette  s|ihère  avec  le  cône  précé- 
dent, la  courbe  2^  est  appelée  Vindicatrice  sphérique  de  la 
courbe  F.  Ces  deux  courbes  se  correspondent  point  par  point;  à 
un  point  M  de  F  correspond  le  point  m,  où  la  parallèle  à  la  direc- 
tion MT  perce  la  sphère.  Lorsque  le  point  M  décrit  F  dans  le  sens 
positif,  le  point  m  décrit  la  courbe  S  dans  un  certain  sens,  que 
nous  adopterons  comme  sens  positif  sur  la  courbe  S,  de  façon  que 
les  arcs  correspondants  s  el  -  des  deux  courijes  croissent  en  même 
temps  (Jîg.  4i). 

Il  est  évident  que,  si  l'on  déplace  le  centre  U  de  la  s|ilière,  la 
courbe  -  subit  la  même  lianslalion  ;  nous  sujiposerons  dans  la 
suite  que  le  centre  0  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées.  De 
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même,  si  l'on  clinni;e  le  sens  posllil  mit  la  coiirhtî  T.  I.i  coiirlje  S 
est  leinplocée  |);ii-  la  combe  s\  iiiétrii|iie  relalivemeiil  an  |Hiinl  O  ; 
mais  il  esl  à  remarquer  c[iie  la  direclioii  positive  Dit  de  la  langeiile 
à  i;  ne  dépend  [las  du  sens  du  parcours  adopté  sur  Y. 


Le  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  O /»  est  paral- 
lèle au  plan  oscillateur  en  M.  Soii,  en  elTet, 

AX  -I-  BV  ^  CZ  =  o 

l'équalion  du  plan  Omni  ,  le  centre  O  de  la  sphère  étant  à  l'ori- 
gine; ce  plan  étant  parallèle  an\  deux  tangentes  en  AJ  et  M,  on 
doit  avoir,  les  points  M  et  M'  correspondant  aux  valeurs  /  et 
t  ->r  h  du  paramètre, 

(iG)  A/'U)  +  B?'(O-^'->V(0  =  o, 

(17)  A/'{t  -H  /ii-i-  Bo'(;h-  /i)  +  C<l-'(/-i-/i;  =  o; 

la  seconde  de  ces  relations  peut  ttre  remplacée  par  la  suivante 


f'(t^/i)—/'it} 


■^M-h 


'Vit^ln—  'l\  t  ) 


h  '  h  '  /i 

(|ui  devient,  lorsque  /;  tend  vers  zéro, 

(18)  A/"(  « )  -h  B çi"(  ^)  -+-  C '{-"(/)  =  o, 

et  les  équations  (iG)  et  (18)  auxquelles  on  parvient  sont  précisé- 
nienl  celles  qui  déterminent  le  plan  osculatcur. 


228.   Rayon  de  courbure.  —  Soit  tj  l'angle  des  directions  posi- 
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livL's  M 1  .  .M  T'  des  cleu\  l;ini;eril(>  aux  points  infiniment  voi- 
sins M.  M'  de  la  courhr  F.  La   limite  dn  cnuilicnl rrrrr»  lorsque 

'  arc-ilM  • 

le  [Miiiil  ^I  se  rapprorlic  indélinimenl  du  point  M,  s'appelle  la 
courbure   i-le   F   au   |ioint   M;    le    i-,ivon    de   courhure   est    linverse 

de  la  eourbiiie.  cest-àdire  la   liniile  du  ciuolieiit  ' — — —  On  |)eut 

encore  définir  le  ravon  de  courliure  comme  la  limite  du  ra|)porl 
des  arcs  infiniment  petits  ^I^^.  mr/i  :  nous  avons  en  eflel 

arc^I'NF        aroMM  avcnim'  cordemm' 

lu  arc  miri        conle /«//('  '  oj 

1  ,  arc  mm'        c>i\t\e  m/)t'  ,.      .       ,.       .    , 

et  chacun  des  rapports  -. , ,  a    pour  limite  lunite 

'  '  corde  «(/«  "j  ' 

lorsque  m'  se  rapproche  de  m.  I>es  arcs  s,  t  variant  dans  le  même 

sens,  on  a  donc 

(19)  r-v  =  -^  • 

Soient 

(20)  X=f(J).,  _}-  =  0(  /  i,  Z  =  'lit) 

les  coordonnées  d"un  point  de  la  courbe  F  dans  un  système  d"a\es 
rectangulaires  avant  le  point  O  pour  origine.  Les  coordonnées  du 
point  m  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  de  MT 

_  rfj-       '.  _  f^'       ..  -  il. 

ils  '        ds  '         ds  ' 

on  déduit  de  ces  formules 


ds---  ■  ds-  '  ds-' 

idsd'.r-d.rdK':.'-^idsd^r  —  dvd:s)-'-^i...r- 
dn-  =  d-j.-  ^-  dp-  -^  d-\-  =  T- — '- ' 

ou.   en  développant   les  carrés  et  tenant  compte  des  relations  qui 
donnent  ds-  et  c/sd'-s. 


di'-  = 


-  d.r'~dy'—dz- 1[(  d\rr-^id\ry'—td-'z,-\—u/j-d-'j-—drd\r~d:d-' 


L'emploi  de  l'identité  de  Lagrauge  permet  encore  d'écrire 
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en  posant,  comme  nous  le  ferons  dans  la  suile, 


(21) 


A  =  dy  d--  z.  —  dz  d^y,         B  =  dz.  d  x  —  dxd'-z, 
C  =  dxd^y  —  dyd-^x, 


et  la   formule  (iq)  qui  donne  le  rajon    do   courbure  devienl  alors 


(22)  R-  = 


B2+C-' 


R-  est,  comme  on  le  voit,  une  fonction  rationnelle  de  x,  y,  s,  x' , 
y',  z' ,  x" ,  y",  ;".  Quant  au  ravoa  de  courbure  lui-même,  son 
expression  est  irrationnelle,  mais  c'est  une  quantité  essentielle- 
ment positive. 

Remarque.  —  Lorsque  la  variable  ind(''peruianle  est  l'arc  de  la 
courbe  r  elle-même,  les  fonctions  y (5),  z,(s),  'l^s)  vérifient  la 
relation  y'- (s)  +  es'- (s)  + 'l*'"  (5)  ^  1  ,  et  la  formule  qui  donne  le 
rajon  de  courbure  prend  une  forme  élégante.  Si  l'on  reprend,  en 
effet,  le  calcul  précédent,  on  a,  s  étant  la  variable  indépendante, 

(      a  =/'(.),  ?  =  ?'(*),  T  =  'i'(*-), 

(23)  ]  d:iL=f"(s)ds,         d^  =  <f"{s)ds,         d-[  =:^  ■i^"(s)  ds, 
I  d^'=  ;[/"(*)]'+•  [?"{■'')]-+  [■V(s)Y[ds'' 

el,  par  suite, 

(24)  jji  =  [/"(*)]^+  W'(J)V+  [V(^)V-- 

229.  Normale  principale.  Centre  de  courbure. —  Par  le  point  M 
de  la  courbe  F,  menons  une  droite  parallèle  à  la  tangente  en  m  à 
la  courbe  S  et  considérons  sur  cette  droite  la  direction  MN  paral- 
lèle à  la  direction  positive  nit.  La  droite  ainsi  obtenue  s'appelle 
\a  normale  principale  à  F;  c'est  la  normale  située  dans  le  plan 
osculaleur  puisque  mt  est  perpendiculaire  sur  Om  et  que  le 
plan  O  mt  est  parallèle  au  plan  osculateur  (n"  227).  La  direc- 
tion M.N  est  la  direction  positive  de  la  normale  principale. 
C'est  une  direction  bien  définie,  puisque  la  direction  de  mt  ne 
dépend  pas  du  sens  de  parcours  adopté  sur  F.  Nous  verrons  tout 
à  l'heure  comment  on  pourrait  définir  cette  direction  sans  se 
servir  de  l'indicatrice. 


II.    —    COLRBIRE    ET    TOBSIOX.    —    DÉVELOPPÉE?.  56 1 

Si  1  on  porle  sur  la  direction  MN,  à  partir  du  point  M.  une  lon- 
gueur MC  égale  au  rayon  de  courbure,  l'extrémité  C  s'appelle  le 
centre  de  courbure  et  le  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre 
a\ec  le  rayon  MC  dans  le  plan  osculateur  s'appelle  le  cerc/e  rfe 
courbure.  Soient  a',  ^',  ■/  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale;  les  coordonnées  X|,  ),,  ;,  du  centre  de  courbure  ont 
pour  expressions 


Or,  DM  a 

(1%        ety.  ds        „  dy. 


%  = 


1_  =  R  rp 


h        ds   dz  ds  ds-' 


et  des  formules  analogues  pour  3'  et  v'.  En  remplaçant  7.' par  sa 

valeur  dans  x,.  il  vient 

^„dsd\r~d.rd-^s 

Xi  =  x—P,   j- ; 

ds' 

le  cocfticienl  de  K-  peut  encore  s'écrire 

ds'-d^T^dxdsd'-s  _  dKrid.r-2—dy'-^dz.h—d.ruJ.rd':r-drd-y^dzd^z) 
d?  ~  ds- 

OU,  en  introduisajit  les  coefficients  A.  B,  C, 
P.  d:  —  C  dy 


ds- 

Les  valeurs  dey,  et  de  z,  se  déduisent  de  celles  de  x,  par  svmé- 
Irie  et  l'on  a,  en  définitive,  pour  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure, 

,  ^,tidz-Cdy  ^^jZd.r-\dz 

^.•,  =  x^R^ — 7h^^'     y^=y-^^ — di- — ' 

"^       i                                                  ^^Xdy  —  BdT 
I  ;:,  =  --i-K 7-. ; 


ces  formules  sont  rationnelles  en  x.y,  z,  u; .  y  ,  ;  .  x".  y,  z". 

Si  l'on  mène  par  le  point  M  un  plan  Q  perpendiculaire  siirMN, 
ce  plan  passe  par  la  tangente  MT  et  ne  traverse  pas  la  courbe  F 
au  point  M.  Nous  allons  montrer  que  le  centre  de  courbure  et  les 
points  de  F  voisins  de  M  sont  du  même  côté  de  ce  plan  Q.  Pour 
établir  cette  propriété,  supposons  que  la  variable  indépendante 
G.,  I.  36 
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soil  l'arc  .<  de  la  courbe  T  coin|ilé  à  parlir  du  poinl  M;  on  a,  poui 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un  point  M'  voisin  de  Al, 

d.r  4=     /il' 


X  =.r + 


1    ds 


f:ii^-^j 


el  deux  développenienls  analogues  pour  V  el  Z.  Mais,  la  variable 
indépendanle  élanl  s,  on  a 


d.r 

d'-T 

d% 

di.   d'y 

77 

=  ï, 

ds' 

"  ds 

~'  di  ds 

el  la  formule  qui  donne  X.  devieiU 

/  a'         '     s''-     ■ 

Si  l'on  remplace  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  dans  le  |iremier 
membre  de  l'équation  du  plan  perpendiculaire  à  MN, 

a'(  X  —  .r) -H  ^'(  ^' —  r^ -+-■  ï'' ^  —  ^)  =  o- 

le  résullat  de  la  subslitullon  esl 

-tx  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  s;  ce  résullat  est 
positif  pour  les  valeurs  de  s  voisines  de  zéro.  De  même  en  rem- 
plaçant X,  Y",  Z  par  les  coordonnées  .r  +  Ra',  ...,  du  centre  de 
courbure,  le  résullat  de  la  substitution  esl  R,  quantité  essentielle- 
ment positive,  ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

230.  Droite  polaire.  Surface  polaire.  -  La  perpendiculaire  A  au 
plan  osculaleur  menée  par  le  centre  de  courbure  s'appelle  la  droite 
polaire.  Cette  droite  est  la  caractéristique  du  plan  normal  à  T.  Il 
est  évident  d'abord  que  l'intersection  des  deux  plans  normaux  aux 
points  voisins  M,  M'  est  une  droite  D  perpendiculaire  aux  deux 
droites  MT,  M'T'  el,  par  suite,  au  plan  mOin'.  Lorsque  le  poinl  M' 
se  rapproche  de  M,  le  plan  inOm'  devient  parallèle  au  plan 
osculaleur,  la  droite  D  a  donc  pour  limite  une  droite  perpendi- 
culaire au  plan  osculaleur.  Pour  démontrer  que  cette  droite  pa.sse 
par  le  cenlre  de  courbure,  supposons  qu'on  ait  pris  pour  variable 
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indépendaiile  l'arc  s  Je  F;  le  plan  normal  a  pour  é<|ualion 
(■.>.()  I  ai  \  —  3-1  —  l'  \  — y  I  —  -M  Z  —  ^  I  =  (). 

et  la  caracléristicpie  est  définie  par  les  équations  (2(3)  el  (2-) 

X'  ^J'  ..' 

(27)  77'  ^  —  •'■*  —  V'  ^    —  T  '  —  TT*  Z  —  c  I  —  I  =  o. 

i>  n  "  H 

La  nouvelle  équation  représente  un  plan  perpendiculaire  à  la 
normale  principale  el  passant  par  le  centre  de  courbure.  L'inter- 
section de  ces  deux  plans  est  donc  la  droite  polaire.  On  voit  d'après 
cela  que  le  centre  de  courbure  coïncide  avec  le  centre  du  cercle 
osculateur  (n"221),  et  par  suite  que  le  cercle  de  cOLirbure  se 
confond  avec  le  cercle  osculateur.  Ce  résultat  pouvait  être  prévu 
a  priori,  car  deux  courbes  avant  un  contact  du  second  ordre  ont 
même  cercle  de  courbure,  puisque  y',  z-'.y".,  z"  ont  les  mêmes 
valeurs  pour  les  deux  courbes. 

La  surface  réglée,  lieu  des  droites  polaires,  est  la  sur/ace  po- 
laire. D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  c'est  aussi  la  surface 
développable  enveloppe  du  plan  normal  à  T.  Lorsque  la  courbe  F 
est  une  courbe  plane,  la  surface  polaire  est  le  cvlindre  ayant  pour 
section  droite  la  développée  de  F,  et  les  propriétés  précédentes 
deviennent  évidentes. 

231.  Torsion.  —  En  remplaçant  dans  la  définition  de  la  cour- 
bure la  tangente  par  le  plan  osculateur,  on  est  conduite  un  nouvel 
élément  géométrique  qui  mesure  en  quelque  sorte  la  façon  plus 
ou  moins  rapide  dont  tourne  le  plan  osculateur.  Soit  w'  l'angle 
des  deux  plans  osculateurs  aux  deux   points  infiniment  voisins  M 

et  M  :  on  appelle  torsion  au  point  M  la  limite  du  quotient rrrrr» 

'  '  '  '  arc  .\1.M 

lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment   du   point  M.   Le 

ravon  de  torsion  T  est  l'inverse  de  la  torsion. 

Menons  par  le  point  M  une  perpendiculaire  au  plan  osculateur 
el,  sur  cette  droite  appelée  binormale,  adoptons  une  direction 
déterminée  (que  nous  fixerons  plus  tard),  de  cosinus  a",  !3",  y". 
La  parallèle  menée  par  l'origine  perce  la  sphère  de  rayon  un  en 
un  point  /;,  que  nous  ferons  encore  correspondre  au  point  M  de  F. 

Le  lieu  du  point  n  est  une  courbe  sphérique  0,  et  l'on  montre, 
comme   plus  haut,   que   le  ravon  de  torsion  ï  peut   encore  être 
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défini  comme  la  limite  du  rapport  des  deux  arcs  infiniment  pelits 
correspondants,  arc  MM',  arc  nn' ,  des  deux  courbes  Y  et  (-).  On  a 
donc 

~  d-y 

T  désignant  l'arc  de  la  courbe  0. 

Les  coordonnées  du  point  /(  sont  a",  p",  y",  c'est-à-dire 


.V--+-lî^-4-0^ 


le  radical  étant  pris  dans  les  trois  formules  avec  le  même  signe. 
On  déduit  de  là  les  valeurs  de  rfa'',  c^|î",  rfy"  ;  on  a,  par  exemple, 

f/ot    =r  ^  j . 

(A?-l-B2-i-G2)2 

et  bi  l'ormuie  (h-  :=  (h''-  -\-  d'il'-  +  chf-  nous  donne 

,_  (  A-^  +  B^  +  G-  )  (  dk-'  -t-  dW^  -^  dC'^)  —  {\  d\  +  B  ;/B  -+-  G  f/C  )2 
'"''  (  A-'+B-i-^G^r-  ' 

ou,  en  employant  de  nouveau  l'identité  de  Lagrange, 

H  ,/G  —  CdUr-^i  G  d\  —  A  dC  )=-j-  r  A  rfB  —  B  n'V  )■= 


d-J  = 


(  A-^-  B^+  G2)2 


Ou  peut  simplifier  le  calcul   du  numérateur  en  utilisant  les  rela- 
tions 

A  d.r  -f-     B  dy  -+-     G  dz  =  o, 

dX  dx  ^-  rfB  </>'  -H  dC  dz  =  o, 
d'où  l'on  lire 

d.r  dv  dz  I 

(  '-S  1 


B  dC  ~Cd\^        CdX  —  A  (/G        A  f/B  —  B  t/A        K  ' 
et  il  vient 


(A2-t-B2—  G^)--! 
(^)uanl  à  la  valeur  de  R,  on  a,  en  développant, 

(dzd^r-dxd^z}td3dH—drdKr)—(,/:rdir—drdKr)(dzdKr—d.7d^z) 

K  =  ■ ■■ 

d.r 

=  dz  d- X  d'y  —  dx  d- z  d-'y  -+-  dy  d- z  d^ x 

—  d'^-y  dz  d'x  -i-  dx  d-y  d'z  —  dy  d- x  d'z  , 
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le  second    inemhie  n'est  autre   clioso    f|iie    le  développemciil    du 
délerminanl  A  [(n"  22o),  formule  8].  <.)ii  a  doiic 


A  ds 

en  =  ± 


et,  par  suite. 

<v>,,.  T=±  ^ 

SI  l'iin  considère  le  rayon  de  torsion  ï  comme  une  (juanlité 
essentiellement  positive,  de  même  que  le  rayon  de  courbure,  on 
prendra  pour  T  la  valeur  absolue  du  second  membre.  Mais  il  est 
à  remarquer  que  l'expression  obtenue  est  rationnelle  en  x' ,  x" ,  x'", 
y',  y,  1'  '.  :-' .  :■" ,  :■'".  Il  est  donc  naturel  de  considérer  le  rayon  de 
torsion  comme  une  longueur  atVectt'e  d'un  signe.  Les  deux  signes 
correspondent  à  des  dispositions  entièrement  dilTérentes  de  la 
courbe  F  dans  le  voisinage  du  point  M. 

Le  signe  de  T  ne  dépendant  que  du  signe  de  A,  étudions 
comment  varie  la  disposition  de  la  courbe  avec  ce  signe.  Nous 
supposerons  que  le  Irièdre  Oxyz  est  disposé  de  telle  façon  qu'un 
observateur  debout  sur  le  plan  des  xy,  les  pieds  en  O  et  la  tête 
en  s,  verrait  l'axe  Ox  tourner  de  90°  de  droite  à  gaucbe  pour 
coïncider  avec  Oy.  Cela  étant,  choisissons  sur  la  binormale  une 
direction  MNj  telle  que  le  trièdre  (MT,  MN,  MN4)  ait  la  même 
disposition  que  le  trièdre  Oxyz.  Si  l'on  déplace  la  courbe  T  d'une 
manière  continue  de  façon  à  amener  le  point  M  en  O,  MT  sur  Ox, 
MN  sur  O)-.  la  direction  MNj  viendra  coïncider  avec  O;.  Dans 
ce  niouvemenl,  la  valeur  absolue  de  T  reste  la  même  ;  donc  A  ne 
peut  s'annuler  et,  par  suite,  conserve  un  signe  constant  (').  La 
courbe  F  étant  rapportée  à  ce  nouveau  système  d'axes  de  coor- 
données, supposons  que  la  valeur  /  :=  o  du  paramètre  corresponde 
à  l'origine;  les  coordonnées  d'un  point  voisin  auront  des  expres- 
sions de  la  forme  suivante 

I   x  =  aii  -+- 1-( a,-^  e), 
(3o)  1  y  =  b,r-^t^(b:,^t'), 

(  '  )  Il  est  (lii  reste  facile  de  démontrer,  par  un  calcul  direct,  que  A  ne  change 
pas  quand  on  passe  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  autre  système  d'axes 
rectangulaires  de  même  disposition. 
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e,  e',  s"  élanl  infininienl  pelils  avec  /;  en  eflel,  clans  le  svslème 
d'axes  choisi,  on  doit  avoir  pour  i  =  o,  dy^dz=^d'-z:=^o.  On 
peut  supposer  f/,  >-o,  car  il  suffirait  de  remplacer  t  par  —  t  pour 
changer  (7,  en  — (7,;  62  est  positif  puisc|ue_j^  doit  être  positifpoiir 
les  valeurs  de  t  voisines  de  zéro,  mais  C3  peut  être  positif  ou  né- 
gatif.  (.)r  on  11,  pour  t^o.  \^  iq.ci ,  b-.c^di''' ,  do  sorte  que  A  a  le 

Fig.  42  a. 


signe  decs.  Cela  posé,  deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  le  signe 
de  Ci  :  1°  si  C3  >  o,  a;  et  5  sont  négatifs  lorsque  t  varie  de  —  /t  à  o 
et  positifs  lorsque  t  varie  de  o  à  +  /(  (h  étant  un  nonihre  positif 
très  petit).  Un  observateur  deijoul  sur  le  plan  osculateur,  les 
pieds  en  un  point  P  de  la  normale  principale,  verrait  l'arc  MM'  à 
sa  gauche  au-dessus  du  plan  osculateur  et  l'arc  MM"  à  droite  au- 
dessous  du  plan  osculateur  (Jig.  42  a)-  La  courbe  est  donc  si/tis- 
trorsum.  On  aurait  la  disposition  inverse  {Jig.  4^  b)  si  C3  était 
négatif;  la  courbe  sevaàl  dextrorsuni.  Ces  deux  dispositions  sont 
absolument  distinctes  l'une  de  l'autre.  Par  exemple,  deux  hélices 
de  même  pas,  tracées  sur  deux  cylindres  de  révolution  de  même 
rayon,  sont  superposables  si  elles  sont  toutes  les  deux  dextrorsum 
ou  sinislrorsum  ;  mais,  si  l'une  est  dextrorsum  et  l'autre  sinis- 
trorsum,  l'une  d'elles  est  superposable  à  la  sj'métrique  de  l'autre 
par  rapport  à  un  plan. 

Nous  écrirons  désormais  la  formule  qui  donne  la  torsion 


(31) 


en  un  point  où  T  est  positif,  la  courbe  est  dextrorsum,  et  sinis- 
trorsum  en  un  point  où  T  est  négatif.  Ce  serait  le  contraire  avec 
une  disposition  différente  du  trièdre  Oxyz. 


232.    Formules  de  Frenet.  —   Chaque  point  M  de  la  coLiriie  F 
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est  le  sominel  d'un  trièdre  Irireclangle,  de  même  dispo.silioii  (|iie 
\e  Irièdve  Oxyz,  formé  par  la  laiif;oiilc,  la  normale  principale  el 
la  binormale.  La  direction  |)o.>ilive  de  la  normale  principale  est 
bien  déterminée,  tandis  que  la  direction  positive  de  la  tangente 
peut  être  prise  arbitrairement  et  détermine  celli;  de  la  binormale. 
Les  ditïérentielles  des  neuf  cosinus  directeurs  a.  |î,  ".  ...  s'exjjri- 
ment  très  simplement  au  moyen  de  K,  de  T  et  de  ces  cosinus  eux- 
mêmes,  par  des  formules  dues  à  Frenet  (').  Nous  avons  déjà  obtenu 
les  formules  rpii  donnent  //y.,  r/'jj,  d", 


>-) 

S.i 

lient 

A 

H 

les  cosinus  de  la  direction  positive  sur  la  binormale.  Le  trièdre 
(MT,  MN,  MNi)  avant  la  même  disposition  ipie  le  trièdre  O-ryz., 
on  doit  avoir 


,_  B-;-C3 

D'autre  part,  la  formule  cpii  donne  ch"  peut  s  écrire 

B (  B  ^/\  -  \  ./B  I  -^  C  (  C  (I \  -  A  dC  ) 
rfa  =  î j ï 

on,  en  tenant  compte  des  relations  (aS)  et  de  la  valeur  de  K, 
(h^  _  _  Cj-YJ-; Aa' 


Le  coefficient  de  y.'  n'est  autre  chose  que  =;  [formule  yi\S\  ;  on 


(  '  )  Voir  Xouveltes  Annales  de  Mathéniatic/ues,  iSfi.'i;  p.  2Sj5. 


,/ï" 

a' 

d^/ 

3' 

d-f        i 

ds 

-  j< 

ds 

~  t' 

ds  ~  T 
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calculerait  de  niêine  d''i"  et  c/y",  et  nous  avons  les  formules  ('  ) 

(33) 

tout  à  fait  pareilles  aux  formules  (32). 

Pour  avoir  c7a',  c/^',  dy' ,  différentions  les  relations  bien  connues 

«'"-'-    ?'■-+-    ï'^=  '• 
ïï'-t-    33'-!-   ■■;'('—  "' 

«''"+?'?"^-t't"=  "■ 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  c/a,  dp.  d^',  doi.",  dp",  d-f"  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (32)  et  (33), 

a'  dx'  -h  ^'  d^'  -h  Y  dy'  =  o, 

ds 
arfï'-H  jî  d^' -+-  Y  dy' -+-  "R-  =  "i 

a"  (/x'-t-  fi"  rf3'-(-  y"  '/y'  ->-  7^  =  o; 

nous  n'avons  plus  cpi  ;i  tirer  r/a',  f/jï',  f/y' de  ces  relations 

dx' 


Ci'.) 


</s 


,/,3'             p 

(i" 

dY 

ï 

y" 

</i             H 

T' 

ds 

R 

T 

IjCS  formules  (32),  (33),  (34)  sont  les  formules  chercliées. 

Remarque.  —  Les  formules  (33)  montrent  que  la  tanj^ente  à 
la  courbe  sphérique  0  décrite  par  le  point  n  de  coordonnées  a", 
p" ,  y",  est  parallèle  à  la  normale  principale.  C'est  ce  que  montre 
aussi  la  Géométrie.  Considérons,  en  effet,  le  cône  S'  de  sommet  O 
ayant  |>our  directrice  la  courbe  (")  ;  la  génératrice  On  est  perpen- 
diculaire au  plan  tangent  au  cône  S  suivant  Om  (n"  231),  et  par 
conséquent  le  cône  S'  est  supplémentaire  du  cône  S.  Mais  on  sait 
qu'il  y  a  réciprocité  entre  deux  cônes  de  cette  espèce,  de  sorte 
qu'inversement    la   génératrice  Ont    de   S   est    perpendiculaire   au 


(' )  Si   l'on   avait  écrit    la   formule   qui  donne  la  torsion,  —  = 
aurait  fallu  écrire  les  formules  de  t'Yenet 
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plan  tangent  au  cône  S'  suivant  On.  Cela  étant,  la  tangente  nit  à 
la  combe  2,  étant  perpendiculaire  anx  deux  droites  Oni,  On,  est 
perpendiculaire  au  plan  mO n.  Pour  la  même  raison,  la  tangente  nt' 
à  la  courbe  0  est  perpendiculaire  an  plan  mOn.  Ces  deux 
droites  sont  donc  parallèles. 

233.  Développements  de  -r.x,  :,  suivant  les  puissances  de  s.  — 
Etant  données  deux  fonctions  d'une  variable  indépendante  s, 
R;=-j(s),  T  =:'i(s),  dont  la  première  est  positive,  il  existe  une 
courbe  gauche  F,  qui  est  complètement  définie,  abstraction  faite 
de  sa  position  dans  l'espace,  dont  le  rayon  de  conrbnreet  le  rayon 
de  torsion  s'expriment  par  les  formules  |)récédentes  au  moyen  de 
l'arc  compté  à  partir  d'un  point  de  cette  conrbe.  La  démonstration 
rigoureuse  de  cette  proposition  ne  peut  être  faite  qu'après  la  théorie 
des  équations  différentielles.  Aous  allons  montrer  seulement 
comment  on  peut  trouver  les  développements  des  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  cherchée  suivant  les  puissances  de  s,  en 
admettant  la  possibilité  de  ces  développements.  Prenons  pour  axes 
de  coordonnées  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale 
an  point  O  à  partir  duquel  on  compte  l'arc  ;  les  coordonnées 
d  un  point  de  la  courbe  cherchée,  voisin  de  l'origine,  ont  pour 
expressions 

s  / d.r \  s-    ld-T\  s^      l(Px\ 

Mais  on  a 

dx  d'-x        dx        y.' 

'ds  ^'^'  Idr-   ^  'ds~  K 

et,  en  différeutianl  de  nouveau, 

dKr  _         z'     rfR  '    / 1  ^  î_\ 

et,  d'une  façon  générale,  on  obtient,  par  l'emploi  répété  des  for- 
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mules  de  Frenet,  l'expression  de  —r^ 
'  as" 

ils" 

L„,  M„.  P„  étant  des  fonctions  connues  de  R,  T  et  de  leurs  déri- 
vées successives  par  rapport  à  l'arc.  On  aurait  de  tnème  les  dérivées 
successives  de^et  de  z  en  remplaçant  a,  a',  y.''  par  ^S.  ,j',  p"  el 
V,  -/',  y".  Mais  on  a,  pour  l'origine,  a,,  =  i,  ,3o^=  o,  "0=  t),  a,  =.0, 
P'u  =  I ,  v||=o,  a'^=o,  |j|^  =  o,  Vjj  =  I ,  et  les  formules  {'i'))  de- 
viennent, en   se  bornant  aux  termes  en  5,  s-,  s'^ , 


(36) 


(iR2    

s'^        j^  dR 
m  ~  6W'    ds 


6  HT 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  troisième.  On 
rfR 

ds 


suppose,  bien  entendu,  R,  T.  —j--.  .  .  remplacés  par  leurs  valeurs 


pour  s=  0. 

Ces  formules  permettent  de  calculer  aisément,  la  partie  princi- 
pale de  certains  infiniment  petits.  Ainsi,  la  distance  d'un  point 
voisin  de  la  courbe  au  plan  osculaleur  est  du  troisième  ordre  et  sa 

partie  principale  est  — ■  ^^  •  La  distance  d'un  point  à  l'axe  Ox, 
c'est-à-dire  à  la  tangente,  est  du  second  ordre,  et  sa  partie  prin- 
cipale est —77  (c/.  n"  219).  Calcidons  encore  la  longueur  d'une 
corde  infiniment  petite  c.   On  a 


les  termes  non  écrits  étant  d'un  degré  supérieur  au  c[ualrièrne.   Il 
vient  ensuite 

^=K'-77R^-^---j'  =  ^(—-rrF +•••)' 

la  diderence  .s  —  c  est  donc  un  infiniment  petit  du  l/oisième  onlre, 

et  sa  partie  principale  est     ,',.,• 
'  '  '  •     2.1  H- 
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On  iIcmoiiLre  par  un  calcul  tout  pareil  <jiiu  hi  plus  courte  di>- 
lance  entre  la  tangente  à  l'origine  et  la  tangente  en  un  point  iuli- 
niment  voisin  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  dont  l;i 

parlie  principale  est      '       •   Ce  llu'orèine  est  dû  à  M.  Bouquet. 

2.3i.  Équation  intrinsèque.  —  Lorsque  le  rayon  de  torsion  T  est  infini, 
la  courbe  est  plane,  puisque  A  doit  être  nul  (n°22o),  et,  dans  ce  cas.  les 
équations  différentielles  qui  déleiminent  la  courbe  s'intègrent  par  des  qua- 
dratures. 

Imaginons  qu'on  ait  piis  pour  variable  indépendante  l'arc  s  ;  les  coor- 
données rectangulaires  a-  el  y  sont  des  fonctions  de  .J  satisfaisant  aux  <leu\ 
équations  (n"  228  :  Remarque  ) 

dr 
On    satisfait    à    la    première    de    ces    relations    en    posant    — r-=cos2, 

-7-  ^  sina.  X  désignant  l'angle  nue  fait  avec  Ox  la  direction  positive  de  la 
as 

tangente,  et  la  seconde  des  relations  (87  )  nous  donne  alors 

ds 


formule  qu'on  aurait  pu  écrire  immédiatement  d'après  la  définition  du  rayon 
de  courbure. 

On  en  lire  a  par  une  quadrature 

/•■   ds 

On  a  ensuite  r  el  y  par  deux  nouvelles  quadratures 

X  =  .To -+-   /     C0iot.ds,         j'=j'u-i-   /     sinx</s. 

Ces  courbes  dépendent  de  trois  constantes  x^,,  Ko,  ^o\  naais,  si  l'on  n'a 
égard  qu'à  la  forme  et  non  à  la  position,  on  n'obtient  en  réalité  qu'une 
seule  courbe.  Considérons,  en  effet,  la  courbe  particulière  C  représentée 
par  les  formules 


\  = 


C"iCM'-  ^-(>'"LCî^]"' 


les  formules  générales  peuvent  s'écrire,  en  pienanl  d'abord  le  signe  -1-, 
X  =  Xf,-^  X  cosKo —  ^  sinïo, 
V  =  j-o-i-  X  sinao  -i-  Y  cosxu; 
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ce  sont  les  formules  qui  définissent  une  transformation  de  coordonnées. 
En  prenant,  de  même,  le  signe  —  devant  o(i),  on  obtiendrait  une  courbe 
symétrique  de  la  courbe  C.  Une  courbe  plane  est  donc  complètement 
déterminée,  quant  à  la  forme,  si  l'on  connaît  le  rayon  de  courbure  en 
fonction  de  l'arc.  L'équation  R  =  œ(s)  s'appelle  Véquation.  intrinsèque 
de  la  courbe.  D'une  façon  plus  générale,  si  l'on  connaît  une  relation  entre 
deux  des  quantités  R,  s,  a,  la  courbe  est  complètement  définie  de  forme, 
et  l'on  peut  obtenir  les  coordonnées  par  des  quadratures.  Ainsi,  si  l'on 
connaît  R  en  fonction  de  l'angle  a.  R=/(a).  on  a  rfs=/(a)rfx,  puis 

dx  =  cosa  /'(  a  i  (/a, 
ci  Y  =  s\n  y.  f(  y.  ]  d'x  ; 

et  l'on  obtient  x  et  y  par  deux  quadratures.  Par  exemple,  si  R  est  con- 
stant, on  déduit  de  ces  formules 

a- =  .ro+ R  sina,         y  =  y„ — Rcosa: 

la  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  de  rayon  R,  résultat  évident  d'après 
la  propriété  de  la  développée.  L'arc  de  cette  développée  devant  être  nul, 
il  est  clair,  en  effet,  qu'elle  doit  se  réduire  à  un  point. 

Proposons-nous  encore  de  trouver  une   courbe  plane  dont  le  rayon  de 

courbure  soit  inversement  proportionnel  à  l'arc,  R  =  — :  on  a  d'abord 
/■  '  s  ds  x- 


puis 


r"      s^    ,  f  .    «'- 

=   /     cos as,  y=   I     sin i 


Quoiqu'on  ne  puisse  pas   obtenir  ces  intégrales   sous  forme  explicite, 
est  facile  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  cette  courbe.  Lorsque  s  croît 
de  o  à  -hx,  X  e\. y  tendent  vers  une  limite  finie,  en  passant  par  une   infi- 
nité de  maxima  et  de   minima  ;   la  courbe  a  donc   la  forme  d'une  spirale, 
avec  un  point  asymptote  sur  la  droite  y  =  x. 

23o.  Développantes  et  développées.  —  On  dit  quiiiie  courbe  F, 
est  une  développante  d'une  autre  courbe  F,  si  les  tangentes  à  la 
courbe  F  l'ont  partie  des  normales  à  la  courbe  F,  ;  inversement,  la 
courbe  F  est  dite  une  développée  de  Fi.  Il  est  clair  que  toutes  les 
développantes  d'une  courbe  F  sont  situées  sur  la  développable 
dont  F  est  l'arête  de  rebroussement  et  coupent  orlhogonalement 
les  génératrices. 

Soient  X,  y,  z  les  coordonnées   d'un  point  M   de  F  ;  a,   |3,  y  les 
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cosinus  diiecleiirs  de  la  tangente  el  l  le  segmenl  >JM,  compris 
enlre  le  point  M  et  le  point  M,  où  une  d<'-veloppante  coupe  la  tan- 
gente en  M  ;  on  a,  pour  les  coordonnées  de  M,, 


et.  par  snile, 


dxi  =  dx  ^  l  dy.  ^r-  a  dl. 
dzt  =  dz 


dr,  =  dy-^l  </i  -r-  ,S  dl, 
l  d-  -^  ■-  d/. 


l'our  que  la  courbe  décrite  par  le  point  M,  soit  normale  à  ,M.M,. 
il  faut  et  il  sulfit  que  Fou  ait  a</r, -|- |jc?r,  +  v^/^,  =  o.  c'est- 
à-dire 

a  dx  -^  ?  dy  -:--;dz  —  dl.  —  hydi—'^  d'i  —  -,-  d-,  >  =  o. 

relation  qui  se  réduit  à  ds  +  dl^=o.  On  obtient  donc  les  déve- 
loppantes dune  courbe  gauche  F  par  la  uième  construction  qui 
donne  les  développantes  d'une  courbe  plane. 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  diverses  dévelo|>pées 
dune  courbe  F,  c'est-à-dire  dassocier  les  normales  à  cette  courbe 
suivant  une  loi  continue,  de  laçon  à  obtenir  une  surface  dévelop- 
pabie(_^-.  43). 

Soient  D  une  développée,  s  l'angle  de  la  normale  MM,  avec  l.i 
normale  principale  MN.  /  le  segment  MP  compris  entre  le  point  M 

Fig.  43. 


el  la  projection   P   du   point   M,   sur  la  normale  principale.    Les 
coordonnées  J?,,  j,.  .:,,  du  poini  Mi  sont  données  par  les  formules 


J8) 


,  j^i  =  X  ^- /a' -i- /a"  lange;, 
■  ^1  =  .»'  —  /.i-i-/i'tang=, 
\  z,=z  -^  /v'-i-ZY'tangç, 


374  CHAPITRE  SI.  —  COURBES  GAUCHES. 

que  l'on  obtient  en  projetant  la  ligne  brisée  OMPM,  sur  les  trois 
axes.  La  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M,  doit  être  la 
droite  MM,  elle-même,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 


dx. 


désignons  par  K.  la  valeur  commune  de  ces  rap|)orLs  ;  la  condition 
(/j7,=K(.r, — ,r)  s'écrit,  en  remplaçant  jc,  et  <:/,r,  jiar  leurs  va- 
leurs, et  se  servant  des  formules  de  Frenei, 


-j  +  o(7rf/-+-  /  tango-pi 


ads{  i~  ^\  +  y.'  {  dl  -^  l  tango -^  —  Iv  /  ) 


A  ,   ,                     Ids        ,.  ,  "I 

a      d{  l  tanga  ) = K  /  tango     =  o. 


Les  conditions  t/j')  =  ^^  O'i — J>')'  f/;i=Iv(;,  — z)  donneront 
deux  relations  toutes  pareilles,  que  l'on  déduira  de  la  ]}récédente 
en  remplaçant  a,  a',  a"  par  p,  [îi',  [3'',  puis  par  v,  -j',  y".  Le  détermi- 
nant des  neuf  cosinus  étant  égal  à  un,  le  svstème  formé  par  ces 
trois  relations  est  équivalent  au  suivant  : 

i(  I  —  —  j  rfs  =  o,         c//  -I-  /  tango  —  =  K/, 
Id. 
d(/  tangtp  ) =-  =  K/  tango. 

On  tire  de  la  première  /=  R,  ce  qui  montre  que  le  point  P  est  le 
centre  de  courbure,  et  la  droite  PM,  la  droite  polaire.  Par  consé- 
quent, toutes  les  développées  d' une  courbe  F  sont  sur  la  sur- 
face polaire.  Pour  achever  de  déterminer  ces  développées,  nous 
n'avons  plus  qu'à  éliminer  K  entre  les  deux  dernières  relations 
(Sg),  en  y  remplaçant  /  par  R;  il  reste,  toutes  réductions  faites, 
ds  ^=T  d'.s.  L'angle  ce  s'obtient  donc  par  une  quadrature 

r'  ds 
C4o)  o  =  <po+  /    Y' 

Si  l'on  considère  deux  valeurs  de  l'angle  s,  correspondant  à  deux 
valeurs  dififérentes  de  la  constante  »o,  la  difl'érence  de  ces  deux 
angles  reste  constante  tout  le  long  de  la  courbe  F.  On  voit  donc 
que  deux  normales  de  la  courbe  F,  qui  sont  tangentes  à  deux 
développées  différentes,  se  coupent  sous  un  angle  constant.  Si 
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l'on  coiinail  une  famille  de  normales  à  F  engendrant  une  snrfacc 
développable,  on  obtiendra  toutes  les  autres  dcveloppahles  Cor- 
mées  de  normales,  en  faisant  tourner  les  premières  d'un  angle 
constant,  d'ailleurs  arbitraire,  autour  du  point  où  elles  coupent  F. 

Bcmanjiie  l.  —  Si  la  courbe  T  est  une  courbe  plane,  T  est 
infini,  el  la  formule  précédente  donne  a  =  3o- La  déveioj)pée  qui 
corresj)orul  à  la  valeur  '^0  =  0  est  la  développée  plane  ordinaire 
qui  est  aussi  le  lieu  des  centres  de  courbure.  Les  autres  déve- 
loppées, en  nombre  infini,  sont  situées  sur  le  cylindre  ayant  pour 
section  droite  la  développée  ordinaire  :  ce  son  ides  courbes  gauches, 
appelées  hélices,  qui  seront  étudiées  au  paragraphe  suivant.  Ce 
cas  est  le  seul  où  le  lieu  des  centres  de  courbure  soit  en  même 
temps  une  développée.  Pour  que  la  relation  (4o')  soit  vérifiée  en 
prenant  i^o.  il  faut  que  T  suit  infini  ou  (|uf  A^ii.  La  courbe 
est  dune  une  courbe  plane  (  ii"  ti'25). 

Remanjuc  II.  —  Si  la  courbe  L)  est  une  développée  de  F,  in- 
versement F  est  une  développante  de  D.  On  a  donc,  en  appelant  s^ 
l'arc  de  la  développée  compté  dans  un  sens  convenable. 

les  développées  d'une  courbe  sont  donc  des  courbes  rectifiables. 

236.  Hélices.  —  Soit  C  une  coui  be  plane  quelconque  ;  si,  de  chaque 
point  m  de  cette  courbe,  on  porte  sur  la  perpendiculaire  au  plan  de  G 
une  longueur  m. M  proportionnelle  à  l'arc  de  la  courbe  C.  compté  à  partir 
d'un  point  fixe  A,  le  lieu  du  point  .M  est  une  courbe  gauche  V.  appelée 
h'Iice.  Prenons  pour  plan  des  ry  le  plan  de  la  courbe  C,  el  soienl 

,r=/(T),  v  =  o,7,    _ 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  m  de  G  en  fonction  de  l'arc  3; 
les  coordonnées  du  point  correspondant  M  de  la  courbe  F  seront 

(4i)  .r=/!j),        jr  =  =;(7i.         ;  =  K7, 

K  étant  un  facteur  coustanl.  Les  fonctions  y"  et  ç  vérifient  d  ailleurs  la 
relation /■- ^çi'2=  I.  Des  formules  (40  on  tire,  en  appelante  l'arc  de  T, 

ds'  =  (  /'2  H-  ■z-i  —  K''-)dn-^={i-+-  K-  )  </t- 


et.  par  suite,  s  =  7  \/ i -^  K- H- H  ;    si  l'on   compte  les  arcs  .$  el  i  à  partir 
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d'un  même  point  A  de  la  combe  C,  ce  qui  revient  à  faire  H  =  o,  on 
aura  s^u  s/\  t-K^^-  Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  Font  pour 
valeurs 

(42)  «  =      ; ^'  I^  =      , ;='  /- 


v/i--K2  v/'-^-K'-  v'i-t-K^ 

Y  étant  indépendant  de  cr,  on  voit  que  la  tangente  l'ait  un  angle  constant 
avec  0-.  Celle  propriété  est  caractéristique  :  Toute  courbe  dont  les  tan- 
gentes font  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe  est  une  hélice. 
Pour  le  démontrer,  prenons  Taxe  des  z  parallèle  à  celte  direction,  et 
soit  C  la  projection  de  la  courbe  considérée  T  sur  le  plan  des  xy:  on  peut 
toujours  écrire  les  équations  de  la  courbe  P 

(43)  x=/(^),        j  =  -^(a),         2  =  •>(!), 

les  fonctions /et  o  satisfaisant  à  la  relation  /'2h-o'2=  i,  ce  qui  revient  à 
prendre  pour  variable  indépendante  l'arc  <r  de  la  courbe  C.  On  en  déduit 

_  dz  _  ■/(  7  ) 'Y        . 

ds        \'f'^'+-  o'--^  'Y'-        V'  I  ^  'V-  ' 

pour  que  -(  soit  constant,  il  faut  et  il  suffit  que  Y  soit  constant  et,  par 
suite,  que  4^(3)  soit  de  la  forme  Ktr  +  ^o.  Les  équations  de  la  courbe  F 
.seront  de  la  forme  (4i),  en  choissant  convenablement  l'origine. 

La  formule  -/ = -4-  nous  donne  ici,  puisque  ■[  est  constant,  -;' =  o.  La 
ds  R 
normale  principale  est  donc  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre; 
comme  elle  est,  en  outre,  perpendiculaire  à  la  tangente  à  l'hélice,  c'est  la 
normale  au  cylindre,  et  le  plan  ofculateur  est  lui-même  normal  au  cylindre. 
La  binormale  est  donc  située  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  et  perpen- 
diculaire à  la  tangente;  ce  qui  montre  qu'elle  fait  aussi  un  angle  constant 
avec  O;. 

La    formule   -p- =  —  tt  —  4    nous     donne     ensuite,     puisque     7' =  o  , 
as  K        1 

T 
L  _(-  i-  =  o,  ce  qui  prouve  que,  dans  une  hélice,  le  rapport  —  est  constant. 

Ces  diverses  proprie'tés  sont  caractéristiques  d'une  hélice.  Démontrons, 
par  exemple,  que  toute  courbe,  pour  laquelle  le  rapport  7p  est  con- 
stant, est  une  hélice.  (Barré  de  Saint-Venant  et  J.  Bertrand.  1 

On  tire  des  formules  de  Frenet 

f/a"  ~  dV  ~  </-,'"  ^   H        H  ' 
si  H  est  constant,  on  aura  en  intégrant 

a"  =  H  ï  —  .\,  ï'  =  H  ?  -  B,         7"  =  H  7  —  C. 
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A.  B,  C  ili^sigiiarit  trois  nouvelle*  constantes.  Ajoutons  ces  trois  équations 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a,  jb,  y  :  il  vient 

Aï-^  lîii^  C'I  =  II, 
ce  qu'on  peut  écrire 

Aa-^B3-i-GY  _  H 


^/\-- ^  ir- ^  €■•=        v' A- -^ii-'-C' 


v/A^-+-B2-hG"-     y/A-'-^B'-i  — C-^     y/Aî-f-B-  +  C^ 
directeurs  d'une  certaine  droite  A,  et  la  relation  précédente  exprime  que 
la  tangente  fait  un  angle  constant  avec  cette  direction:   la  courbe  consi- 
dérée est  donc  une  hélice. 

Calculons  encore  le   rayon   de  courbure.  On  a,  en  se  reportant  aux  va- 
leurs trouvées  plus  haut  (4'.!)  pour  a,  B, 

^'         rfoc  I         ^.„  3'  I 


K        ds        1  —  K=  •'         '  R        I  -^  K'^ 

et  par  conséquent,  puisque  v'  =  o, 

(44)  ^. 

Le  rapport  — — —  est  donc  indépendant  de  K;  or.  pour  K  =  o,  ce  rap- 
port se   réduit  à  l'inverse   -  du  rayon  de  courbure  de  la  section  droite  C, 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier  (n"228).  La  formule  précédente  peut 
donc  s'écrire  R  =  /-(n-K-),  ce  qui  montre  que  le  rayon  de  courbure 
d'une  hélice  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  C.  11  est  facile  de  déduire  de  là  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  R 

T 

et  T  sont  constants.  En  effet,  le  rapport  —  étant  constant,  ces  courbes  sont 

K 

des  hélices,  d'après  le  ihéoiéme  de  Barré  de  Saint-Venant  et  J.  Bertrand. 
De  plus,  R  étant  constant,  il  en  est  de  même  du  rayon  de  courbure  r  de 
la  courbe  C.  Cette  courbe  C  est  donc  une  circonférence,  et  fa  courbe 
chercliée  est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution.  Cette  pro- 
position est  due  à  M.  Puiseux('). 

237.  Courbes  de  M.  J.  Bertrand.  —  Les  normales  principales  à  une 
courbe  plane  sont  en  même  temps  les  normales  principales  d'une  infinité 

(  '  )  La  démonslration  suppose  qu'il  s'agit  de  courbes  réelles,  car  on  a  supposé 
plus  haut  que  .\' -t- B- H- C-  n'était  pas  nul  {voir  la  Thèse  de  M.  Lyon  Sur  les 
courbes  à  torsion  constante,  1890). 
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d'autres  couibes  planes,  parallèles  à  la  première.  AI.  J.  Berliand  s'est  pro- 
posé de  trouver  les  courbes  gauches  dont  les  normales  principales  sont 
aussi  les  normales  principales  d'une  seconde  courbe  gauche.  Supposons 
les  coordonnées  x,  j»',  z  d'un  point  exprimées  en  fonction  de  l'arc  i;  sur 
chaque  normale  principale,  portons  une  longueur  /,  el  soient  X,  Y,  Z  les 
coordonnées  de  l'extrémité 

(45)  X  =  xH-/=(',         Y=j)-+/^',         Z  =  z^h{. 

Pour  que  la  normale  principale  à  la  courbe  F  soit  aussi  la  normale  prin- 
cipale à  la  courbe  F'  décrite  par  le  point  (X,  Y,  Z),  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait  les  deux  relations 

a'  d\  ^  fi'  d\  -^  ■;■  f/Z  =  o, 
a'(^Y  c/2Z  — rfZ  rf2  Y)  +  p'(rfZ  d'-\  —  d\  rf^Z  j  +  y'lrfX  d'Y  —  d^'d-'S)  =  o 

dont  la  signification  est  bien  claire.  On  tire  de  la  première  dl=o,  ce  qui 
prouve  que  la  longueur  /  doit  être  constante.  En  remplaçant  ensuite  dans 
la  seconde  d\,  d^X,  dY,  ...  par  leuis  valeurs  déduites  des  formules  de 
Frenet  et  de  celles  qu'on  obtient  en  les  dilTérentiant,  il  reste,  toutes  réduc- 
tions faites. 


ut  l'on  en  lire,  en  intégrant,  la  relation 
(46) 


K        T 


l  désignant  une  nouvelle  constante.  Les  courbes  c/iercliées  sont  donc 
celles  pour  lesquelles  il  existe  une  relation  linéaire  entre  la  courbure 
cl  la  torsion.  On  voit  de  plus  que  la  condition  est  suffisante  et  la  lon- 
gueur l  est  donnée  par  la  relation  (46)  elle-même. 

Un  cas  particulier  remarquable  avait  déjà  été  étudié  par  Monge  ;  c'est 
celui  où  le  rayon  de  courbure  est  constant.  La  relation  (46)  devient 
alors  ^  =  R,et  la  courbe  F'  représentée  par  les  formules  (45)  est  le  lieu 
des  centres  de  courbure  de  la  courbe  F.  Des  formules  (45)  on  tire,  en 
supposant  /  =  R  =  constante, 

d\  =  -~  a"  ds,         rfY  =  -  ^  fJ"  ds.         f/Z  =  -  ^  •;"  ds, 

ce  qui  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  F'  est  la  droite  polaire  de  F. 
Le  rayon  de  courbure  R'  de  F'  est  donné  à  son  tour  par  la  formule 

dX^-^-dY'--hdZ'- 


da"'  -+-  d^"^  -+-  d^- 
on  voit  que  ce  rayon  de  courbure  est  aussi  constant  et  égal  à  K,  et  il  y  a 
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réciprocité  entre  les  deux  courbes  F,  F  ;  chacune  d'elles  est  Taréte  de 
rebroussement  de  la  surface  polaire  de  l'autre.  Toutes  ces  propriétés  sont 
faciles  à  vérifier  directement  sur  l'iiélice  circulaire. 

Hemar^ue.  -  Il  est  facile  d'avoir  des  formules  générales  représentant 
toutes  les  courbes  gauches  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant  et  égal 
àR.  Soient  a,  3,  ■(  trois  fonctions  dun  paramètre  variable  satisfaisant  à"la 
relation  a?  ^35^-/?  =  ,.  Les  formules 

où  Ion  a  posé  d,  =  sj  dr- -  dV- -^  d;\  représentent  une  courbe  répondant 
à  la  question,  et  il  est  aisé  de  démontrer  qu'on  les  obtient  toutes  de  cette 
façon.  En  effet,  a,  p,  y  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente, et  T  est  l'arc  de  l'indicatrice  sphérique  (  n°  2^7  j. 

238.  Sphère  osculatrice.  —  .Nous  appliquerons  encore  les  for- 
mules de  Frenel  à  la  détermination  de  la  sphère  osculatrice.  Sup- 
posons les  coordonnées  j-,r,  r  d'un  point  de  la  courbe  F  expri- 
mées en  fonction  de  Tare  s  de  cette  courbe.  Pour  que  la  sphère  de 
centre  ui,  b.  c)  el  de  rayon  p  ait  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  la  courbe  Y  en  un  point  donné  de  cette  courbe,  il  faut  el  il 
suffît  que  l'on  ail 

.'f(S}  =  0,  S'(S)  =  0,  rT(S)  =  0,  ,?'"(>)  =  o, 

en  posant 

■^(s)  =  (a:  —  a  )i  -^  <  y  ~  b  y-  -h  i  z  —  Cl'-  —  z'-, 

x.y,  z  étant  supposés  exprimés  en  fonction  de  s.  Les  trois  der- 
nières conditions  développées  s'écrivent,  en  appliquant  les  for- 
mules de  Frenet, 

-f'i  s  I  =  (  .,•  —  a}i  -¥-  I  y  —  b)i  -^i  z  —  c  !•■■  =  o. 

K      U        T>/  H      \R        -ry 

~  ~R"  U  ~  T  j-  Rï  ■;7F[(^-">'^0'-6>.â'+(=-c)Y']  =  o. 

Ces  trois  équations  déterminent  a.  b,  c.  Or  la  première  repré- 
sente,  quand  on  \  regarde  a.  b,  c  comme  les  coordonnées  cou- 
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rantes,  le  plan  normal  à  la  courbe  au  point  {x,  y,  z),  et  les  deux 
autres  s'en  déduisent  en  diftérentiant  par  rapport  au  paramètre 
variable  s;  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide  donc  avec 
le  point  où  la  droite  polaire  touche  son  enveloppe.  Pour  résoudre 
ces  trois  équations,  observons  que  la  dernière  peut  s'écrire,  en 
tenant  compte  des  deux  autres, 

„      n^dR 

{X  -  a)^" -^  (y  -  0 )'^" -^  i :  —  c )•!  =  T -^  , 

et  l'on  en  lire  facilement 

a=J"— Ra  — T— r-a, 
as 

'  as 

le  rayon  p  de  la  sphère  osculatrice  est  donné  par  la  formule 

Si  R  est  constant,  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide  avec 
le  centre  de  courbure;  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  le  résultat 
oblenuà  la  (in  du  n°  237. 


EXERCICES. 

1.  Trouver  en  termes  finis  les  équations  des  développées  de  la  courbe 
qui  coupe  sous  un  angle  constant  les  génératrices  rectitignes  du  cône  cir- 
culaire droit;  discussion. 

\Licence:  Marseille,  juillet  1S84.) 

2.  E\iste-t-il  des  courbes  gauches  F  telles  que  les  points  de  rencontre 
d'un  plan  fixe  P  avec  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale 
soient  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral  ? 

3.  Soit  r  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  enveloppe  de  sphères 
(enveloppe  des  cercles  caractéristiques);  la  courbe  qui  est  le  lieu  du 
centre  de  la  sphère  variable  est  située  sur  la  surface  polaire  de  V.  Réci- 
proque. 
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i.  IJant  diinnée  une  courbe  ^'auche  T,  par  un  point  fixe  0  de  l'espace 
on  mène  une  droite  parallèle  à  la  droite  polaire  en  un  point  M  de  T,  et 
l'on  porte  sur  cette  droite  une  longueur  ON  égale  au  rayon  de  courbure 
de  r  au  point  M.  Le  point  N  décrit  une  courbe  gauche  V,  qui  correspond 
à  la  courbe  T',  lieu  des  centres  de  courbure  de  T,  avec  égalité  et  orthogo- 
nalité  des  éléments  linéaires. 

[  HOUQUET.] 

5.  Si  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  à  une  courbe  gauche  r  a  une 
longueur  constante  a,  celte  courbe  est  située  sur  une  sphère  de  rayon  a, 
à  moins  que  le  rayon  de  courbure  ne  soit  constant  et  égal  à  a. 

6.  Pour  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  soit  une  autre  hélice  tracée  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  celles  du  premier,  il  faut  et  il  suffit  que  la  section  droite 
de  celui-ci  soit  un  cercle  ou  une  spirale  logarithmique.  Dans  le  dernier 
cas,  ces  hélices  sont  situées  sur  des  cônes  de  révolution. 

[TissoT,  Nouvelles  Annales,  t.  XI,  i<S5-2.] 

7*.  Si  deux  courbes  gauches  admettent  les  mêmes  normales  principales, 
les  plans  osculateurs  de  ces  deux  courbes  aux  points  où  elles  coupent  une 
même  normale  font  un  angle  constant.  Ces  deux  points  et  les  centres  de 
courbure  des  deux  courbes  déterminent  quatre  points  dont  le  rapport 
anharmonique  est  constant.  Le  produit  des  rayons  de  torsion  des  deux 
courbes  aux  points  correspondants  est  constant. 

[Paul   SeRRET,   M.VNXIIELM,   SCHELL.J 

8*.  Soient  ./■.  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'une 
courbe  gauche  F,  s  l'arc  de  cette  courbe.  On  appelle  courbe  adjointe  la 
courbe  Pq  dont  les  coordonnées  ont  pour  expressions 


ro=   I   x"ds.  yf,=   j    [i"  ds,  -10=/  '{ 


ds. 


et  courbes  associées  les  courbes  représentées  par  les  équations 

X  =  .r  cos6  ^  .Td  sinO,  Y  =_>' cosO -f-r,,  sin6,  Z  =  g  cosG -^  3u  sin  6. 

où  0  est  un  angle  constant.  Trouver  la  disposition  du  trièdre  fondamental 
pour  ces  nouvelles  courbes,  ainsi  que  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion. 
Si  la  courbe  X  est  à  courbure  constante,  la  courbe  Pq  est  à  torsion  con- 
stante, et  les  courbes  associées  sont  des  courbes  de  M.  Bertrand.  En  dé- 
duire les  équations  générales  de  ces  dernières  courbes. 

9.  Étant  données  deux  courbes  P,  P',  tangentes  en  un  point  A,  on  prend 
sur  ces  courbes,  à  partir  du  point  .\,  et  dans  le  même  sens,  deux  arcs 
égaux  très  petits  AM,  AM'.  Trouver   la   position  limite  de  la   droite  MM'. 

[C.XtCHY.] 
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10.  Pour  qu'une  droite  invariablement  liée  au  trièdre  fondamental  d'une 
courbe  gauche  r,  et  passant  par  le  sommet  du  trièdre,  engendre  une  sur- 
face développable,  il  faut  que  cette  droite  se  confonde  avec  la  tangente,  à 
moins  que  la  courbe  T  ne  soit  une  hélice.  Dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité 
de  droites  répondant  à  la  question. 

Pour  une  courbe  de  M.  Bertrand,  il  existe  deux  paraboiuïdes  hyperbo- 
liques, invariablement  liés  au  trièdre  fondamental,  dont  toutes  les  géné- 
ratrices engendrent  des  surfaces  développables. 

[Cesarô,  Rivista  di  Matematica,  t.  II,  1892.  p.  ijj.j 

11*.  Pour  que  les  normales  principales  d'une  courbe  gauche  soient  les 
binormales  d'une  autre  courbe  gauche,  on  doit  avoir  entre  le  rayon  de 
courbure  et  le  rayon  de  torsion  une  relation  de  la  forme 

V  R2  "^  T2  /        R  ' 

A  et  B  étant  des  constantes. 

[IMvnnheim;  Comptes  rendus.  1877.] 

Les  cas  où  une  droite  menée  par  un  point  d'une  courbe  gauche,  et  inva- 
riablement liée  au  trièdre  fondamental,  reste  la  normale  principale  ou  la 
binormale  d'une  autre  courbe  gauche  ont  été  étudiés  par  Pellet  (  Comptes 
rendus,  mai  1887),  par  Cesarô  {Nouvelles  Annales,  1888,  p.  147),  par 
Balitrand  (Mathesis,  1894,  p.  lâg). 

12.  Si  le  plan  osculateur  à  une  courbe  gauche  F  reste  tangent  à  une 
sphère  fixe,  de  centre  O  :  1°  le  plan  mené  par  la  tangente,  perpendiculaire  à 
la  normale  principale,  passe  par  le  point  O  :  2°  le  rapport  du  rayon  de  cour- 
bure au  rayon  de  torsion  est  une  fonction  linéaire  de  l'arc.  Réciproques. 

13.  La  projection  sur  un  plan  P  d'une  courbe  gauche  T,  parallèlement 
à  la  tangenle  MT  en  un  point  M  de  cette  courbe,  a  un  point  de  rebrous- 
sement  au  point  ni  projection  de  M,  et  la  tangente  de  rebroussement  est 
la  trace  sur  le  plan  P  du  plan  osculateur  en  M  à  la  courbe  T.  Cas  où  le 
plan  osculateur  en  >I  est  stationnaire. 

14*.  En  chaque  point  M  d'une  courbe  T,  on  mène  une  normale,  faisant  un 
angle  variable  (p  avec  la  normale  principale,  sur  laquelle  on  porte  une  lon- 
gueur constante  HIM'=  /.  La  courbe  C  décrite  par  le  point  M'  est  normale 
à  la  même  droite  M'M.  Déterminer  l'angle  cp  de  façon  que  les  tangentes 
aux  deux  courbes  C,  C,  aux  points  correspondants  M,  M',  fassent  un  angle 
constant  V.  Cas  particulier  où  V  =  — ■ 

En  prenant  pour  inconnue  tang  -,  on  obtient  une  équation  de  Riccali. 

[Darboix,  Comptes  rendus,  t.  CXLVI,  1908,  p.  881]. 


CHAPITRE  XII. 

SURFACES. 


I.  —  COURBURE  DES  COURBES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFACE. 

239.  Formule  fondamentale.  Théorème  de  Meusnier.  —  Une 
surface  S  est  (iélînie,  d'une  façon  générale,  par  un  système  de 
trois  équalions 

OÙ  x,y,  z  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  celle 
surface,  u  et  r  deux  paramètres  variables.  Les  tiois  fonctions 
f,  o,  '!;  ne  sont  pas  nécessairement  des  fonctions  anal vtic|ues, 
mais  nous  supposerons  qu'elles  sont  continues  et  admettent  des 
dérivées  partielles  continues  des  deux  premiers  ordres,  s.iufen 
des  points  exceptionnels.  Si  les  trois  déterminants 

D(y.  s)  D( z.  X)  \)(x,  y) 


L)i  «,  cj  V>\  u,  v)  D(  H,  V) 

ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  pour  un  système  de  valeurs  de  u  et  de  i',  le 
point  correspondantM  de  la  surface  est  un  point  ordinaire  (n"  64), 
et,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  l'une  des  coordonnées  est  une 
fonction  continue  des  deux  autres  coordonnées,  ayant  aussi  des 
dérivées  partielles  continues  du  premier  et  du  second  ordre.  Nous 
nous  proposons  d'étudier  la  courbure  des  diverses  courbes  situées 
sur  la  surface  en  un  point  ordinaire.  On  pourrait  supposer  que, 
dans  le  voisinage  de  ce  point,  la  surface  est  représentée  par  une 
éipiation  telle  que  z  =  F(j?, y),  mais  on  obtient  des  formules  plus 
symétriques  et  d'une  application  plus  générale  en  conservant  les 
trois  équations  (i). 

Ecrivons   l'équation    du    plan    tangent    à    la    surlace    au     point 
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(■2)  A(X-.r)  +  B(y  — _j')-hG(Z  — ;j  =  o; 

les  coefficients  A,  B,  C  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

(i)  SA —  =  0,         &A —  =  o, 

ou  '  Oç 

où  le  signe  s  a  une  si£;;nincalion  évidente.  ()n  déduit  de  ces  rela- 
tions 

,-  DCr.  1') 


(4) 


U(  ((,  i')  D(  1/,  Cl  D(i 


K  étant  un  facteur  constant  ou  variable,  qu'on  peut  choisir  à 
volonté  (').  Si  par  exemple,  la  surface  est  représentée  par  une 
équation  :;  ^  F(x,y),  on  posera  x  =  u,  y  =  v,  ¥i.=  — ^  i ,  et  les 
valeurs  correspondantes  de  A,  B,  C  sont  A  =/j,  B  =  y,  C  ^=  —  i , 
p  eX  q  ayant  la  signification  habituelle. 

Si  l'on  remplace,  dans  les  équations  (i),  u  et  i'  par  des  fonctions 
d'une  variable  a,  le  point  {x^y^  z)  décrit  une  courbe  F  située 
sur  S,  et  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  cette  courbe 
sont  proportionnels  à 

dx  —  -J-  du  H dv,         dv  =  -r-  du  ^ dv,         dz  =  —  du  -h  -r-  dv  ; 

ou  av  ou  dr  du  at> 

à  chaque  valeur  du  rapport  -r-  correspond  ainsi  une  tangente  déter- 
minée de  la  surface  au  point  (  n,  c),  dont  il  serait  facile  de  calculer 
les  cosinus  directeurs.  Tout  le  long  de  la  courbe  F,  les  différen- 
lielles  dx,  dy,  dz  vérifient  la  relation 

(5)  X  dx -^h  dy -^- Cdz  =  o, 

qui  exprime  simplement  que  la  tangente  à  la  courbe  F  est  située 
dans  le  plan  tangent  à  la  surface.  En  égalant  à  zéro  la  différentielle 
totale  dit  premier  membre  de  celte  relation  (n°  39),  on  obtient  une 


(  '  )  Il  est  clair  qu'on  pounail  convenir  de  fixer  une  fois  pour  toutes  le  facteur  K, 
prendre  par  exemple  K  =±i.  Mais  il  y  a  avantage,  en  vue  des  applications,  à 
laisser  ce  facteur  indéterminé,  afin  de  pouvoir  le  clioisir  dans  cliaque  cas  parti- 
culier de  façon  à  simplifier,  si  c'est  possible,  les  expressions  des  coefficients  A,  B,  C. 
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relation  entre  les  différentielles  du  second  ordre  de  x,  r.  ;. 
(  6 )  X  d-.T-^  B  d'-y  -:-  C  d'-  :  —  d\  dx  ^  dli  dy  -r-  dC  dz  =  o, 

dont  nous  allons  donner  la  signilication  £;éométrique. 

Remarquons  d"abord  que  dkdx  -^  dïi'ly  -^  rICdz  est  une  forme 
quadratique  en  di/,  di-, 

( 7 )  dXdx-  —  dB  dy  —  dCdz^ï)  du'- -^  il>  du  dv  —  D"  dv'-, 

dont  les  coefficients  D,  D',  D"  se  déduisent  par  des  difféi-entialions 
des  expressions  de  x,  y,  z,  A,  B,  C. 

D'autre  |)art,  Kd^x -^\i  d^y -r-(Zd^  z  représente,  à  un  facteur 
près,  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  droites  dont  les  paramètres 
direclenis  sont  respectivement  (A,  B,  C)  et  (rf-x,  d-y,  d-z).  La 
droite  dont  les  paramètres  directeurs  sont  A,  B,  C  est  normale  à  la 
surface;  nous  adopterons  pour  direction  positive  de  cette  normale 
celle  dont  les  cosinus  directeurs  sont 

_  A  p.  _  r 

(8)  À  = 


Ai—  b-—  C^ 


D'ailleurs,  si  Ion  prend  pour  variable  indépendante  1  arc  s  delà 
courbe  T.  on  a 


d-x        i' 

d-r 

'S 

d^z        ■;' 

ds'-  "  H' 

ds'- 

~  R' 

ds-^  ~  R' 

a',  3',  •''.  H  avant   la  signification    habituelle  (n"  232).  En  divisant 
tous  les  termes  de  la  relation  (6)  par  ds-,  elle  peut  donc  s'écrire 


\/.V'—  B'-—  C-    .    ,         r,  ,    _  D  du'-  —iM'dudv^D'  dv"- 

R  *  '"  ^  ''^^  ^  ''''  ^  ~    Edu'-~- 2F  du  dv— G  dvi  ' 

E,  F,  G  étant  les  coefficients  de  Gauss  qui  figurent  dans  la  formule 
d.r-  =  E  ^/»-  —  2  F  du  dv  -i-  G  dv^  (n"  131  ) . 

Or,  /.y'  —  'J^3'-T-  •/■''=  cos9,  en  appelant  h  l'angle  que  fait  la  nor- 
male principale  à  la  courbe  F  avec  la  direction  positive  de  la  nor- 
male à  la  surface  et  nous  arrivons  ainsi  à  la  formule  fondamentale 


\X-—H^—C-  Ddu'-^-iD'  du  dv  —  D'  d^'- 

^^  '  ÎT  "  ''^**-    E  du-—  ■>  F  du  dv  --  G  dv-i  ' 

qui    est   complètement  équivalente  à  la  formule  (6).   Dans  cette 
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relation,  le  radical  \JA.-  +  ti-  +  C-  et  le  rayon  de  courbure  R  sont 
essentiellement  positifs,  de  sorte  que  cos  9  est  du  même  signe  que 
le  second  membre.  Pour  un  système  donné  de  valeurs  de  u  et  de  p», 

ce  second  membre  ne  varie  qu'avec  le  rapport  -7—,  c'est-à-dire  avec 

la  position  de  la  tangente  au  point  M  à  la  courbe  F.  Soient  F'  une 
autre  courbe  de  la  surface  tangente  au  point  M  à  la  première, 
R'  son  rayon  de  courbure  et  H'  l'angle  de  sa  normale  principale 
avec  la  direction  positive  de  la  normale  à  la  surface.  Le  second 
membre  de  la  formule  (9)  a  la  même  valeur  pour  les  deux  courbes 
et  Ton  a,  par  conséquent, 

cfisO  _  cos6' 

"FT  "^  ~iv"' 


10) 


Considérons  en  particulier  deux  courbes  F  et  F'  de  la  surface 
ayant  au  point  M  le  même  plan  osculateur  (différent  du  plan  tan- 
gent). 11  est  clair  que  ces  deux  courbes  ont  la  même  tangente  au 
point  M,  linterseclion  du  plan  tangent  avec  le  plan  osculateur. 
On  peut  donc  leur  appliquer  la  relation  (10).  Mais  les  directions 
des  deux  normales  principales  sont  les  mêmes  ou  sont  opposées  : 
on  a  donc  9'^  9,  ou  9'^  -  —  9.  La  dernière  hypothèse  est  à  rejeter 
puisque  cos9  et  cos9'  ont  le  même  signe;  donc  9'=;  9,  et  par  suite 
R'=  R.  Les  deux  courbes  F  et  F',  ayant  même  direction  de  nor- 
male principale  et  même  rayon  de  courbure,  ont  le  même  centre 
de  courbure.  Ainsi,  toutes  les  courbes  de  la  sur/ace  passant  au 
point  M  et  ayant  en  ce  point  le  même  plan  osculateur  {autre 
que  le  plan  tangent)  ont  aussi  le  même  centre  de  courbure.  En 
particulier,  toute  courbe  a  le  même  centre  de  courbure  que  la 
section  plane  faite  dans  la  surface  par  son  plan  osculateur. 

Il  suffît  donc  d'étudier  la  courbure  des  sections  planes  de  la 
surface  passant  au  point  M.  Nous  étudierons  d'abord  comment 
varie  la  courbure  des  diverses  sections  planes  dont  les  plans 
passent  par  une  même  langente  MT.  On  peut  supposer,  sans  nuire 
à  la  généralité,  qu'on  a  pour  cette  tangente 

D  du-  -^  iD'  du  dv  -h  D"  dv-  >  o, 

car,  si  l'on  change  le  signe  de  A,  B,  C,  ce  qui  change  la  direction 
positive  de  la  normale  à  la  surface,  il  est  clair  que  D,  D',  D" 
cliaiigent  de  signe   également.    Pour    toutes  ces    sections   planes. 
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005(1  est  positif  et  l'angle  9  est  aigu  ;  en  particulier,  pour  la  section 
normale  passant  par  iMT,  l'angle  9'  est  nul.  Soit  11'  le  rayon  de 
courbure  de  cette  section  normale  ;  la  relation  (10)  devient  dans  ce 
cas  R  =  R'cos6.  Cette  égalité  exprime,  on  le  voit  aisémeiil,  (|ue 
le  centre  de  courbure  de  la  section  oblique  est  la  projection 
orthogonale  du  centre  de  courbure  de  la  section  normale,  qui 
a  la  même  tangente,  sur  le  plan  de  la  section  ohli<jue  (ihéortme 
de  Meusnier). 

Ce  tliéorème  ramène  l'étude  de  la  courbure  d'une  section 
oblique  à  l'étude  de  la  courbure  d'une  section  normale.  Nous 
exposerons  tout  à  l'heure  les  résultats  dus  à  Euler  ;  nous  obser- 
verons d"abord  que,  pour  une  section  normale,  la  formule  (9) 
iirendra  deux  formes  difïérentes  suivant  le  srgne  de 

D  diC-  -H  2  D'  da  dv  -1-  D"  dv'-. 

Afin  d'éviter  cet  inconvénient,  nous  conviendrons  dorénavant  de 
désigner  par  R  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  affecté 
d'un  signe,  le  signe  +  ou  le  signe  —  ,  suivant  que  la  direction  qui 
va  du  point  M  au  centre  de  courbure  coïncide  avec  la  direction 
positive  de  la  normale  à  la  surface  ou  avec  la  direction  opposée. 
Avec  cette  convention,  R  est  donné  dans  les  deux  cas  par  la  for- 
mule 


v/A2-r-B5+  C2  _  D  dii'^  -i-  9.  D'  du  dv  -h  D" dv'- 
^"^  R  ~    E  du'  -^  ?  F  du  dv^G  dv^  ' 

qui  fait  connaître  sans  ambiguïté  la  position  du  centre  de  cour- 
bure. 

De  la  formule  (1  1)  on  déduit  aisément  la  position  de  la  surlace 
par  rapport  à  son  plan  tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  con- 
tact. Si  l'on  a  D'* — DD"<o,]e  trinôme  D  du'--{-2D' du  di' ^L>" dv^ 
conserve  un  signe  constant,  celui  de  D  et  de  D",  lorsque  le  plan 
sécant  tourne  autour  de  la  normale  ;  toutes  les  sections  normales 
ont  leur  centre  de  courbure  du  même  côté  du  plan  tangent,  et  sont 
par  conséquent  situées  du  même  côté  de  ce  plan;  on  dit  que  la 
surface  est  convexe  au  point  considéré.  Au  contraire,  si  l'on  a 
D'=  — DD">o,  le  trinôme  D  du'^-h  iH' dudv -\-D' dv-  s'annule 
pour  deux  positions  particulières  du  plan  sécant;  les  sections  nor- 
males correspondantes  présentent  un  point  d'inflexion.  Lorsque 
le  plan  sécant  est  dans  l'un  des  angles  dièdres  formés  par  ces  deux 
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plans,  Pi  est  positif,  et  la  section  est  d'un  côté  du  plan  tangent  ; 
lorsque  le  plan  sécant  est  dans  langle  dièdre  supplémentaire,  R  est 
négatif  et  la  section  est  de  l'autre  côté  du  plan  tangent.  La  surface 
traverse  donc  le  plan  tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  con- 
tact ;  on  dit  qu'elle  est  à  courbures  opposées.  Enfin,  si  D'-  —  DD'' 
est  nul  au  point  considéré,  toutes  les  sections  planes  normales 
sont  d'un  même  côté  du  plan  tangent,  sauf  l'une  d'elK-s  qui  a  un 
rayon  de  courbure  inlini  et  qui  traverse  en  général  le  plan  tangent; 
on  dit  que  le  point  est  un  point  parabolique. 

Considérons,  en  particulier,  une  surface  S  représentée  par  l'équa- 
tion ;  :^  F  (jr,  ^').  Si  Ion  prend  A=/),  B  =  q.  C=  —  i,  on  a 
immédiatement  D  =  r,  D' =  5,  D"=t,  r,  s,  t  ayant  la  signifi- 
cation habituelle.  Les  coefficients  E,  F,  G  ont  les  valeurs  E  =  i  +/>■, 
F  =^pqi  G  =  I  -H  q^ .  La  direction  positive  de  la  normale  à  la  sur- 
face a  pour  cosinus  directeurs 


v/l  -i-p--hq^- 


et  fait  un  angle  aigu  avec  Os.  Soient  a,  j3,  y  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  à  la  section  normale  au  point  M  ;  du  et  dv  sont  pro- 
portionnels à  CL,  [i,  et  la  formule  (  i  i)  devient 


en  tenant  compte  des  relations  y  ^yja  -|-  ^^i,  a-  +  3-  +  y-  =  i ,  on 
peut  l'écrire  plus  simplement 


K 

C'est  ici  le  signe  du  trinôme  ra- -|- 2  5a3 -1- i[i-  qui  indique  si 
une  section  normale  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  tangent 
dans  le  voisinage  du  point  de  contact.  La  surface  est  convexe  au 
point  M,  ou  à  courbures  opposées,  suivant  qu'on  as-  — ■  rt  ■<  o, 
ou  s-  —  /V  >  o  ;  on  a  un  point  parabolique  si  s-  —  rt  =  o. 

Il  est  facile  de  confirmer  ces  résultats  en  étudiant  la  différence  o  des 
coordonnées  s  et  z'  des  deux  points  de  la  surface  et  du  plan  tangent  qui  se 
projettent  en  un  même  point  du  plan  des  .ry.  Soient  {j:Q,ya)  les  coordonnées 
du  point  de  contact,  pc  ço,  ro,  .$,,.  t^  les  valeurs  des  dérivées  de  F(x,y)  en 
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ce  point.  Nous  avons 

r,  =  V  {X,  y)—p„{x  —  .Ty,)  —  (j^{y  —  y.,), 

Si  ^5  —  /'o /fi  <  o,  0  est  maximum  ou  minimum  au  point  M  (n°47;,  et, 
comme  o  est  nul  en  ce  point,  5  conserve  un  signe  constant  dans  les  envi- 
rons; au  contraire,  si  $%  —  r„  ^o  >  o,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum 
pour  5  qui,  par  conséquent,  ne  garde  pas  le  même  signe  dans  le  voisinage 
du  point  AI. 

240.  Les  deux  formes  fondamentales.  —  L'tUiiJe  (|Lii  vient  délie 
faite  nous  conduit  à  associer  à  la  forme 

ds-^  ^  E  ,lu'  -^i¥  dti  (Iv  -^  G  f/c2 

une  nouvelle  forme  quadratique  en  </;/,  th\ 

D  du'-  -h  2  D'  du  dv  -+-  D"  dv"-. 

D'après  leur  définition  même,  les  coefdcienls  D,  D'.  D"  ont  les 
valeurs  suivantes  : 

Ou  Ou 

l'expression  de  D'  peut  se  sinqjliîier  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (3).  En  effet,  si  l'on  difi'érentie  la  première  de  ces  relations 
par  rapport  à  ^',  et  la  seconde  par  rapport  à  ii,  il  vient 

SA-^-^S—  —  =o  s.\-^^ -^S—  —  =o- 

Ou  Ov         ^    0\-    Ou  '  Ou  (/!•  UU    l/C 


c/A   Oj- 

-,  0\    Oj- 

'.V  o.r_ 

'D' 

T-   S   - 

Ov    Ov  ' 

Ou    Ov 

'II'    Ou  ' 

on  a  donc 


0\   O.i:  __      0\.   Ox 
Ov    Ou         "  Ou    Ov 


et,  par  suite, 

(i4  i  D  =  S =S •• 

Ov   ou  Oh    ov 

On   peut  aussi  obtenir  pour  D,  D',  D"  des  expressions  oii  ne 
figurent  que  les  dérivées  des  coordonnées  ar,^,  :;.  De  l'identité  (6), 
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on  lire 

Ddir-^iD'  dudv^  D'  dv^  =  —  (Ad'x^  Bd'-r-h  Cd^z); 
le  coefficleiU  D  de  dtt^  est  donc  é"al  à 


A 


£2£ 


d'y 


En  reinplaçaut  A,  B,  G  par  leurs  valeurs  (4),  on  reconnaît  que 
le  coefficient  de  K  est  le  dévelo[)pement  d'un  déterminant 


(i5) 


D=- 


àx 
du 

du 

àz 
dû 

dx 
dv 

dv 

dz 

<Px 
du"' 

à- y 
du-i 

dû^- 

el  Ion  trouve  de  même 


■(Ki)    D'=- 


du  di- 


ày 

dv 

d\Y 
du  dv 


d-'z 
ou  dv 


D   =  —  K 


d.r 
du 

^y 

du 

dz 
dit 

dx 

dv 

dz 

di' 

dv 

dv 

d-'x 

d^-r 

d^z 

dv^ 

àv'- 

dv^ 

Les  coefficients  D,  D',  D"  ne  sont  déterminés  complètement, 
comme  les  coefficients  A,  B,  G  eux-mêmes,  que  si  l'on  a  choisi  le 
facteur  K,  tandis  que  la  forme  quadratique 

,     ,  I)du'--hiD'dudv^ï)"  dv'- 

(•7)  ,  

^A2+  B-^+ C'- 
est, au  signe  près,  indépendante  de  ce  facteur  K.  Cette  forme  (i-) 
a  une  signification  géométrique  très  simple.  Soit  o  la  distance, 
prise  avec  un  signe  convenable,  du  |)oint  de  la  surface,  qui  cor- 
respond aux  valeurs  u -j- du  el  i>  +  di>  des  paramètres,  au  plan 
tangent  au  point  (j<,  ç).  Si  l'on  développe  5  suivant  les  puissances 
de  du  et  de  dv,  les  termes  du  premier  degré  disparaissent, 
d'après  les  relations  (3)  et  l'ensemble  des  termes  du  second  degré 
en  du  el  dv  est  précisément 

1  Ad-^x-i-  Brf^r  ^_  Cd-^z 


I.  —  COURBIBE  DES  COURBES  TBVCÉES  SUR  IXE  SURFACE.       Sgl 

c'est-à-dire,  an  facteur près,  la  forme  (i").  La  formule  géné- 
rale (i  i),  qui  tlonne  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale, 
peut  donc  s'('(rire 

I  0 

R  ="'"";p' 

ce  qui  est  bien  d'accord  avec  un  résullat  dcj;i  signalé  (n"  219). 

2il .  Théorèmes  d'Euler.  Indicatrice.  —  Pour  éludier  la  variation 
en  griiiult-nr  (lu  iiiyon  de  courbure  d'une  section  normale,  imaginons 
i(u'on  ait  pris  pour  origine  le  |)oiQt  considéré  de  la  surface  et  pour 
j)lan  des  xy  le  plan  tangent  à  cette  surface.  On  a,  dans  ce  système 
d'axes,  p^  q^  o,  et  la  formule  (  i3)  devient 

(i8)  'ô  ~  ^  cos^ç  -!-  2i  Costa  sin  Q  -i-  ;  sin'tj), 

»  étant  l'angle  que  fait  avec  Oxia  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  des 
xy.  En  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  second  membre,  on  trouve  que 
R  est  maximum  ou  minimum  pour  deux  directions  rectangulaires. 
Afin  d'étudier  en  détail  la  variation  de  R  dans  tous  les  cas  parti- 
culiers possibles,  il  est  commode  d'employer  la  représentation  géo- 
métrique suivante.  Imaginons  que  sur  la  trace  du  plan  sécant  on 
porte  une  longueur  O  m  égale  à  la  racine  carrée  de  la  valeur  absolue 
du  rayon  de  courbure;  ce  point  m  décrira  une  courbe  appelée 
indicati'ice,  et  il  est  clair  que  l'inspection  de  cette  courbe  supposée 
tracée  fait  connaître  aussitôt  la  variation  du  rayon  de  courbure. 
Cela  posé,  examinons  les  trois  cas  possibles  : 

i"  5-  —  rf  <;o.  Le  rayon  R  a  un  signe  constant;  nous  le  suppose- 
rons positif.  On  a,  pour  les  coordonnées  du  point  m,  ç=  \/Rcos  j, 
Y,  =:  y/Rsiii'j,  et  l'équation  de  la  courbe  cherchée  est  par  conséquent 
(igi  7-f--i- asçr, -H  «r,2  =  I  ; 

cette  courbe  est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  l'origine.  On  voit 
que  R  est  maximum  lorsque  la  trace  du  plan  sécant  coïncide  avec 
le  grand  axe  de  l'ellipse  et  minimum  lorsque  cette  trace  coïncide 
avec  le  petit  axe,  et  que  deux  plans  sécants  dont  les  traces  sont 
également  inclinées  sur  les  axes  de  l'indicatrice  donnent  la  même 
valeur  pour  R.  Les  sections  normales  passant  par  les  axes  de  l'in- 
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dicatrice  s'appellent  les  sections  normales  principales  et  les 
rayons  de  courbure  correspondants  sont  les  rayons  de  courbure 
principaux.  Si  l'on  a  pris  pour  axes  des  x  et  des  y  les  axes 
mêmes  de  l'indicatrice,  on  a,  dans  ce  système  d'axes,  5^0,  et 
la  formule  (18)  devient 

—  —  r  cos-  o  -h  t  sin-  o  ; 
n  ' 

les  rayons  de  courbure  principaux  R,  cl  R2  s'obtiennent  en  faisant 
tp=o,  ou  C5=--  On  a  donc  -5-  =  /■,  p-  =  t,  et,  par  suite. 


(20) 


COS-Ç  Slll-tp 


2"  5- — /7>o.  Les  sections  normales  correspondant  aux  valeurs 
de  l'angle  tp,  racines  de  l'équation 

7'  cos-o  +  2s  coso  sin  9  +  '  sin-o  =  o 

ont  un  rayon  de  courbure  infini.  Soient  L,  OL,,  L,'  OLj  les  traces 
de  ces  deux  plans  sur  xOy.  Lorsque  la  trace  du  plan  sécant  est 
comprise  dans  l'angle  L,  OLj,  par  exemple,  le  trinôme  est  positif 
et,  en  employant  la  même  représentation  que  dans  le  premier  cas, 
on  voit  que  la  portion  correspondante  de  l'indicatrice  est  repré- 
sentée par  l'équation 

r  f-  -1-  2 jf  ^Tj  -t-  ^ T,2  =  I  ; 

c'est  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  les  droites  L,'  OL,  et 
L2OL2.  Lorsque  la  trace  du  plan  sécant  est  comprise  dans 
l'angle  L',  OL,  on  a  R<<o  et,  pour  avoir  la  portion  correspon- 
dante de  l'indicatrice,  on  doit  poser 

ç  =  V' — Kcoscs,  r,  =  v'-^R  sino, 

ce  qui  conduit  à  léqualion  de  Ihyperbole  conjuguée  de  la  précé- 
dente 

7-$'-t-  25^1)  -+-  tr,''=  —  I. 

L'ensemble  de  ces  deux  hyperboles  conjuguées  permet  encore 
de  se  faire  une  idée  de  la  variation  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale.  Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes 
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de  ces  hyperboles,  la  formule  générale  (i8)  prend  eocore  la  forme 
(20),  R|  et  Ro  désij;nant  les  deux  rayons  de  courlnire  principaux, 
dont  1  un  est  positif,  l'autre  négatif. 

3°  5-  —  rt=o.  Dansée  cas.  le  rayon  de  courbure  H  conserve 
un  signe  constant,  le  signe  +  pai-  exemple.  L'indicatrice  est 
encore  représentée  par  l'écpiatioii  (19);  mais  celle  courbe,  étant 
du  genre  pai-abole  et  ayant  pour  centre  l'origine,  se  compose  for- 
cément de  deux  droites  parallèles.  Si  l'on  a  pris  l'axe  des  y  paral- 
lèle à  ces  deux  droites,  on  doit  avoir  dans  ce  système  d'axes  s=:  o, 
/  =  o,  et  la  formule  générale  (18)  prend  la  forme 

ou  R,  =:  Il  C0S--J.  On  peut  aussi  la  considérer  comme  un  cas 
limite  de  la  formule  (20).  obtenu  en  supposant  que  l'un  des 
ravons  de  courbure  principaux  Ro  devient  inlini. 

Les  formules  d'Ealer  peuvent  aussi  s'établir  sans  avoir  besoin  de  la  for- 
mule préliminaire  (i3).  Le  point  de  la  surface  étant  pris  pour  origine  et  le 
plan  tangent  pour  plan  des  xy,  on  peut  écrire,  en  poussant  le  dévelop- 
pement de  2  par  la  formule  de  Taylor  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre, 

r.r-  ■—  ■>  s.ry  ^-  t^■- 


les  termes  non  écrits  étant  du  troisième  ordre,  ou  d'ordre  plus  élevé.  Pour 
avoir  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  par  le  plan  ^=x  tang  tp, 
on  peut  faire  d'abord  la  transformation  de  coordonnées 

a:  =  x'  coio  —  y  sina,        y  =  x'  iin-^  ~ y'  coso, 

et  poser  ensuite  j'' =  o,  ce  qui  donne  le  développement  de  ;  suivant  les 
puissances  de  x' 

r  cns-  'i  —  is  sin  ■:.  rot  o  —  t  i-in-  'i 


et,  en  appliquant  la  remarque  du  n°  219.  nous  retrouvons  la  formule  (18). 

liemarques.  —  La   courbe    d'intersection   de   la   surface    par  son   plan 
tangent,  qui  a  pour  équation 

o  =  /-x--^  2SXJ'  -^  /y-  -h  f3(3:,y)-i-. . ., 

présente  un  point  double  à  l'origine,  et  les  tangentes  au  point  double  sont 
G.,  I.  38 
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précisément  les  tangentes  asyniptoliques.  Plus  généralement,  si  deux  sur- 
faces S,  Sj  sont  tangentes  à  l'origine  au  plan  des  xy,  la  projection  de  la 
courbe  d'intersection  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

o  =(;■  —  ri)x--^  xis  —  i,)xj'  H-  (^  —  ti)y'-  +  . . ., 

r,,  j|,  ?i  avant  la  même  signification  pour  la  surface  S,  que  /•,  s,  t  pour 
la  surface  S.  La  nature  du  point  double  dépend  du  signe  de  l'expres- 
sion (.?  —  s,)'-  —  (/•  —  J\)(t  —  /i);  si  celle-ci  est  nulle,  la  courbe  d'inter- 
section présente,  en  général,  un  point  de  rebroussement. 

En  résume'î,  il  existe  en  cliaf|iie  jjoint  d'une  surfnce  quatre  posi- 
tions remart|iiables  pour  les  tangentes  à  celle  surface;  deux  tan- 
gentes reclangiilaires  pour  lesquelles  le  rayon  de  courbure  R  est 
inaximniu  ou  niiniunini,  el  deux  langenles  asymplotiques  ou  tan- 
gentes principales  |)our  lesquelles  R  est  infini.  On  obtient  celles- 
ci  en  égalant  à  zéro  le  trinôme  r  a.- -\- 2  s  y.  [i>  ~\- t  ^j-  {cf.  n"  223). 
Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on  détermine  les  sections 
normales  principales  et  les  rayons  de  courbure  principaux  dans  un 
système  d'axes  rectangulaires  quelconque. 

242.  Rayons  de  courbure  principaux.  —  L'élude  de  l'indicatrice 
met  en  évidence  qu'à  une  valeur  donnée  de  R  correspondent  en 
général  deux  sections  normales,  réelles  ou  imaginaires,  dont  le 
rayon  de  courbure  a  la  valeur  donnée;  il  n'y  a  d'exception  que  si 
R  est  égal  à  l'un  des  rayons  de  courbure  princijjaux  et  il  n'y  a 
dans  ce  cas  que  la  section  normale  principale  correspondante  qui 
admette  ce  rayon  de  courbure.  Pour  déterminer  les  sections 
normales  dont  le  ravon  de  courbure  a  une  valeur  donnée  R, 
reprenons  la  formule  générale  (11),  que  nous  écrivons 

I         D  du^  -f-  2  D'  du  di'  -+-  D"  dv- 

(•21) 


p         E  dii^ -i-  2F  du  dv  -t-  G  dv- 


en  posant  R=:  p  \/A- +  fi- -H  C-.    Pour  une   valeur  donnée  de    p, 
l'é(|uation  (lii)  est  une  équation  du  second  degré  en  -7-. 

(■2a)  (pD  —  Ejf/u2-(-2(&D'—  F)dudv  -h{  pD"—  G)dv^  =  (j, 


dont  les  deux   racines    déterminent    les    tangentes    aux    sections 
normales  qui  admettent  le  rayon  de  courbure  R.  Si  R  est  un  rayon 
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de  courbure  principal,  Féquation  (22)3   une  racine  double  en  — 
....  du 

(jiu  salistait  aux  deux  relations 

(23)  •" 


et  ce  svstème  détermine  à  la  foisles  rayons  de  courbure  princi|)aux 
et  les  sections  normales  principales.  En  éliminant  —,  on  obtient 
une  équation  du  second  degré  en  3 

(2t)  ('?D'— F,-=-CpD-E)(sD"-G)  =  o, 

dans  laquelle  il  suftira  de  remplacer  î  par  pour  avoir 

l'équation  aux  ravons  de  courbure  principaux.  De  même,  en  éli- 
minant p  entre  les  deux  équations  (23),  on  obtient  une  équation 

du  second  de°ré  en  -;-. 
"  du 

(25)  (D  du  —  U  dv)  {V  du  —  G  dv)  —  (T>'  du  ^  D'rfi)(  E  du  -^  Frf>;r=o, 

dont  les  racines  Coût  connaître  les  traces  sur  le  plan  tangent  des 
sections  normales  principales. 

D'après  la  nature  même  de  la  question,  les  deux  racines  de 
l'équation  en  p  sont  toujours  réelles;  si  R  et  R'  sont  les  rayons 
de  courbure  principaux,  le  produit  RR'  est  donné  par  la  relation 

(26)  - 


RR'       ,EG  — F=)(A2-i-B5-^C=)' 

ce  qui  fournit  une  vérilication  des  résultats  précédents.  En  ellet 
EG  —  F-  étant  toujours  positif,  RR'  est  du  signe  de  D  D"  —  D'-.  En 
un  point  parabolique,  un  des  rayons  principaux  est  infini,  et  t-t-; 
est  nul. 

Pour  que  l'équation  (24)  ail  ses  racines  égales,  il  faudra  que 
l'indicatrice  soit  un  cercle,  et  toutes  les  sections  normales  auront 
alors    le    même    rayon    de   courbure.    Le    second    membre    de   la 

formule  (11)  devra  donc  être  indépendant  du  rapport -r-:  il  faut 

'  '  '         du 

pour  cela  qu'on  ait 

,     ,  D       D'       D- 

<"">  Ë=F  =  G- 
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Les  points  qui  satisfont  à  ces  conditions  s'appellent  des  ombilics. 
En  ces  points,  l'équation  (20)  se  réduit  à  une  identité,  ce  qui 
s'explique  puisque  tout  diamètre  d'un  cercle  est  un  axe  de 
symétrie.  Dans  le  cas  d'une  surface  représentée  par  une  équa- 
tion s  =  F(x,j'),  les  équations  (24))  (^S),  (27)  deviennent  res- 
pectivement 


(24)'  {rt—s^)ï{^—/TTp^^^[(^-^p^'■)t—■lp(fS+(l+q^)r]î^+{l+p^-hq^)^  =  o, 
a'[(i  -^ p')s  —  pqr] 


(        -Ha3[(i-t- /.=  );— (l-t-ç^),.]^  jî2[^y;_(,-t-^2)jr]  =  o, 

,  r  s  t 

l^[^~  pq~   l^q-- 

On  peut  les  déduire,  comme  cas  particulier,  des  formules  géné- 
rales, ou  les  établir  directement  en  partant  de  la  formule  (i3). 

On  peut  quelquefois  déterminer,  par  des  considérations  géo- 
métriques, les  sections  normales  principales  d'uue  surface.  Par 
exemple,  si  une  surface  S  admet  un  plan  de  symétrie  passant  par 
un  point  M  de  cette  surface,  il  est  clair  que  la  droite  d'intersec- 
tion de  ce  plan  avec  le  plan  tangent  en  M  est  un  axe  de  symétrie 
de  l'indicalrice,  et  la  section  par  le  plan  de  symétrie  est  une  des 
sections  normales  principales.  Ainsi,  en  un  point  d'une  surface 
de  révolution,  la  méridienne  est  une  des  sections  normales  prin- 
cipales; le  |)lan  de  la  seconde  section  normale  principale  passe 
donc  par  la  normale  à  la  surface  et  la  tangente  au  parallèle.  Or,  on 
connaît  le  centre  de  courbure  de  l'une  des  sections  obliques  pas- 
sant par  la  tangente  au  parallèle,  le  centre  du  parallèle  lui-même. 
11  en  résulte,  d'a|)rès  le  théorème  de  Meusnier,  que  le  centre  de 
courbure  de  la  seconde  section  principale  est  au  point  de  rencontre 
de  la  normale  à  la  surface  avec  l'axe. 

En  un  point  d'uue  surface  développable,  on  a  s-  —  it=ii,  et 
l'indicatrice  est  un  système  de  deux  droites.  Une  des  sections 
principales  se  confond  avec  la  génératrice  elle-même,  et  le  rayon 
de  courbure  principal  correspondant  est  infini.  Le  plan  de  la 
seconde  section  principale  est  perpendiculaire  à  la  génératrice. 
Tous  les  points  d'une  surface  développable  sonl  paraboliques, 
et  ce  sont  les  seules  surfaces  possédant  celte  propriété  (n"214). 

Si  une  surface  non  développable  est  convexe  en  certains  points, 
à  courbures  opposées  en  d'autres  peints,  elle  possède,  en  général. 
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une  ligne  de  points  paral)oliques  <jui  sépare  les  régions  pour 
lesquelles  s^ — rt  est  positif  des  régions  pour  lesquelles  .v= — /test 
.négatif.  Par  exemple,  sur  le  tore,  cette  ligne  esl  formée  des  deux 
parallèles  extrêmes. 

Sur  une  surface  convexe,  il  n'y  a,  en  général,  qu'un  certain  nombre 
d'ombilics  isolés  les  uns  des  autres.  On  démontre  comme  il  suit  que  la 
seule  surface  réelle  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics  est  la  sphère. 
Appelons  encore  X,  a,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface; 
en  différentiant  les  formules  i  i  »  ).  il  vient 

àl   _  prjs  —  (l  ^  r/'-)/-  oX   _  pq/  —ii^(j^)s 

{l-i-p--^q-  )■-  -'  u  -^  p'- -^-  q°-y- 

dix  _  pqr  — I  1  —  />-  )s  d\x  _  pqs  — i\-^ p"-)t 

relations  qui  deviennent,  en  tenant  compte  des  formules  (27)', 

d\   _  an  _  âl  _  àix 

Oy  '  (Jx  '  û.r        dy 

La  première  prouve  que  À  ne  dépend  que  de  x,  la  seconde  que  [jl  ne  dépend 

que  de  r;  la  valeur  commune  des  dérivées  — i  -^  est  donc  à  la  fois  indé- 
^  -"  dx    oy 

pendante  de  x  et  de  y  :  c'est  une  constante  —  •  On  en  tire 


-X„)-—  IJ'—  ,0)- 


V'«-  — (  .r  —  Xo)-  —  {j'—yo)- 


''  s'a'  —  ix  —  Xoy-  —  iy  —yaV 

et  la  valeur  de  z  obtenue  par  l'intégration  est 


z  =  z„^  v'""  — <^  —  ^0)'-—  i.v  — „''o  I-', 

on  retrouve  bien  l'équation  d'une  sphère.  On  verrait  de  même  que,  si  l'on 

d\       dix  ,  .  1         »T  •     1  1     -,        I      I 

a  -- = -^  =  o,  la  surtace  est  un  rilan.  Alars  les  relations  (2~)    admettent 
dx       dy 

en  outre  une  infinité  de  solutions  imaginaires,  qui    satisfont  à  l'équation 

I -H  jD^-i- y2  =  o,  comme  on  peut  le  vérifier  en  difl'éi'entiant  cette  relation 

par  rapport  à  a:  et  par  rapport  à  y. 
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243.  Lignes  asymptotiques.  —  Sur  une  portion  de  surface  à 
courbures  opposées,  il  y  a  en  chaque  point  deux  tangentes  jioiir 
lesquelles  la  section  normale  correspondante  a  un  rayon  de  cour- 
bure infini  :  cf  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice.  On  appelle 
lignes  asymptoligues  les  lignes  situées  sur  la  surface  qui  sont 
tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  l'une  de  ces  asymptotes. 
Quand  on  se  déplace  sur  une  de  ces  lignes,  u  et  c  sont  fonctions 
d'une  variable;  pour  que  la  tangente  coïncide  avec  une  asymptote 
de  l'indicatrice,  da  et  ch'  doivent  satisfaire,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
plus  haut,  à  la  relation 

(  28  )  D  du^  -i-  2  D'  du  dv  -t-  D"  A'^  =  o. 

Les  coefficients  D,  D',  D"  étant  des   fonctions  de  ;/  et  de  c,   on 

lire  de  l'équation  précédente  deux  valeurs  de  -r- > 
'  '  du 

du         '  du 

nous  déinontreroos  plus  tard  que  chacune  de  ces  équations  admet 
une  infinité  d'intégrales,  et  que  chaque  couple  de  valeurs  («ojt'o) 
détermine  en  général  une  intégrale  et  une  seule.  Par  chaque  point 
de  la  surface,  il  passe  donc  en  général  deux  lignes  asymptotiques 
et  deux  seulement.  Léquatlon  différentielle  (28)  peut  encore 
s'écrire  sous  la  forme  équivalente 

(30)  dXdx^dBdy  +^dCdz  =  0, 

qui  est  en  général  la  plus  commode  dans  les  applications.  Dans  le 
cas  d'une  surface  représentée  par  l'équation  z=zF{x,y\,  l'équa- 
tion diflérenlielle  précédente  devient 

(31)  dp  dx  +  dq  dy  =  /■  dx- -^  ■xs  dx  dy  -t-  t  dy'^  =  o. 

On  peut  encore  définir  les  lignes  asymptotiques  par  la  propriété 
suivante  qui  ne  fait  intervenir  aucune  relation  métrique.  Ce  sont 
les  lignes  de  la  surface  dont  le  plan  osculateur  coïncide  avec  le 
plan  tangent.  En  effet,  pour  que  le  plan  osculateur  coïncide  avec 
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le  plan  (animent,  il  faut  et  il  siifiit  qu'on  ail  à  la  fois 

A  dx  ^Qdy  —  Cdz  =  o,         A  d'-x  —  B  d'y  -i-  C  d-z  =  o; 

la  première  relation  est  vérifiée  pour  toute  courbe  située  sur  la 
surface,  tandis  que,  d'après  l'identité  (6)  la  seconde  est  identique 
à  l'équation  (3o).  D'ailleurs,  il  est  facile  de  se  rendre  compte  de 
l'identité  des  deux  définilions.  Le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  tangente  à  une  asymptote  de  l'indicatrice  étant  infini,  il 
en  serait  de  même,  d'après  le  tbéorème  de  JMeiisnier,  du  rayon  de 
courbure  d'une  ligne  asymplolique,  à  moins  que  le  plan  osculateur 
ne  soit  perpendiculaire  à  la  normale  et,  dans  ce  cas,  le  théorème 
de  Meusnier  devient  illusoire.  Le  plan  osculateur  à  une  ligne 
asymptotique  doit  donc  coïncider  avec  le  plan  langent,  à  moins 
que  le  rayon  de  courbure  ne  soil  constamment  infini  ;  dans  ce  cas, 
on  aurait  une  ligne  droite,  dont  le  plan  osculateur  est  indéterminé. 
Il  résulte  évidemment  de  cette  propriété  que  les  lignes  asymplo- 
tiques  se  conservent  dans  toute  transformation  homographique. 
On  voit  aussi  que  l'équation  difTérenlielle  est  la  même,  que  les 
axes  soient  rectangulaires  ou  obliques,  car  l'équation  du  plan 
osculateur  est  toujours  la  même. 

Les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  S  n'existent  évidemment 
que  si  la  surface  esta  courbures  opposées.  Cependant,  lorsque  la 
iurisice  e.sl  analytique,  l'équation  difl'érentielle  (28)  admet  tou- 
jours une  infinité  d'intégrales,  réelles  ou  imaginaires,  quel  que 
soit  le  signe  de  D'-  —  DD".  Par  extension,  nous  dirons  qu'une 
surface  convexe  analytique  admet  deux  systèmes  de  lignes  asym- 
ptotiques imaginaires.  Ainsi,  les  lignes  asymptotiques  d'un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe  sont  les  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes  ;  pour  un  ellipsoïde  ou  une  sphère,  ces  génératrices  sont 
imaginaires,  mais  elles  satisfont  encore  à  l'équation  différentielle 
des  lignes  asymptotiques. 

Exemples.  —  1°  Soit  à  trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 

z  =  x'"y"; 
on  a 

r  =  m{m  —  \)x"'--y",         s  =  mnx"'-'y''-'',         t=n(n  —  i)x"'y"^-, 
et  l'équation  difTérenlielle  {  3l)  peut  s'écrire 


,  fydx  .-  (ydx\ 
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On  en  tire  deux  valeurs,  li,  et  /;•>,  pour  le  rapport  - — =—  ;  les  deux  familles 

X  ay 

de   lignes    asymptotiques   se    projettent   sur   le   plan    des   ry    suivant    les 

courbes 

1°  Prenons  encore  la  surface  conoïde  s  =  tp  (-  )  •  On  peut  poser  x  =  u, 
y  =  uv,  z  =  o(f  ),  et  les  relations  (3)  deviennent 

A  +  Bf  =  o,         Bh  +  C'i'(  (')  =  o; 

on  y  satisfait  en  prenant  C  =  —  ;;,  B  =  o'(r),  A  =  —  ('ïi'(r),  et  l'équation 
différentielle  (3o)  est  ici 

u ti"( (' )  dv-  —  i<a' {v )  du  dv  =  o. 

On  a  d'abord  la  solution  v  =  const.  qui  donne  les  génératrices  rectilignes; 
en  divisant  par  dv,  il  reste  l'équation 

o" (v)  dv        1  du 
o'{v)  u 

d'où  l'on  tire  u^  =  C<p'(f),  et  les  projections  des  lignes  asymptoliques  du 
second  système  sur  le  plan  des  xy  ont  pour  équation 


.-c,(z). 


3°  Citons  encore  les  surfaces  signalées  par   AI.    Janiet,  dont  l'équation 
peut  être  lamenée  à  la  forme 

En  prenant   pour  variables  indé|iendantes  z  et  —  =  «.    l'équation  diffé- 
rentielle des  lignes  asymptotiques  est 


j^_^dz=±Ji;^du. 

y  i{z)  v  j(u) 


et  s'intègre  par  deux  quadratures. 

4"  Une  surface  hélicoïde  est  représentée  par  les  équations 

:r  =  p  coso),        j'  =  psinio,         z  =  f{ç>) -^  Iim; 

nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  l'équation  différentielle 
des  lignes  asymptotiques  est 

p/"(p)  f/p- —  a/i  dM  dp  ~  a^/'(p)  doj-  ^  o; 
on  en  tire  encore  lo  par  une  quadrature. 
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2i4.   Lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées.  —  Toute  sur- 
face réglée  peut  être  représentée  par  des  étjuations  iJe  la  forme 

Xq.  Vo-  ^0:  ^,  ,5,  Y  étant  des  fonctions  du  paramètre  v.  Lorsqu'on 
fait  II  =  o,  le  point  (xoj  J>'oi  -o)  décrit  une  certaine  courbe  F  sur  la 
surface;  au  contraire,  lorsque,  i'  restant  constant,  on  fait  varier  u, 
le  point (j,)',  :)  décrit  une  génératrice  rectiligne  et  la  variable  u 
est  proportionnelle  à  la  dislance  du  point  (x,  y,  :)  au  point 
(xo,  jKoî  -^o)  de  la  courbe  T.  Supposons,  pour  simplifier,  qu'on 
prenne  K  =  zt  i  dans  les  formules  (4)  ;  les  expressions  (  i5)  et  (  i6) 
montrent  aussitôt  que  D  =  o,  que  D'  est  indépendant  de  {/,  et 
enfin  que  D'  est  un  polynôme  eu  u  du  second  degré  au  plus.  En 
divisant  le  premier  membre  de  l'équation  (28)  par  le  facteur  cli> 
qui  correspond  aux  génératrices  rectilignes,  il  reste,  pour  déter- 
miner le  second  système  de  lignes  asvmptoliques,  une  équation 
dillerentielle  de  la  forme 

(32)  4^  —  L;/'-— M(/  — N  =  o. 

L,  M  et  N  étant  des  fonctions  de  la  variable  c.  Les  équations  de 
cette  espèce  jouissent  de  propriétés  remarquables,  qui  seront 
établies  plus  tard.  Ainsi  on  verra  que  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  intégrales  quelconques  est  constant;  il  en  résulte  que 
le  rapport  anbarmonique  des  quatre  points  de  rencontre  d'une 
génératrice  quelconque  de  la  surface  avec  quatre  lignes  asympto- 
tiques est  constant,  ce  qui  permet  de  trouver  toutes  ces  lignes 
asvmptoliques  dès  qu'on  en  connaît  trois.  On  verra  aussi  que 
lorsqu'on  connaît  une  ou  deux  intégrales  de  l'équation  (32),  on 
peut  trouver  toutes  les  autres  par  deux  quadratures  ou  une  seule 
quadrature.  Si  toutes  les  génératrices  de  la  surface  rencontrent 
une  droite  fixe,  cette  droite  est  une  ligne  asymptotique  du  second 
système,  et  l'on  aura  toutes  les  autres  par  deux  quadratures.  Si  la 
surface  admet  deux  directrices  rectilignes,  on  connaît  deux  lignes 
asymptotiques,  et  il  semblerait  qu'il  faudra  une  quadrature  pour 
avoir  les  autres.  iMais  on  peut  obtenir  un  résultat  plus  précis.  En 
efifet,  étant  donnée  une  surface  réglée  admettant  deux  directrices 
rectilignes.  on  peut  efifecluer  une  transformation  homograpbique 
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de  façon  que  l'une  de  ces  dlreclices  s'éloigne  à  l'infini  ;  la  surface  se 
change  en  une  surface  conoïde,  et  nous  avons  remarc|ué  (n"  243) 
que  les  lignes  asjmptoliques  d'une  surface  conoïde  se  déterminent 
sans  aucune  quadrature. 

24o.  Lignes  conjuguées.  —  On  appelle  tangenles  conjuguées 

on  un  point  d'une   surface  S   deux  droites  passant  par  ce  point,  ' 

situées  dans  le  plau  tangent,   et  formant  un  système  de  diamètres  > 

conjugués  de  l'indicatrice.  A  toute  tangente  de  la  surface  corres-  j 

pond  évidemment  une   tangente  conjuguée  qui  coïncide  avec  la  ! 

première,  si  elle  est  une  tangente  principale  et  dans  ce  cas  seule-  j 

ment.  Soient  du  et  dv   les  paramètres  directeurs  d'une   lan^ente  I 

à  la  surface  en   coordonnées   curvilignes;    la  projection  de  cette  ' 
tangente  sur  le  plan  des  xy  a  pour  coefficient  angulaire 

~du-^  -rr  dv 
du  dv 

'^du-^fdv' 
au  dv 

de  sorte  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes  en  un 
point  M(j<,  f)  de  la  surface  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quatre  valeurs  correspondantes  de  '—  Soient  {du,  dv)  et  {ùu,  w  , 

les  paramètres  directeurs  de  deux  tangentes  :\1T,  MT',  c  et  c'  les 
racines  de  l'équation 

D  -i-  2  D'»i  —  D" m-  =  o, 

qui  détermine  les  tangenles  principales.  Pour  que  MT  et  MT' soient 
conjuguées,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

dv  —  c  du        01'  —  c  ou 
dv  —  c  du        ov  —  c  o« 


Cette  condition  s'écrit,  en   chassant  les    dénominateurs  et    rem- 
plaçant ce',  c  +  c'  par  leurs  valeurs, 

(  33)  D  du  ou  -^  D'i  du  GV  -^  dv  ou)  -i-  D"  dv  ov  =  o. 

En  tenant  compte  des  valeurs  de  D,  D'.  D",  celte  condition  peut 
encore  s'écrire  sous  Tune  ou  l'autre  des  formes  équivalentes 
(  34 )     d\  Sx  —  dB  oy  —  dC  oz  =  o,         oX  dx  -^  oB  dy  -!-  oC  dz  =  o, 
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en  posaiil,  (l'uiie  façou  gént'i'ale, 

db    =   —-du  -+    (/(■,  OV    =   r,u  H Of. 

iiu  Oç  àii  i)v 

Elant  donnée  une  courbe  F  située  sur  la  snrfaee  S,  le  plan 
tangenl  à  celle  surface  tout  le  long  de  la  eourhc  P  enveloppe  une 
surface  développable  (]ui  est  langente  à  la  surface  S  toul  le  long 
de  F;  en  chaque  point  M  de  F,  /«  généralrin;  de  celte  ili\-e- 
lopi>able  est  la  tangente  conjuguée  de  la  tangente  à  F. 

En  elTel,  quand  on  se  déplace  suivanl  la  courlic  F,  x.  y,  z, 
A,  B,  C  sonl  fondions  d'un  païamèLre  variahle  a;  la  caracléris- 
lique  du  plan  tangent  est  dédnie  par  les  deux  équations 

i     A(X  — ,r)—    B(Y— _,r)^-     C(Z— c)  =  o, 
^"^^  1  dX{\  —  .T)-^d\i{y—y)-i-dC(Z  —  z)  =  o, 

en  ayant  égard  à  la  relalion  (5).  I-,a  leltre  d  indique  des  dlfTéren- 
tieiles  prises  par  rapport  à  a  ;  si  les  paramèlies  directeurs  de  celle 
caractéristique  sonl  o.r,  or,  o;,  la  seconde  des  formules  (^j  )  donne 

la  relation 

d\  ix  -i-  dli  oy  -^  dC  oz  =  o. 

qui  est  identique  à  la  relalion  (3(1;  d'où  résulte  le  lliéorème 
énoncé.  En  particulier,  si  la  courbe  F  est  une  ligne  asyinptolic[ue, 
la  caractéristique  coïncide  avec  la  tangente  elle-même  à  la  courbe  F, 
qui  est  par  conséquent  l'arête  de  rebroiissenient  de  la  surface 
développable  (cf.  n"243). 

On  dit  que  deux  familles  de  cnurlies  de  la  surface,  dont  chacune 
dépend  d'un  paramètre  variable,  forment  un  réseau  conjugué, 
lorsque  les  langenles  aux  courbes  des  deux  familles  qui  passent 
par  un  point  (|uelconqiie  de  la  surface  y  sonl  conjuguées.  Il  existe 
évidemmenl  une  infinité  de  réseaux  conjugués,  car  on  peut  se 
donner  arbitrairement  une  des  deux  familles  de  courbes,  et  les 
courbes  de  la  seconde  famille  sonl  délerminées  par  une  équation 
difl'érentielle  du  premier  ordre.  Soit,  en  ell'et,  F(«,  i'):=K  l'équa- 
tion d'une  famille  de  courbes  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire K.  De  l'équation  dF  =  o,  on  déduit  -^^  =  G{u,  i),  et  l'équa- 
tion (33)  nous  donne  alors  la  valeur  de  ^  en  fonction  de  u  et  de  v, 
c'est-à-dire  une  équation  dilïérenlielle  du  premier  ordre. 
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Comme  exemple,  cherchons  la  condition  pour  que  les  courbes  u  =  const., 
=  const.,  forment  un  réseau  conjugué.  On  peut  prendre  ici  du  =  o, 
i'  =  o,  et  la  condition  (33)  devient  D'  =  o,  ou 


<Ju 

ày 
au 

dz 
du 

tJx 

dy 
dv 

dz 
dv 

d'-r 
du  ôv 

d-\y 
du  dv 

d^-z 
du  dii 

On  peut  dire  encore  que  cette  condition  exprime  que  x, 
intégrales  d'une  équation  de  la  forme 


(36) 


du  dy 


N- 


où  M  et  N  sont  des  fonctions  quelconques  de  u  et  de  i';  il  suffira  donc  de 
connaître  trois  intégrales  distinctes  d'une  équation  quelconque  de  cette 
forme  pour  avoir  les  équations  d'une  surface  rapportée  à  un  système  con- 
jugué. Si,  par  exemple,  on  prend  M  =  N  =  o,  toute  intégrale  de  l'équa- 
tion (36)  est  la  somme  d'une  fonction  de  u  et  d'une  fonction  de  v\  sur 
toute  surface  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

(3:)     x=f{u)-^f,{v\        _y=-.p(M)-h9,('-),         -  =  'i((0--6,(c), 

les  courbes  («)  et  (v)  forment   un  réseau  conjugué. 

Les  surfaces  de  cette  espèce  sont  appelées  surfaces  de  translation; 
elles  peuvent  être  engendrées  de  deux  façons  différentes  par  la  translation 
d'une  courbe  de  forme  invariable  T,  dont  un  point  décrit  une  autre 
courbe  V.  Considérons,  en  ell'et,  les  quatre  points  M»,  IM|,  M»,  M  de  la  sur- 
face, correspondant  respectivement  aux  valeurs  (uo,  Vt,),  (u,  Vo),  (u^,  v). 
(u,  v)  des  paramétres  u,  v.  D'après  les  formules  (Sj),  ces  quatre  points 
sont  les  sommets  d'un  parallélogramme.  Si,  laissant  i-'o  fixe,  on  fait  varier  u, 
le  point  Ml  décrit  une  courbe  F  de  la  surface  ;  de  même,  si  Mo  reste  fixe 
et  qu'on  fasse  varier  v,  le  point  Ma  décrit  une  autre  courbe  Y'  de  la  sur- 
face. On  peut  donc  considérer  cette  surface  comme  engendrée  par  la 
courbe  T  animée  d'un  mouvement  de  translation  dans  lequel  le  point  M» 
décrit  r',  ou  par  la  courbe  T'  animée  d'un  mouvement  de  translation  dans 
lequel  le  point  M,  décrit  T.  Il  est  évident,  d'après  ce  mode  de  génération, 
que  ces  deux  familles  de  courbes  sont  conjuguées  ;  par  exemple,  les  tan- 
gentes aux  diverses  positions  de  I",  en  tous  les  points  de  T,  forment  un 
cylindre  circonscrit  à  la  surface  tout  le  long  de  Y.  Les  tangentes  à  ces 
courbes  sont  donc  conjuguées. 

246.  Lignes  de  courbure.  —  On  appelle  lignes  de  courbure 
d'une  surface  S  les  lignes  de  celle  surface  qui  sont   langentes  en 
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cliiiciin  lie  leurs  points  à  l'un  des  axes  de  Tindicalrice.   Ces  lignes 
sonl  donc  délinies  par  l'équalion  difTérenlielle  obtenue  plus  liant. 

(25)    (D(-/«—  D' (-/(■)(  F  f/«  —  Grfc)  — (D'rf«H-  D"dv)(Edu^  l'  dv )  =  o, 


qui  donne  toujours  deux  valeurs  réelles  pour-j--  La  théorie  géné- 
rale des  équations  difl'érentielles  prouve  qu'en  tout  point  ordinaire 
de  la  surface  (autre  qu'un  ombilic)  il  passe  deux  lignes  de  cour- 
bure et  deux  seulement,  dont  chacune  est  tangente  à  l'un  des  axes 
de  rindicatrice.  Sur  toute  surface  réelle,  autre  qu'une  sphère  ou 
un  plan,  il  y  a  donc  deux  familles  de  ligues  de  courbure,  qui 
forment  un  réseau  à  la  fois  orthogonal  et  conjugué. 

Les  lignes  de  courbure  peuvent  encore  être  définies  par  la  pro- 
priété suivante  :  ce  sonl  les  lignes  de  la  surface  telles  que  les 
normales  à  la  sur-face  aux  différents  points  de  l'une  d'elles 
forment  une  surface  développable. 

Prenons,  en  eft'et,  les  équations  de  la  normale 

X  -  r  ^  Y- 7  ^  5_:ii  . 

A  B  C      ' 

pour  que  cette  droite  engendre  une  surlace  développable,  il  faut 
et  il  suffit  qu'on  ait  (n°  215  ) 


(3S) 


dr  dy  dz 
ABC 
rfA     rfB     f/C 


ou,  en  développant  les  dinérenlielles 


du-'-^d.. 
ov 

A 


^  du  - 


dA    ,  OA    ,         àh    , 

—  du  -t. <7C,      —  du  ■ 

au  <Jv  Ou 


ÔC 


du 


Pour  montrer   l'identité   de   celle   équation    dillércnlielle   avec 
l'écpiation  {2.")),  multiplions  les  éléments  de  la  première   colonne 

par  —,  ceux  de  la  seconde  par -r  >  ceux  de  la  troisième  par  -^ ,  et 
r      Ou  '       au  '■       ou 

remplaçons  les  éléments  de  la  première  colonne  par  la  somme  des 

produits  correspoiidanls.  Après  une    combinaison  analogue,    où  a 
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est  remplacé  par  (>,  le  déterminant  devient,  en  tenant  compte  des 
valeurs  de  D,  D',  D"  (formules  i4  et   i  \'), 

E  du  +  F  dv,  F  du  +  G  dv,         —  du 

Ou 

o  o 

Udu^D'dv,  D'du-^D'di',         -—du 


ÙC 


on  retrouve  bien  l'équation  (20). 

Ce  résultat,  s'explique  aisément  au  moyen  des  propriétés  des 
développées  des  courbes  gauclies,  et  des  tangentes  conjuguées. 
Soit  r  une  ligne  de  la  surface  S  telle  que  la  normale  MN  engendre 
une  surface  développable  ;  si  l'on  fait  tourner  cette  droite  d'un 
angle  droit  autour  du  point  M  dans  le  plan  noimal  à  F,  elle  vient 
coïncider  avec  une  droite  MT'  du  plan  langent,  perpendiculaire  à 
la  tangente  MT  de  la  courbe  F.  La  droite  MT'  engendre  aussi  une 
surface  développable,  qui  est  circonscrite  à  S  tout  le  long  de  F 
(n°23o).  Les  droites  MT,  M'J''sont  donc  deux  tangentes  conjuguées  ; 
puisqu'elles  sont  orthogonales,-  ce  sont  les  axes  de  l'indicatrice.  La 
réciproque  se  démontre  de  la  même  façon. 

Dans  les  applications,  il  est  souvent  commode  de  prendre 
l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  sous  la  forme  (38), 
car  cette  forme  n'exige  pas  le  calcul  préalable  des  six  coefficients 
E,  F,  G,  D,  D',  D".  Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  une  surface 
représentée  par  l'équation  z  ^F(x,r);  les  équations  de  la  nor- 
male sont 

(  X=^—pZ-h(.T-hpz), 


ih)) 


pour  que  cette  droite  engendre  une  suiface  développable,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  deux  équations  (n°  213) 

■Z  dp  -h  d(x  -h  pz  )  =  o,  —  Z  dq  -^  d(y  -h  q  ::)  =  o 


(4o) 


soient  vérifiées  pour  une  même  valeur  de  Z,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

di  .r  -h  pz)  _  di  y  -^  q  z) 


dp 


dq 


OU,  plus  simplement, 


dx  -^  p  dz 


■dz 


dq 
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En  reinplaçanl   clz.   <!},.   dij  par    leurs   expressions,   on    ohrienl 
Téq  lia  lion  tliHorentielle 

,     ,  {\^  p--)dx^pq  dr  ^  />7./7'H-M  — y^)r/r 

^^  '  rdx-^sdy  sd.r-^tdy 

(pii  est   Ijien  idenlique  à  l'éqiialion  (a"))'   «piand  on  remplace  dx 
tl  dy  par  a  et  [j  respecliveinenl. 

1"  Cherchons,  par  exemple,  les  lignes  de  courbure  tle  l'hélicoïde 

V 
z  =  a  arc  taii!;  —  • 

X 

On  peut  poser  ici 

3-=çcosO,         y=zsinfl,         «  =  oO; 

les  coefficients  A,  B,  C  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

AcosO  ^-B  sinO  =  o, 
—  Ap  sinO  -+-  Bp  C05O  ^  C«  =  o. 

Nous  prendrons  G  =  p  et,  par  suile,  A  =  «  sin  6,  B  =  —  a  cos  6. 

L'équation  différentielle  (38)  devient  ici,  en  développant  et  réduisant  les 
termes  semblables, 

</p'— (p'H-  a-)dO'=  o. 
On  en  tire 


/?  =  -«- 
si  nous  prenons,  par  exemple,  le  signe  -^,  il  vient  en  intégrant, 

p  -I-  ^/p--h  a-  =  ae^-^a 
et 

0  =  -fed-Oo—  e-'^-S«'l. 

Les  projections  de  ces  lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xy  sont  des   spi- 
irales^toutes  égales  qu'il  est  facile  de  construire. 

2°  Cherchons  encore  les  lignes  de  courbure  du   paraboloïde   ^  =  ^-^  ■ 

a 
On  a 

r  X  I 

p  =  —,  q  =  —,  r  =  t  =  o,  s  =  — , 

au  a 

et  l'équation  dilTérentielle  (4i)  devient  ici 

{a--^  y-)  dx-  =  {a--7-  X-)  dy-. 
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On  en  tire 

dx         ,  dy 

— ===  ±  ^^^^=  =  o; 
\'x-  -\-  a-        \/y-  -^  a- 

si  nous  prenons,  par  exemple,  le  signe  ^  devant   les  deux   radicaux,   l'in- 
tégrale générale  est  représentée  par  l'équation 

ix  -t-  s/ x--^  a^)  {y  ■+-  /v-^  «2)  —  c, 

qui  donne  l'un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure.  Si  l'on  pose 


(4?.)  X  =  x>Jy-'-^a'^y\/x'- 

l'équation  précédente  peut  encore  s'écrire 


X-(-  v/A2-+-a'  =  C, 
d'après  l'identité 

\T  \/^--t-  a-  -^  y  y/jr'-+-  a-f  -i-  a  •  =  [.r^v  ^-  y'  i  x-  ^  a-  )iy'^  ^-  a-  )\  , 

et  il  s'ensuit  que  les  projections  de  l'un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure 
sont  représentées  par  l'équation  (42  ),  où  X  désigne  une  constante  arbitraire. 
On  verrait  de  même  que  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  l'autre 
système  sont  représentées  par  l'équation 


(43)  X  \/ y-  —  «-  —  y  </ x-  -^  a-  =  ;j.. 

En  tenant  compte  de  l'équation   du  paraboloïde  xy  =  az,    les   relations 
(42)  et  (43)  peuvent  encore  s'écrire 


z \  y--^  -■  =  '-'I         v'-^ —  -  —  V \,'    "^  z-  =  L  , 


V/j--— -S      et      v'>--^-- 

représentent  les  distances  du  point  (x,  y,  z)  aux  deux  axes  Oy  et  Ox 
respectivement.  Les  lignes  de  courbuie  du  paraboloïde  sont  donc  des 
courbes  te/les  que  la  somme  ou  la  différence  des  distances  de  l'un 
quelconque  de  leurs  points  aux  deux  axes  Oa^  et  O^  est  constante. 

247.  Développée  d'une  surface.  —  Soit  G  une  ligne  de  cour- 
bure de  la  surface  S;  lorsque  le  point  M  décrit  la  courbe  C,  la 
normale  MN  à  la  surface  reste  tangente  à  une  courbe  F.  Appe- 
lons A  le  point  de  contact,  et  soient  X,  Y,  Z  ses  coordonnées;  la 
coordonnée  Z  est  donnée  par  l'une  quelconque  des  équations  (4o), 
qui  se  réduisentà  une  seule,  puisque  C  est  une  ligne  de  courbure. 
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Ces  équations  (  fo)  peuvent  s'écrire 

.j         „  _  I  I  — /'-  )  'Lr  —  pq  dy  _  />f/  )/.r  ~  t  [  -4-  c/'^  <  (/y  _ 

011  obtient  encore  une  fraction  équivalente  à  ces  deux-lii  en  multi- 
|)lianl  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  dx ,  les  deux  termes 
(lu  second  par  dy,  et  les  combinant  par  voie  d'addition,   ce  qui 

donne 

„        _  _  dx--^  dy-  -^-  ( p  d.r  -f-  y  dy  }- 
r  dx-  —  ■>.  s  dx  dy  H-  /  dy- 

Mais  dx,  dv,  d:  sont  proportionnels  aux  cosinus  direcleuts  a, 
3,  V  de  la  tangente,  et  Ton  a  encore 

„        _  _  g-—  >-—  i/ig  —  (/  ^  1-  _  1 


Si  nous  comparons  cette  formule  à  la  formule  (iM).  t[ui  donne  le 
rayon  de  courbure  R,  pris  avec  son  signe,  de  la  section  normale 
tangente  à  la  ligne  de  courbure,  on  voit  que  la  relation  précédente 
peut  s'écrire 

(44)  ■         Z-.=  "" 


V  étant  le  cosinus  de  l'angle  aigu  que  fait  la  direction  positive  de 
la  normale  avec  Oc.  Mais  ;-|-Rv  est  précisément  égal  à  la  valeur 
de  Z  pour  le  centre  de  courbure  de  cette  section  normale.  Il 
s'ensuit  que  le  point  de  contact  A  de  la  normale  MN  criée  son 
enveloppe  F  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de  la  section 
normale  principale  tangente  à  C.  La  courbe  F  est  donc  le  lieu 
même  de  ces  centres  de  courbure.  Si  l'on  considère  toutes  les 
lignes  de  courbure  du  même  système  que  la  ligne  C,  le  lieu  des 
courbes  F  correspondantes  est  une  surface  S  à  laquelle  toutes  les 
normales  de  S  restent  tangentes.  Garlanormale  MN,  par  exemple, 
est,  tangente  en  A  à  la  courbe  F  située  sur  S. 

Considérons  maintenant  la  seconde  ligne  de  cou  i  bure  VJ  passant 
par  M  et  coupant  orthogonalemenl  la  première  C.  La  normale  à  la 
surface  S  le  long  de  C  reste  de  même  tangente  à  une  courbe  F' 
qui  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  normales  tan- 
gentes à  C.  Le  lieu  de  cette  courbe  F'  pour  l'ensemble  des  lignes 
de  courbure  du  même  système  que  C  est  une  surface  I'  à  laquelle 
G.,  I.  h 
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sont  tangeiiLes  loules  les  noimales  de  S.  I^es  deux  surfaces  S.  S' ne 
sonl  pas,  en  général,  analjliquemenl  dislincles,  mais  constituent 
deux  nappes  d'une  seule  surface  représentée  par  une  équation  indé- 
composable. 

La  normale  MN  à  la  surface  S  esl  tangenle  à  ces  deux  nappes  S, 
S',  aux  deux  centres  decouibure  principaux  A  et  A' de  la  surface  S 
au  point  M.  Il  est  facile  de  trouver  les  plans  tangents  à  ces  deux 
nappes  aux  points  A  et  A'  [fig-  41)-  Lorsque  le  poini  M  décrit  la 


courbe  C,  la  normale  MN  engendre  une  surface  développable  D 
ayant  F  pour  arête  de  rebroussement  ;  d'autre  pari,  le  point  de 
contact  A'  de  cette  normale  MN  avec  S'  décrit  une  courbe  y'  dis- 
tincte de  r',  car  la  droite  MN  ne  peut  rester  tangente  à  la  fois  aux 
deux  courbes  F  et  F'.  La  développable  D  et  la  surface  S'  sont  donc 
tangentes  au  point  A',  et,  par  suite,  le  plan  tangent  en  A'  à  S'  esl 
tangent  à  la  développable  D  le  long  de  MN  ;  c'est  donc  le  plan  NMT, 
passant  par  la  tangente  à  C.  On  verrait  de  même  que  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  2  au  point  A  esl  le  plan  NMT'  passant  par  la 
tangente  à  la  seconde  ligne  de  courbure  C. 

Les  deux  plans  NMT,  NMT'  sont  rectangulaires,  ce  qui  conduit 
à  une  propriété  importante  de  la  développée.  Imaginons  que  d'un 
point  quelconque  O  de  l'espace  on  abaisse  une  normale  OM  sur  la 
surface  S,  et  soient  A  et  A'  les  centres  de  courbure  principaux  de  S 
sur  celle  normale.  Les  plans  tangents  aux  points  A  et  A' aux  deux 
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na))pes  I.  T  de  la  développée  sont  orthogonaux  ;  comme  ces  plans 
tangents  passent  au  point  O,  on  voit  que  les  deux  nappes  de  la 
développée  d'une  surface  S,  vues  d'un  point  quelconque  O  de 
l'espace,  paraissent  se  couper  à  angle  droit.  La  réciproque  de 
cette  propriété  sera  démontrée  plus  loin. 

248.  Formules  dOlinde  Rodrigues.  —  Désignons  toujoui  s  par 
À,  [x,  V  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface,  par  R  un 
rayon  de  courbure  principal;  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure correspondant  sont 

(45)  X  =  .r^RX,         Y=r-r-RiJ.,         Z  =  ::^-Rv. 

Lorsque  le  point  {x,y,  z)  décrit  la  ligne  de  courbure  tangente  à 
la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbure  est  R,  ce  centre  de 
courbure  décrit,  nous  venons  de  le  voir,  une  courbe  F  tangente  à 
la  normale  MN  de  S.  On  doit  donc  avoir 

rfX       d\       dZ 


ou,  en  remplaçant  X,  \  ,  Z  par  les  valeurs  {^^), 
dx  —  R  ff/.       dy  —  R  d'i.       dz  —  R  </v 


la  valeur  commune  de  ces  rapports  est  zéro,  car  si  on  les  combine 
par  addition  après  avoir  multiplié  les  deux  termes  du  premier 
par  X,  ceux  du  deuxième  par  a,  ceux  du  troisième  par  v,  on  a  un 
rapport  équivalent  dont  le  dénominateur  est  Tunilé,  tandis  que  le 
numérateur 

A  dx  ^  \i.  dy  -^  'I  ds  -^  K{  À  dA  +  ,a  d<j.  -t-  v  d-i  ) 

est  idenliquement  nul.  Nous  obtenons  ainsi  les  formules  d'Olinde 
Rodrigues 

(46)  rfx-i-Rc;À  =  o,         4rH-Rc/;jL  =  o,         dz-^Kdi  =0, 

qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  surfaces.  Bien 
entendu,  ces  formules  ne  s'appliquent  qu'à  un  déplacement  du 
point  {x,y,  z)  sur  une  ligne  de  courbure. 

Remarque.  — ■   On  peut  aussi   se  servir  des    propriétés   de   la 


Cl2  CHAPITRE    XII.    —    SURFACES. 

développée  d'une  surface  pour  former  l'équation  aux  rayons  de 
courbure  principaux.  Remplaçons,  dans  les  formules  (45),  A,  [x,  v 
par  les  valeurs  (8),  et  posons  R  =  p  y/A^ -t- B'^  +  C- ;  elles  de- 
viennent 

X  =  ar — pA,         Y  =  j' — pB,         Z  =  c  —  pC. 

Puisque  le  point  X,  Y,  Z  décrit  une  courbe  tangente  à  la  normale 
à  la  surface  S,  lorsque  le  point  {x^y,  :)  décrit  une  ligne  de  cour- 
bure, on  doit  avoir 


dx  —ùclK  —  A  d'. 


d, 


'.  dB  —  Bdp 


dz—zdC-  C  d? 


A  B  C 

ou,  en  appelant  —  f/p  -f-  K.  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 
(47)     f/^-  prfA  — AK  =  o,       ^K— prfB  — BK  =  o,       rfc  —  prfC— CK  =  o. 

En  éliminant  p  et  K  entre  ces  trois  relations,  on  retrouve 
l'équation  différentielle  (38)  des  lignes  de  courbure;  mais  si  l'on 
remplace  dx,  dy,  dz,  f/A,  c/B,  f/C  par 


•  du 


■  di', 


—  du  H «c. 


puis  qu'on  élimine  du,  dv,  K,  on  parvient  à  une  équation  en  p 


(48) 


au 

-  0  t 

'  Ou 

Or 
Ov  ~ 

(tu 

dB 

-  0  — , 
'  ou 

Ov 

Oz 

oc 

Oz 

P  -^  >      A 
^  Ov 

OB 


Des  transformations  tout  à  fait  pareilles  à  celles  du  n"  2-46  per- 
mettent de  vérifier  l'identité  de  cette  équation  avec  l'équation  (24), 
mais  l'équation  (48)  n'exige  pas  le  calcul  préalable  de  E,  F,  G, 
D,  D',  D". 

Clierchons  encore,  comme  application,  les  rayons  tie  courbure  princi- 
paux de  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur.  On  a,  dans  ce  cas,  en  modi- 
fianl  un  peu  les  notations  employées  plus  haut, 


J"  =:  H  COSC, 

A  =  n  sin  v, 


y  =  u  SIM  V, 
B  =  —  a  cosiJ, 


z  =  av 
G  =  u. 
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et  l'équation  '  jS  )  se  réduit  à 

fl-  0-  =  n--4-  U-. 


d'où  l'on   lire   R  =  ziz •  Les  rayons  de  courbure  principaux   de 

l'hélicoïde  sont  donc  égaux  et  de  signes  contraires. 


249.  Théorème  de  Joachimsthal.  —  On  peut  quelquefois  trouver 
par  des  considérations  géométriques  les  lignes  de  courluire  de 
certaines  surfaces.  Ainsi,  il  est  à  peu  près  évident  que  les  lignes 
de  courbure  d'une  surface  de  révolution  sont  les  méridiens  et  les 
parallèles  de  celte  surface,  car  ces  courbes  sont  tangentes  en  chacun 
de  leurs  points  à  l'un  des  axes  de  l'indicatrice.  Comme  vérification, 
nousremarquerons  que  les  normales  le  long  d'un  méridien  forment 
un  plan,  et  les  normales  le  long  d'un  parallèle  un  cône  de  révo- 
lution, c'est-à-dire  des  surfaces  développables. 

Sur  une  surface  déveioppable,  une  première  famille  de  lignes 
de  courbure  est  formée  des  génératrices.  La  seconde  famille  se 
compose  des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices,  c'est-à- 
dire  des  développantes  de  l'arèle  de  rebroussement  (n°23o)  ;  elles 
s'obtiennent  par  une  quadrature.  Si  l'on  connaît  l'une  d'elles,  on 
peut  en  déduire  toutes  les  autres  sans  quadrature.  Tous  ces  résul- 
tats sont  faciles  à  vérifier  par  le  calcul. 

La  théorie  des  développées  d'une  courbe  gauche  a  conduit 
Joachimsthal  à  un  théorème  important,  souvent  utilisé  dans  cette 
théorie.  Soient  S,  S'  deux  surfaces  se  coupant  suivant  une  courbe  G, 
ligne  de  courbure  pour  chacune  d'elles;  la  normale  MN  à  la  sur- 
face S  le  long  de  G  engendre  une  surface  déveioppable,  et  la  nor- 
male MN' à  la  surface  S'  le  long  de  G  engendre  une  autre  surface 
déveioppable.  Or,  ces  deux  droites  sont  normales  l'une  et  l'autre  à 
la  courbe  C.  Par  suite,  si  deux  surfaces  ont  une  ligne  de  cour- 
bure commune,  elles  se  coupent  sous  un  angle  constant  tout  le 
long  de  cette  ligne  (n°  233). 

Réciproquement,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  et  si  la  courbe  d'intersection  est  une  ligne  de  courbure 
pour  l'une  d'elles,  elle  est  aussi  une  ligne  de  courbure  pour  la 
seconde.  On  sait  en  effet  que,  si  une  famille  de  normales  à  une 
courbe  gauche  C  engendre  une  surface  déveioppable,  il  en   est  de 
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même  des  normales  obtenues  en  faisant  tourner  chacune   d'elles 
d'un  angle  constant  dans  le  plan  normal  à  C. 

Toute  courbe  plane  ou  sphérique  est  une  ligne  de  courbure  du 
pian  ou  de  la  sphère.  On  déduit  donc  du  théorème  de  Joachimsthal 
le  corollaire  suivant:  Pour  qiCune  courbe  plane  ou  sphérique 
située  sur  une  surface  soit  une  ligne  de  courbure  de  cette  sur- 
face, il  faut  et  il  suffit  que  la  surface  coupe  le  plan  ou  la  sphère 
sous  un  angle  constant. 

2o0.  Théorème  de  Dupin.  —  Aous  avons  déjà  parlé  à  diverses 
reprises  des  svstèmes  triples  orthogonaux  (n''^  68,  147).  L'origine 
de  cette  théorie  remonte  à  un  théorème  célèbre,  dû  à  Dupin,  que 
nous  allons  étalilir  : 

Etant  données  trois  familles  de  surfaces  formant  un  sys- 
tème triple  orthogonal,  l'intersection  de  deux  surfaces  de 
familles  différentes  est  une  ligne  de  courbure  pour  chacune 
d'elles. 

Supposons  les  coordonnées  rectangulaires  x,  j-,  :■  d"uii  point  de 
l'espace  exprimées  au  moyen  des  trois  paramètres  u.  c,  (v,  de 
façon  que  les  trois  familles  de  surfaces  (u),  {v),  (w)  forment  un 
svstème  triple  orthogonal.  Les  conditions  d'orthogonalité  sont 
exprimées  par  les  trois  relations  (n°  68) 

„  dz  dx  _  dx   dx  „  dx  àx 

(4q)  s -; ; —  =  o,  5- —  =  o,  Î5  ^  —  =  o. 

^"  dv   àw  ôw  Ou  ou  ov 

En  dilTérentiant  ces  relations  par  rapport  à  u.  r,  i\'  respecti- 
vemenl,  il  vient 

„  dx     O^x         „  dx    d-x  _  dx     à-x         „  dx    à-x 

di>  du  dw  dw  du  dv  dw  du  dv  du  dv  dtv 

dx     d-x         _  àx     d-x 


(I  nù  l'on  déduit,  par  des  combinaisons  faciles, 
, .  ^  dx    o-x  „  dx    d-x 

(OOI  St ; —    =  O,  S  -—    -7 =  O,  S 

du  dv  dw  dv  du  div 

I  1  , 1  •     •        •         ,        ,  .    ■    .       dx      ày     àz  ,         , 

L  élimination  des  dérivées  ^ >  -^  >  -r-  entre  les  deux  premières 
dw     dw    dw  ' 


(.3.) 
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é(jii;ilions  {■\g)  el  ia  dernière  équalion  (5o)  conduit  à   la  coiidilioii 

dr  'h-  c): 

rJU  OU  Ou 

<)r  ôy  (tz 

(Jv  «/!'  i)i- 

(J-  X  li-  V  <)'-  z 

du  dv  du  c/i'  du  i/i>   ] 

(|ui  exprime  c|iie,  sur  une  surface  ("'),  les  courbes  u  =C,  c  =  G' 
formenl  un  réseau  conjugué.  Ce  réseau,  élanl  à  la  fois  orthogonal 
el  conjugué,  est  donc  composé  des  lignes  de  courbure,  ce  f|ui 
démontre  le  théorème  énoncé. 

Un  exemple  bien  remarquable  de  système  triple  orthogonal  est 
fourni  par  les  surfaces  homofocales  du  second  degré  (n°  148), 
dont  l'étude  a  sans  doute  conduit  Dupin  au  théorème  général.  Il 
résulte  de  ce  théorème  que  les  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde 
ou  d'un  hyperboloïde  (qui  avaient  déjà  été  obtenues  par  iMonge) 
sont  les  courbes  d'intersection  de  cette  surface  et  des  surfaces  du 
second  degré  homofocales  à  celle-là. 

Les  paraboloïdes  représentés  par  I  équation 


OÙ  A  est  un  jiaramètre  variable,  forment  aussi  un  système  trqDle 
orthogonal,  ce  qui  nous  donne  les  lignes  de  courbure  du  parabo- 
loïde.  Citons  encore  le  système  triple  rencontré  plus  haul(n°  246) 


\l  X'-- 


^W- 


Sf7: 


1^-/ 


v  y 


■■'(■ 


La  recherche  des  systèmes  triples  orthogonaux  est  un  des  |)ro- 
blèmes  les  plus  intéressants  et  les  plus  difficiles  de  la  Géométrie 
infinitésimale.  Il  a  fait  l'objet  d'un  grand  nombre  de  Mémoires 
dont  on  trouvera  les  résultats  résumés  dans  un  récent  Ouvrage  de 
M.  Darboux  (').  Une  surface  ([uelconque  S  appartient  à  une  infi- 
nité de  systèmes  triples  orthogonaux  ;  l'un  de  ces  systèmes  est 
formé  par  les  surfaces  parallèles  à  S  el  par  les  deux  familles  de 
surfaces  développables  engendrées  |)ar  les  normales   à  S   le   long 


Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  coordonnées  curvilignes,  189K. 
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des  lignes  de  courbure  de  cette  surface.  Soient,  en  effet,  O  un 
point  quelconque  de  la  normale  MN  à  la  surface  S  au  point  M, 
MT  et  MT'  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  C,  C  passant 
en  M.  La  surface  parallèle  à  S  qui  passe  au  point  O  a  son  plan 
tangent  parallèle  au  plan  tangent  en  M  à  S  ;  les  surfaces  dévelop- 
pables  engendrées  par  les  normales  le  long  de  la  courbe  C  ou  de 
la  courbe  C  ont  pour  plans  tangents  les  plans  NMT  et  NMT'  res- 
pectivement. Ces  trois  plans  sont  bien  orthogonaux  deux  à  deux. 
De  tout  système  triple  orthogonal  on  peut  déduire  une  infinité 
d'autres  systèmes  analogues,  au  moyen  de  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  puisque  celte  transformation  con- 
serve les  angles.  Puisque  toute  surface,  nous  venons  de  le  voir, 
fait  partie  d'un  système  triple  orthogonal,  on  en  conclut,  ce  qu'il 
est  aisé  de  vérifier,  que,  dans  toute  transformation  par  ravons 
vecteurs  réciproques,  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  trans- 
formée sont  les  transformées  des  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face primitive. 

231.  Application  à  quelques  classes  de  surfaces.  —  Ou  s'est  pro- 
posé un  grand  nombre  de  |.ioblènies  sur  la  délernnination  des  surfaces 
dont  les  lignes  de  courbure  satisfont  à  des  conditions  géométriques 
données  à  l'avance.  Nous  indiquerons  quelques-uns  des  résultats  les  plus 
5im|)les. 

Cherchons  d'abord  toutes  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de 
l'un  des  systèmes  sont  des  cercles.  D'après  le  théorème  de  Joachimsthal, 
le  plan  du  cercle  doit  couper  la  surface  sous  un  angle  constant;  il  s'ensuit 
que  les  normales  à  la  surface  en  tous  les  points  du  cercle  C  doivent  ren- 
contrer l'axe  du  cercle  (c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  par  son 
centre  sur  le  plan  du  cercle),  en  un  même  point  O.  La  sphère  décrite  du 
point  0  comme  centre  et  passant  par  C  est  tangente  à  la  surface  tout  le 
long  de  G  :  la  surface  considérée  est  donc  l'enveloppe  d'une  sphère  dépen- 
dant (\' lin  paramétre  variable.  Inversement,  toute  surface  enveloppe  de 
sphères  répond  à  la  question,  car  les  caractéristiques,  qui  sont  des  cercles, 
forment  évidemment  une  première  famille  de  lignes  de  courbure. 

Les  surfaces  de  révolution  sont  évidemment  un  cas  particulier.  Un  autre 
cas  intéressant  est  celui  des  surfaces  canaux,  ou  surfaces  enveloppes 
d'une  sphère  de  rayon  constant  R  dont  le  centre  décrit  une  courbe  arbi- 
traire r.  Les  caractéristiques  sont  les  cercles  de  rayon  R  dont  le  centre 
décrit  r  et  dont  le  plan  reste  normal  à  F.  Les  normales  à  la  surface  sont 
aussi  normales  à  la  courbe  F;  on  obtiendra  donc  les  lignes  de  courbure  du 
second  système  en  prenant  les  traces  sur  la  surface  des  développables  en- 
gendrées par  les  normales  à  F. 
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Si  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  des 
cercles,  cette  surface  peut,  d'après  cela,  être  considérée  de  deux  manières 
difl'érentes  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  dépendant  d'un  paramétre  va- 
riable. Soient  Si,  Sj,  S3  trois  sphères  quelconques  du  même  système,  Cj, 
C,,  C3  les  caractéiistiques  correspondantes,  et  Mj,  M»,  M3  les  points  de 
rencontre  de  Ci,  C2,  C3  avec  une  ligne  de  courbure  C  du  second  système. 
La  sphère  S'  tangente  à  la  surface  en  tous  les  poinis  du  cercle  C  est  aussi 
tangente  au\  trois  sphères  S,,  S,,  S3  aux  points  Mi,  M2,  M3  ;  de  sorte  que 
/a  sur/ace  cherchée  est  l'enveloppe  d'une  sphère  variable  qui  reste 
tangente  à  trois  sphères  fixes.  Cette  surface  bien  connue  est  la  ryclide 
de  Dupin.  M.  Mannheim  a  démontré  d'une  façon  élégante  qu'elle  était  la 
transformée  d'un  tore  p;ir  rayons  vecteurs  réciproques.  Soit  y  's  cercle 
orthogonal  aux  trois  sphères  Si,  85,  S3;  si  l'on  eflectue  une  transforma- 
tion par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  pour  pôle  un  point  de  y, 
ce  cercle  se  change  en  une  ligne  droite  00',  et  les  sphères  Sj,  S2,  S3  se 
changent  respectivement  en  trois  sphères  Si,  S»,  S3  orthogonales  à  la  ligne 
droite  00',  ayant  par  conséquent  leurs  centres  sur  cette  droite.  Soient 
C'i,  C!,,  C3  les  sections  de  ces  sphères  par  un  plan  passant  par  00',  C  un 
cercle  tangent  à  C',,  C'j,  C3  et  S'  la  sphère  admettant  C  pour  grand 
cercle.  Il  est  clair  que,  dans  un  mouvement  de  rotation  autour  de  00',  la 
sphère  S'  reste  tangenlt  aux  trois  sphères  S,,  So.  -.31  et  l'enveloppe  de  S' 
est  le  tore  ayant  pour  méridienne  le  cercle  C. 

Proposons-nous  encore  de  déterminer  les  surfaces  dont  les  lignes  de 
courbure  de  l'un  des  systèmes  sont  des  courbes  planes  situées  dans  des 
plans  parallèles.  Prenons  pour  plan  îles  xy  un  plan  parallèle  aux  plans  des 
lignes  de  courbure,  et  soit 

^r  cosa  -r-  j'  sina  =  V {3.,  z) 

l'équation  tangentielle  de  la  section  plane  faite  dans  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  des  xy  ;  F(a,  z)  est  une  fonction  des  deux  variables  ^ 
et  ;:  qui  dépend  <le  la  surface  considérée.  Les  coordonnées  x,  y  d'un  point 
de  la  surface  s'ubtiendi  ont  en  joignant  à  l'équation  précédente  la   relation 

<)¥ 
—  X  sin  7  -)-  r  cosa  =  -— • 
•'  àv. 

Les  formules  qui  donnent  .r,  }',  z  sont  donc  les  suivantes  : 

^f    .  „    .  àF 

(  52  )      X  =  V  cosa —  sin  ï,         )•  =  r  sin  a  H — —  cos  a,         z  =  z  , 

toute  surface  peut  être  représentée  par  <les  équations  de  cette  forme,  en 
choisissant  convenablement  la  fonction  F(a,  z).  11  n'y  aurait  exception 
que  pour  les  surfaces  réglées  admettant  le  plan  ;  =0  comme  plan  direc- 
teur. 

Un  calcul  facile  donne,  pour  les  coefficients  A.  15,  C    de   l'équation    du 
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plan  tangent, 

A  =  coso(.         B  =  sinï,         C= , 

âz 

de   sorte   que  le  cosinus  de  l'angle   que  fait    la   normale  avec   O^   a   pour 
expression 


Pour  que  les  sections  planes,  situées  dans  les  plans  parallèles  au  plan  a- Oj', 
soient  lignes  de  courbure,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  le  théorème  de  Joa- 
chimsthal,  que  ces  plans  coupent  la  surface  sous  un  angle  constant,  c'est- 
à-dire  que  V  soit  indépendant  de  ï.  FI  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  Fj 
ne  dépende  que  de  la  variable  z,  et  par  suite  que  F(a,  z)  soit  de  la  forme 

F(a,2)  =  9(^)  +  4/(a), 
les  fonctions  cp  et  4*  étant  arbitraires.  Les  formules  (5i)  deviennent   alors 

i  X  =  i!j(a)  coia  —  t}('(a)  sin  a -t- 0(2)  cosa, 
(53)  '_y  =  J/(ï)sina-i-il;'(2)cosa-t-cp(;)sina. 


on  obtient  ainsi  les  surfaces  les  plu»  générales  répondant  à  la  question. 

On  peut  donner  de  ces  surfaces  la  génération  suivante.  Les  deux  pre- 
mières des  équations  (53)  représentent,  quand  on  y  considère  -  comme 
constant  et  a  comme  variable,  une  famille  de  courbes  qui  sont  les  projec- 
tions sur  le  plan  z  =  o  des  sections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles 
au  plan  des  xy.  Or,  ces  différentes  courbes  sont  toutes  parallèles  à  la  courbe 
obtenue  en  faisant  y(2)  =  o  ;  d'où  l'on  déduit  la  construction  suivante: 
on  prend  dans  le  plan  z  =:o,  une  courbe  arbitraire  et  les  différentes 
courbes  parallèles  à  celle-là,  puis  on  déplace  chacune  de  ces  courbes, 
suivant  une  loi  arbitraire,  parallèlement  à  O  z  ;  la  surface  engendrée 
par  les  différentes  positions  de  la  courbe  variable  est  la  surface  la 
plus  générale  répondant  à  la  question. 

Ce  mode  de  génération  peut  être,  comme  on  le  voit  aisément,  remplacé 
par  le  suivant  :  Les  surfaces  demandées  sont  engendrées  par  une  courbe 
plane  de  forme  arbitraire  dont  le  plan  roule  sans  glisser  sur  un  cy- 
lindre à  base  quelconque.  Ce  sont  donc  des  surfaces  moulures. 

On  le  vérifie  facilement  sur  les  formules  (53)  en  étudiant  les  courbes 
planes  a  =  const.  Les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  sont  précisément 
les  courbes  planes  ;  =  C  et  a  =  C. 

252.  Représentation  sphérique.  —  Soit  S  une  surface  ou  portion  de 
surface,  ayant  deux  côtés  distincts  (n°  138).  Choisissons  un  de  ces  côtés  en 
particulier,  et  considérons  en  chaque  point  M  la  direction  .MN  de  la  nor- 
male  qui   correspond   à   ce  côté.    Puis   menons,    par  le   centre    O    d'une 
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sphère  s,  dont  on  suppose  le  rayon  égal  à  l'unité  de  longueur,  une  demi- 
droite  parallèle  à  la  direction  positive  MN  de  la  normale  à  ï.  Cette 
demi-droite  perce  la  sphère  S  en  un  point  m  qu'on  fait  correspondre  au 
point  i\I  de  S.  A  chaque  point  M  de  S  correspond  ainsi  un  point  déter- 
miné m  de  S;  les  plans  tangents  sont  parallèles  aux  points  correspondants 
et  si  l'on  adopte,  comme  direction  positive  de  la  normale  à  la  sphère,  la 
direction  qui  va  vers  l'extérieur,  les  directions  positives  des  normales  aux 
deux  surfaces  sont  aussi  les  mêmes.  A  chaque  courbe  C  de  ^  correspond 
une  courbe  c  de  S,  qui  est  l'image  sphérique  de  C. 

La  tangente  nit  en  un  point  m  de  c  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
conjuguée  sur  S  de  la  tangente  MT  à  la  courbe  G  au  point  correspon- 
dant M. 

Soient,  en  effet,  M  et  M'  deux  points  voisins  de  G;  ni  et  m'  les  points 
correspondants  île  c,  D  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents  à  la 
surface  S  aux  points  M  et  M',  d  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents 
à  la  sphère  aux  points  m  et  m' .  Ces  plans  étant  parallèles  deux  à  deux,  il 
est  clair  que  d  est  parallèle  à  D.  Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfi- 
niment du  point  M,  la  droite  D  a  pour  position  limite  la  tangente  MT'  à  S, 
conjuguée  de  la  tangente  MT  à  C  (n°  445).  De  même  d  a  pour  limite  la  tan- 
gente conjuguée  de  nit  sur  la  sphère,  soit  rnt' .  Mais  mt'  est  perpendiculaire 
à  mt,  puisque  l'indicatrice  en  un  point  quelconque  d'une  sphère  est  un 
cercle;  d'ailleurs  mt'  est  aussi  parallèle  à  MT',  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition énoncée. 

Pour  que  les  droites  MT,  mt  soient  j)arallèles,  il  faut  et  il  suffit  que  .MT 
soit  perpendiculaire  à  sa  tangente  conjuguée,  c'est-à-dire  que  .MT  soit  un 
des  axes  de  l'indicatrice  de  S.  On  voit  donc  que  la  tangente  à  une  ligne 
de  courbure  de  S  et  la  tangente  à  son  image  sphérigue  sont  parallèles 
aux  points  correspondants.  De  plus,  les  lignes  de  courbure  sont  les  seules 
courbes  de  S  jouissant  de  cette  propriété. 

Ce  résultat  est  à  rapprocher  des  formules  d'Olinde  Rodrigues.  En  effet, 
si  l'on  a  pris  pour  origine  le  centre  de  la  sphère  S,  les  coordonnées  du 
point  m  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  X,  fjt,  v  de  la  direction 
positive  de  la  normale,  et,  en  écrivant  que  les  tangentes  aux  deux 
courbes  C  et  c,  décrites  par  le  point  M(x,y,  z)  et  le  point  /«(X,  [x,  v), 
sont  parallèles,  on  est  conduit  aux  relations 

dx        dy        dz 

'Tn.^'dTx^.Th 

qui  sont  bien  d'accord  avec  les  formules  (4tJ,l. 

Considérons  sur  la  surface  2  un  élément  d'aire  infiniment  petit  dis,  autour 
d'un  point  M  de  cette  surface,  et  soit  da'  l'élément  correspondant  de  l'aire 

de  la  sphère.  Pour  calculer  le  rapport  -7—,  nous  n'avons  qu'à  appliquer  le 

calcul  du  n"  14.1,  en  observant  que  dans   le  cas  actuel  les  normales  aux 

deux  surfaces  étant  parallèles,  le  rapport  -r—  est  égal  au  rapport  des  élé- 
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nienls  -; —  de  deux  éléments  du  plan  des  xv.  Supposons  que  dans  le  voisi- 
mo  '  .11 

nage  du  point  M  la  surface  2  soit  représentée  par-  une  équation  -  =f(x,  y), 

et  qu'on  prenne  pour  direction  positive  de  la  normale   celle  qui  fait  un 

angle  aigu  avec  Oz.  Les  coordonnées  du  point  m  sont  alors 


V  1  -+-  /)2  ^  (p  <^/  l -^  p- -i- q-  VI 

et  l'on  a 

dio'  _  I  D(.r'.  y')  1  _  |  D(.r'.  y  )  1         1  D(/),  7  )  1 
rfi'j   ~|  D(,r,  _)')   I  ~  I    D(/),  (j  )   I        |D(.r,  j)| 

ou,  comme  le  montre  un  calcul  facile, 

rftu'  ri  —  s- 


dii)         [i  ^p--^  q-)- 

Le  second  membre  de  cette  formule  n'est  autre  que  la  valeur   absolue 

de  la  courbure  totale  de  la  surface  -,  ce  qui  conduit  à  une  définition 

de  cet  élément  géométrique   tout  à   fait  analogue  à  celle  de  la  courbure 
d'une  courbe  ( n°  228). 

Mais,  tandis  que  la  courbure  d'une  courbe  gauche  s'exprime  au  moyen 
d'un  radical,  la  courbure  totale  s'exprime  rationnellement  et  par  suite  a 
un  signe,  celui  de  rt  —  s^.  Ce  signe  peut  encore  s'interpréter  au  moyen  de 
la  représentation  sphérique.  Imaginons  deux  observateurs,  couchés  respec- 
tivement sur  les  normales  en  deux  points  correspondants  de  S  et  de  S,  les 
pieds  sur  la  surface  et  la  tête  sur  la  direction  positive  de  la  normale. 
Lorsque  le  premier  observateur  décrit  le  contour  de  l'aire  da  de  façon  à 
avoir  cette  aire  à  sa  gauche,  le  second  observateur  décrit  le  contour  de 
l'aire   sphérique  ds',  en  laissant  cette   aire  à  sa  gauche   ou   à   sa  droite; 

/■/  —  .■;-,  et  par  suite  —7-7  est  positif  dans  le  premier  cas,  et  négatif  dans  le 

second  cas  (n"  124,  141). 


m.  —  NOTIONS  SUR  LES  SYTÈMES  DE  DROITES. 

La  position  d'une  droite  dans  l'espace  dépend  de  quatre  para- 
mètres variables.  On  peut  donc  considérer  des  assemblages  de 
droites  dépendant  d'un,  deux  ou  trois  paramètres  variables,  sui- 
vant le  nombre  des  relations  qu'on  établit  entre  les  quatre  para- 
mètres dont  dépend  la  position  d'une  droite.  Une  droite  mobile, 
dépendant  dhin  paramètre  variable,  engendre  une  sur/ace  réglée- 
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L'ensemble  des  droites  qui  dépendenl  de  deux  paramètres  va- 
riables distincts  esl  une  congriience  île  droites,  lùifin  on  appelle 
complexe  de  droites  tout  svstènie  île  droites  dépendant  de  trois 
paramètres. 


253.   Surfaces  réglées.  —  Soient,  ihins  un  système  d"axes  rec- 
tangulaires. 

(i4)  x  =  az-r-iK        y  =  bz-r-({, 

les  équations  de  la  génératrice  mobile  G,  a,  b,  p,  q  étant  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  variable  u.  Nous  allons  étudier  comment 
varie  la  position  du  plan  tatigent  à  la  surface  S  engendrée  parcette 
droite,  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  sur  la  génératrice  G. 
Les  équations  (54)i  jointes  à  l'é(]ualion  ^  =  ;,  donnent  les  expres- 
sions des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  en 
fonction  des  paramètres  indépendants  ;  et  «  ;  l'équation  du  plan 
tangent  esl  alors  (n°  61) 

X  —  .r        Y  —  1        Z  - 

a  b  i 

a  z -^  p'     b' z -^  <j'         o 

a',  b\p' ,  q'  étant  les  dérivées  de  r/,  b.  /),  q  par  rapport  à  u.  En 
remplaçant  x  par  as -[-/>,  j^  par  bz-^q.  et  développant  le  déter- 
n)inant,  cette  équation  s'écrit 

(55)        {b'  z  -^  q'){\-  aZ  -  p^  -  (a'  z  ^  p'){\  -  bl  —  q)  =  o. 

Nous  voyons  d'abord  que  ce  plan  passe  constamment  par  la  géné- 
ratrice G,  ce  qui  était  évident  a  priori,  et  en  outre  que  ce  plan 
tourne  autour  de  la  génératrice  lorsque  le  point  de  contact  décrit 

cette  droite,  à  moins  que  la  fraction  -rr- — — ^  ne  soil  indépendante 
'  '  bz^q  1 

des,  c'est-à-dire  à  moins   qu'on    n'ait  a' q' — 6'/>' =  o,   cas  que 

nous  écarterons   tout  d'abord.    La  fraction    précédente    étant  du 

premier  degré  en  s,  tout  plan  passant  par  la  génératrice  esl  tangent 

à  la  surface  en  un  point  de  celte  génératrice  et  en  un  seul.  Lorsque 

le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  génératrice,   le 

plan  tangent  tend  vers  un  plan  limite  P',   qu'on  appelle  le  plan 

tangent  au  point  à  l'infini  sur  la  génératrice  et  qui  esl  représenté 


(57)     lan 


622  CHAriTRE    XII.    —    SLRFACES. 

par  l'équation 

(56)  b\\  —  aZ—p)  —  a'(\~bZ  —  q}  =  o. 

Soit  10  l'angle  de  ce  plan  P'  avec  le  plan  langent  au  point  {x,y',z) 
de  la  génératrice.  Les  paramètres  directeurs  des  normales  à  ces 
deux  plans  sont  respeclivement  b' ,  — a' ,  a' b  —  ab' el  b' z  +  q' , 
—  (a' z  -\- p'),  b{a'  z  -\- p')  —  a{b' z  -{-  q')  -^  on  a  donc 

_  1 
[a'2-!-  i'2+(a6'— èa')2]    ^][a"-^  b''-+-  {al>'  —  ba')'']  z 
_  -i-  b'  q' -i-  a' p' -i-  (  ah' —  b'('  )  i  atj' —  hp'  )  \ 

/[«'--i-  6''-' H-  (ab' —  6a'  1=1  z- 
\  -+-  2;[6'(7'+  a  p  -\-  [ail  —  ha'  )  (  aq  —  hp  )\  +  q"^  -i-  p''^  -(-  {aq  —  bp  f- 

et  l'on  en  tire,  par  un  calcul  facile, 

(  a' q  ' —  h' p'  I  v/i  -J~  a-  -^  b- 


'-h  b'-  -i-  {  ab' —  ba'  )=]  x;  +  b'  q  ^-  a' p' ^  (  ab'  —  a'  b  )  {  aq'  —  hp'  ) 


Le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  P'  en  un  ))oinl  Oi  de 
la  génératrice  dont  la  coordonnée  3,  est  donnée  parla  formule 


(5S) 


(  ab'  —  ba'  )  (aq' —  hp'  )  _ 


(ab'—  ba'  y- 


ce  point  0(  est  appelé  point  central  de  la  génératrice,  et  le  plan 
tangent  en  ce  point  est  le  plan  central  P.  L'angle  9  que  fait  le 
plan  tangent  en  un  autre  point  de  la  génératrice  avec  le  plan  cen- 
tral est  égal  à  -^ di,  et  la  formule  (5'j)  peut  être  remplacée  parla 

suivante  : 

,,        \a'-^  b'--^  (ab' — ha')-]{z  —  z,) 

tani;6  =  t 

l  a'  q'  —  hp'  )  v'i  —  «--H  b- 

Soil  p  la  dislance  du  point  central  au  point  de  conlacl  M  du  pian 
tangent,  précédée  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  direc- 
tion OjM  fait  un  angle  aigu   avec  Os  ou  un  angle  oiiUis.    On  a 

p  =  (z  —  ^1)  V  1  -i- C'  +  ^"'  el  l'on  peut  encore  écrire  la  formule 
précédente 

(59)  langS  =  Ap, 


en  posant 

(Goj 


a'^^  b'--^  (ah' —  ba' )^ 
(a'  q' —  h'  p'  )(\  -i-  a^-h  b^)' 
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le  facteur  fc  est  leparamèlre  de  distribution.  La  formule  (39)  est 
l'expression,  sous  une  forme  très  simple,  de  la  loi  suivant  laf|uellc 
le  ijlan  langent  tourne  autour  de  la  génératrice.  Cette  formule  ne 
renferme  que  des  éléments  ayant  une  signification  jjéométrique  ; 
nous  verrons  en  ellét,  un  peu  plus  loin,  comment  on  peut  définir 
directement  le  paramètre  A.  Celte  formule  (09)  présente  cependant 
quelque  ambiguïté,  parce  qu'on  ne  voit  pas  tout  de  suite  dans 
quel  sens  on  doit  compter  l'angle  6.  Autrement  dit,  on  ne  sait  j)as 
a  ^/7'o77' comment  tourne  le  plan  tangent  autour  de  la  génératrice, 
lorsque  le  point  de  contact  se  déplace.  Ce  sens  de  rotation  est 
donné  précisément  par  le  signe  de  /.■. 

Pour  bien  saisir  ce  point,  imaginons  un  observateur  couché  sur 
la  génératrice  G  :  lorscpie  le  point  de  contact  se  déplace  en  mar- 
chant des  pieds  vers  la  tête,  cet  observateur  voit  le  plan  tangent 
tourner  de  sa  gauche  vers  sa  droite  ou  de  sa  droite  vers  sa  gauche. 
Il  suffit  d'un  peu  de  réflexion  pour  reconnaître  que  le  sens  de  rota- 
tion ainsi  défini  reste  le  même  lorsque  l'observateur  se  retourne 
sur  la  génératrice  de  façon  à  avoir  la  tête  où  il  avait  les  pieds  et 
inversement.  Deux  paraboloïdes  hyperboliques  avant  une  généra- 
trice commune,  et  symétriques  par  rapport  à  un  plan  passant  par 
cette  généralrice,  donnent  une  idée  nette  de  ces  deux  dispositions. 
Cela  posé,  imaginons  qu'on  déplace  d'une  façon  continue  le  Irièdre 
des  axes  de'  coordonnées  de  façon  à  amener  l'origine  au  point 
central  0|,  l'axe  des  z  venant  coïncider  avec  la  génératrice  et  le 
|)lan  des  xz  avec  le  plan  central.  Il  est  clair  que  le  paramètre  de 
distribution  conserve  une  valeur  constante,  et  la  formule  (09) 
devient,  dans  le  nouveau  système  d'axes 

(09  bis)  tangO  =  /,.:. 

f|  désignant  l'angle  du  plan  tangent  avec  le  plan  JK  =  o  compté  dans 
un  sens  convenable. 

Pour  la  valeur  ?<o  du  paramètre  qui  correspond  à  l'axe  O5,  on 
doit  avoir  a^  b  =/>  ^  r/  =  o,  et  l'équation  du  plan  tangent  (55) 

se  réduit  ici  à 

(b'  z  -^  g'  )X  —  (a'z^  p')\  =  o. 

Pour  que  l'origine  soit  le  point  central  et  le  plan  des  xz  le  plan 
central,  il  faut  qu'on  ait   a'=:o.  q'=o,    et   l'équation   du    plan 
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tangent  devient  Y  =  — ?^  X,  tandis  que  la  formule  (')o)  donne 
A' = r  On  voit  donc  que,  dans   la  formule  (o[}bis),   on    doit 

compter  l'angle  9  de  Oy  vers  0.r.  Si  le  trièdre  des  axes  a  la  dispo- 
sition adoptée  plus  haut  (n°  231),  un  observateur  couclié  sur  Oz- 
verra  le  plan  tangent  tourner  de  gauche  à  droite  si  k  est  positif,  et 
de  droite  à  gauche  si  k  est  négatif. 

On  appelle  ligne  de  striction  d'une  surface  réglée,  le  lieu  des 
points  centraux  des  différentes  génératrices.  Les  coordonnées  d'un 
point  de  cette  ligne  en  fonction  du  paramètre  u  sont  données  par 
les  équations  (54)  et  (58). 

He marque.  —  Si  l'on  a,  pour  la  génératrice  considérée, 
a'  g'  =  b' p' ,  le  plan  tangent  reste  le  même  tout  le  long  de  la  géné- 
ratrice. Lorsque  cette  relation  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de  M,  la  surface  réglée  est  développable  (n"  215),  et  il  est  facile  de 
retrouver  les  résultats  déjà  établis.  En  effet,  si  a'  et  b'  ne  sont  pas 
nuls  en  même  temps,  le  plan  tangent  est  le  même  en  tous  les  points 

de  G,  et  devient  indéterminé  pour  le  point  3  =  —  —:  ^  —  4-, ,  c'est- 
'  '  a  6 

à-dire  pour  le  point  de  contact  de  la  génératrice  avec  son  enve- 
loppe. En  tenant  compte  de  la  relation  a  q'  —  b' p'  ;=  o,  on  vérifie 
aisément  que  la  valeur  de  :;i  donnée  par  la  formule  (58)  est  iden- 
tique à  la  précédente.  La  ligne  de  striction  se  confond  avec  l'arête 
de  rebroussement  ;  quant  au  paramètre  de  distribution,  il  est 
infini.  Si  a' =  6' =  o,  la  surface  est  un  cylindre;  le  point  central 
est  indéterminé. 

234.  Le  point  central  et  le  paramètre  de  distribution  peuvent 
être  définis  d'une  autre  façon.  Considérons,  en  même  temps 
que  la  génératrice  G,  une  génératrice  voi  ine  G,,  correspondant 
à  la  valeur  u -\- h  du  paramètre,  et  représentée  par  les  équa- 
tions 

(6i)  X  =  (a -h  ^a)z -{- p -¥- \p,        y  =  (  b -\- \b)z -\- q -h  ^q . 

Soient  S  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  G  et  G( ,  a  l'angle 
de  ces  droites  et  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
de  G  avec  la  perpendiculaire  commune.  Des  formules  bien  connues 
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de  Géométrie  aiialvllque  nous  donneiil 

y  __  Aa  Af/  ^  \hlp—(a\b  —  l>la  )[(a  —  la  iS</  —  I  h  —  ih  \  lp\ 

(  Aa  )'  -i-  I  a6  I-  -;-  I  rt  A6  —  6  A«  )■  ' 

^  _  lalq  —  lb\p 


\f  (  Art  I-  ^  (Xb  ]-—  I  a\b  —  b  \a  r^ 

\l  {  Art  I-  —  (  A6  i-  —  i  rt  a6  —  6  Aa  ) 


V  rt-  —  6-  —  I  v'  I  <ï  —  Art  I-  —  (  6  —  a6  j2  _  I 

Lorsque  h  tend  vers  zéro.  Z  a  pour  limite  l'expression  trouvée 
plus  haut  pour  ;;,,  tandis  que  ^^^  a  pour  limite  /. .  Le  point  central 

est  donc  la  position  limite  du  pied  de  la  perpendiculaire  commune 
à  G  et  à  une  génératrice  infiniment  voisine,  tandis  que  le  para- 
mètre de  distribution  est  la  limite  du  rapport  ^^^ — 

Remplaçons  dans  lexpression  de  o.  Art,  ^b,  àp,  Iq  par  leurs 
développements  suivant  les  puissances  de  /i,  on  obtient  pour  le 
développement  du  numérateur 

AaA<7  —  AèAyD  =  h-(a' q' —  b' p'  )  -, (a  q' -i-  a' q' —  b~ p' —  b' p" )  -I-. . ., 

tandis  que  le  dénominateur  est  toujours  du  premier  ordre  en  h. 
On  voit  que  o  est  en  général  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
sauf  dans  le  cas  des  surfaces  développables.  oii  Ton  a  a'  <j'  — •  6'/)'  =  o. 

Mais  le  coefficient  de  —  est  la  dérivée  de  a'  q'  —  b' p  ;  ce  coeffi- 
cient est  donc  nul  aussi  et.  par  conséquent,  dans  une  surface  déve- 
loppable,  la  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  infiniment 
voisines  est  du  troisième  ordre  (n°  233).  Cette  remarque  est  due 
à  ^L  Bouquet,  quia  montré,  en  outre,  que  cette  distance  ne  peut 
être  constamment  du  quatrième  ordre  que  si  elle  est  nulle,  c'est- 
à-dire  dans  le  cas  des  tangentes  à  une  courbe  plane  ou  des  surfaces 
coniques.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  pousser  le  développement  de 
\a  \ij  —  Ib  \p  jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre. 

23o.   Congruences.  Surface  focale.  —  Tout  ensemble  de  droites 

(6>)  x  =  az—p,         y  =  bz  —  q, 

a,b,  /?,  (j  dépendant  de  deux  paramètres  variables  a,  3,  est  appelé 

congruence  de  droites.    Par  un   point   de  Tespace,   il   passe  en 

G.,  I.  4o 
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général  un  certain  nombre  de  droites  de  la  longruence,  car  on  a 
deux  équations  pour  déterminer  a  et  [i,  si  Ton  suppose  x,y,z 
connues.  Si  l'on  établit  une  relation  entre  les  paramétres  a  et  ^, 
la  droite  G  représentée  par  les  écjuations  (62)  engendre  une  sur- 
face réglée  qui  n'est  pas  en  général  une  surface  développable.  Pour 
(]ue  cette  surface  soit  développable,  il  faudra  qu'on  ail 
da  dq  —  db  dp  =  o, 

ou,  en  remphiçant  da  par  —  «a -f-  -^rt  .j,  .... 


(63) 


('^d^^%d^y\('-3-d.  +  '!id'^\ 


—      —  rfa 


^''^d?,)('td.-%d^) 


De  cette  équation  du  second  degré  en  -^ ,  on  tire  deux  valeurs, 

.,,,■•  d^ 

en  gênerai  distinctes,  pour-j^. 

Sous  des  conditions  très  générales  qui  seront  précisées  plus  tard 
et  que  nous  supposerons  remplies,  chacune  de  ces  équations  est 
vérifiée  par  une  infinité  de  fonctions  de  a;  chacune  d'elles  admet 
une  intégrale,  et  une  seule,  prenant  la  valeur  ^3o  pour  a  =;  aj. 
Toute  droite  G  de  la  congruence  appartient  donc  à  deux  surfaces 
développables,  dont  toutes  les  génératrices  sont  également  des 
droites  de  la  congruence.  Soient  F  et  F'  les  arêtes  de  rebrousse- 
ment  de  ces  deux  développables,  A  et  A'  les  points  de  contact 
de  G  avec  F  et  F'  respectivement.  Ces  deux  points  A  et  A'  s'ap- 
pellent \fi  points  focaux  àe.\z  génératrice.  On  les  obtient  comme 
il  suit,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  intégré  l'équation  (63) 
qui  donne  les  dévelopj)ables  de  la  congruence.  La  coordonnée  z 
de  l'un  de  ces  points  doit  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  relations 

^  da  -^  dp  =  o^  z  db  ^r-  d<j  =  o, 

ou,  en  remplaçant  r/a.  db,  dp,  dq  par  leurs  développements, 
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Eli  éliminant  z  entre  ces  deux  relations,  on  retrouve  l'équa- 
tion  (Gil),  mais,  si  l'on  élimine  le  rapport^,  on  obtient  nne 
équation  du  second  degré  qui  détermine  les  deux  points  focaux 


(0-.)     U- 


Le  lieu  lies  points  (beaux  A,  A'  se  compose  de  deux  nappes  de 
surfaces  S.  5' dont  on  obtiendrait  l'équation  en  éliminant  a  et  ^ 
entre  (62)  et  (65).  Ces  deux  nappes  ne  sont  pas  d'ailleurs  analyti- 
quement  distinctes,  en  général,  mais  constituent  deux  nappes 
d'une  mémo  surface.  Ce  sont  les  deux  nappes  de  la  s;//-yrtcsyocûf/e. 
Cette  surface  focale  est  aussi  le  lieu  des  arêtes  de  rebroussemenl 
des  développables  de  la  congruence.  Il  est  clair  en  effet  que, 
d'après  la  définition  même  de  la  courbe  F,  la  tangente  à  cette 
courbe  en  un  point  quelconque  a  appartient  à  la  congruence,  et 
que  le  point  a  est  un  de  ses  points  focaux.  Toute  droite  de  la  con- 
gruence est  tangente  aux  deux  nappes  S,  S',  puisque  cette  droite 
est  tangente  à  deux  courbes  situées  respectivement  sur  ces  deux 
nappes. 

Il  eslfacile,  en  reprenant  un  raisonnement  déjà  employé  (n°  247) 
de  trouver  les  plans  tangents  en  Aet  A'aux  surfaces 2  et  S'  (Jig-  44)- 
Imaginons,  par  exemple,  que  la  droite  G  se  déplace  en  restant 
tangente  à  F  ;  cette  droite  reste  aussi  tangente  à  la  surface  S',  et  son 
point  de  contact  A'  avec  cette  nappe  décrit  une  courbe  y'  qui  est 
nécessairement  distincte  de  la  courbe  F'.  La  surface  développable 
engendrée  ])ar  G  est  donc  tangente  en  A'  à  S',  puisque  les  deux 
plans  tangents  ont  en  commun  la  droite  G  et  la  tangente  à  y'.  Il 
s'ensuit  que  le  plan  tangent  en  A'  à  S'  est  précisément  le  plan  oscu- 
lateur  à  la  courbe  F  au  point  A.  On  verrait  de  même  que  le  plan 
tangent  en  A  à  S  est  le  |)lan  osculateur  en  A  à  a  courbe  F'.  Ces 
deux  plans  sont  A^^e\és  plans  focaux. 

Il  peut  arriver  que  l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  se 
réduise  à  une  courbe  C.  Les  droites  de  la  congruence  restent  alors 
tangentes  à  la  nappe  S  et  rencontrent  la  courbe  C;  l'une  des 
familles  de  développables  se  compose  des  cônes  circonscrits  à  la 
surface  S,   ayant  pour  sommets  les   diflérenls  points  de  C.    Si  les 


6.)8  CHAPITRE    XII.    —    SURFACES. 

deux  nappes  de  la  surface  focale  se  réduisent  à  deux  courbes  C, 
G',  les  deux  familles  de  développables  sont  formées  par  les  cônes 
avant  leurs  sommets  sur  l'une  des  courbes  et  passant  par  l'autre 
courbe.  Lorsque  les  deux  courbes  C,  C  sont  des  lignes  droites,  on 
a  une  congruence  linéaire. 

236.  Congruences  de  normales.  —  Les  normales  à  une  surface 
forment  évidemment  une  congruence,  mais  la  réciproque  n'est  pas 
vraie  ;  il  n'existe  pas  toujours  de  surface  normale  à  toutes  les  droites 
d'une  congruence.  En  effet,  si  l'on  considère  la  congruence  formée 
par  les  normales  à  une  surface  S,  les  deux  nappes  de  la  surface 
focale  sont  précisément  les  deux  nappes  S,  S'  de  la  développée  de  S 
(n°  247),  et  nous  avons  vu  qu'aux  deux  points  de  conlacl  A,  A' 
de  la  normale  avec  les  deux  nappes  les  plans  tangents  étaient  rec- 
tangulaires. Cette  propriété  caractérise  les  congruences  de  nor- 
males. Chercbons,  en  effet,  la  condition  pour  que  la  droite  (62) 
reste  normale  à  une  surface  ;  il  faut  et  il  suffupour  cela  qu'il  existe 
une  fonction  /(a,  p)  telle  que  la  surface  S  représentée  par  les 
é(|uations 

(66)  x  =  az^p,        y=bz  +  q,         z=f(ct,p) 

ait  précisément  poui-  normale  la  droite  G  elle-même.  11  faut  pour 
cela  qu'on  ail 

().r         ,  ày         àz 

a [-  0 h-—  =0, 

doL  (Je         oa 

dx         ,  ày         àz 

a^TT  -T-i-TT-i--?;  =0; 
dp  t<[i        c»p 

ces  conditions  deviennent,   en  remplaçant  x  par  az- -]-/),  y  par 

l)z  4-  </,  et  en  divisant  pary  rt-  -h  ^"  +  i, 


(67) 


Op  ôq 

à   I       1—^ j- \  <)y.  ù% 

-—  \z  <J a^+  é-i-i-  I  )  H —  =  G, 

dp  ôq 

à  I       I r-, \  <*?  ''f 

-^  (s  v/«    -+-  6-  -^  I  )  H '  =  O. 
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Pour  qu'elles  soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

O'p  \  ^/a.  _  /,.  ^ ,  /        01.  \  ^„._/,.__, 

si  cette  condition  est  vérifiée,  les  équations  (6-)  donneront;;  par 
une  quadrature.  Les  surfaces  obtenues  dépendent  d'une  constante 
introduite  par  l'intégration,  et  forment  une  famille  de  surfaces 
parallèles. 

Pour  avoir  la  signification  géométrique  de  la  condition  (68), 
remarquons  que,  d'après  sa  nature  même,  cette  relation  est  indé- 
pendante du  cboix  des  axes  de  coordonnées,  et  des  variables  in- 
dépendantes. Imaginons  qu'on  ait  pris  pour  axe  des  z  une  droite 
de  la  congruence,  et  pour  paramètres  a  et  p  les  coordonnées  du 
point  de  rencontre  d'une  droite  quelconque  de  la  congruence  avec 
le  plan  ;  ^  o.  On  a  p  =  tl,  ^  =  ^,  tandis  que  a  et  b  sont  des  fonc- 
tions des  variables  a  et  [i,  s'annulant  pour  a  =:  j  =  o.  La  condition 
d'intégrabilité  se  réduit  à-rr^^— pour  les  valeurs  a  =  o,  3=0 
des  paramètres.  D'autre  part,  l'équation  (63)  devient  ici 


d3 


cette  équation,  si  l'on  y  remplace  a  et  ,3  par  x  ely  respectivement, 
détermine  les  courbes  du  plan  :;  =  o  qui  sont  les  traces  sur  ce 
plan  des  développables  de  la  congruence,  et  la  condition —j  = — 
exprime  que  les  deux  courbes  de  cette  espèce  qui  passent  par 
l'origine  s'y  coupent  à  angle  droit.  Les  plans  tangents  aux  deux 
développables  de  la  congruence  qui  renferment  la  droite  x=o, 
y  ^o,  sont  donc  rectangulaires,  et  nous  obtenons  comme  conclu- 
sion l'importante  proposition  suivante  :  Pour  qu'une  congruence 
de  droites  soit  formée  de  normales  à  une  sur/ace,  il  Jaut  et 
il  suffit  que  les  plans  focaux  passant  par  chaque  droite  de  la 
congruence  soient  rectangulaires . 

Remarque.   —   Lorsqu'on    prend   pour   paramétres   variables    i,   ,S,    les 
cosinus  des  angles  que  fait  la  droite  avec  les  axes.0.r  et  Or,  on  a 

a  =  1        b  —  —  ,       y/i  -^  rt--T- 1-  =  —  • 
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les  équations  (61)  deviennent 

I   —  /  )-(-a  —  -T-  i-^  =0, 

(69)  '      .    '  '     X  A 


et  la  condition  d'intégrabilité  (68)  se  réduit  à  -^  =  ^-  Elle  exprime  que /) 


•^_dp 
da 


et  q  senties  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  F  (a.  3),  qui  s'obtient 

cF  dF     .  .  ,..,., 

par  une  quadrature,  n  =  -— ,  a  =  — ?-•  Un  a  ensuite  z  par  I  intégration  de 

l'équation  aux  différentielles  totales 


d'où  l'on  lire 


G  étant  une  constante  arbitraire. 

257.  Théorème  de  Malus.  —  Lorsque  les  rayons  lumineux  issus  d'un 
point  sont  réfléchis  ou  réfractés  par  une  surface,  ils  sont  normaux  à  une 
famille  de  surfaces  parallèles,  après  la  réflexion  ou  la  réfraction.  Ce 
théorème,  dû  à  Malus,  a  été  étendu  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de 
réflexions  ou  de  réfractions  par  Cauchy,  Dupin,  Gergonne  et  Onételet,  et 
l'on  peut  énoncer  la  proposition  générale  suivante  : 

Si  des  rayons  lumineux  sont  normaux  à  une  surface,  ils  ne  cessent 
pas  de  conserver  cette  propriété  après  un  nombre  quelconque  de 
réflexions  et  de  réfractions. 

La  réflexion  pouvant  être  considérée  comme  une  réfraction  d'indice  — i, 
il  suffit  évidemment  de  démontrer  le  théorème  pour  une  réfraction  unique. 
Soit  S  une  surface  normale  aux  rayons  lumineux,  /n.M  un  rayon  incident 
qui  rencontre  en  iVl  la  surface  dirimante  Z,  ÏMR  le  rayon  réfracté.  D'après 
la  loi  de  Descartes,  le  rayon  incident  Mm,  le  rayon  réfracté  MR  et  la  nor- 
male MN  sont  dans  un  même  plan,  et  l'on  a  entre  les  angles  i  et  r  (voir 
fig^.  45  )  la  relation  n  sin  i  =  sin  r.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons, 
comme  dans  le  cas  de  la  figure,  /i  <  1 .  Soit  /  la  distance  Mm;  sur 
le  prolongement  du  rayon  réfracté  portons  une  longueur  l  =zMm'  égale 
à  k  fois  la  longueur  /,  k  désignant  un  facteur  constant  qui  sera  déterminé 
tout  à  l'heure.  Le  point  m'  décrit  une  surface  S',  et  l'on  peut  choisir  le 
facteur  k  de  façon  que  le  rayon  réfracté  Mm'  soit  normal  à  cette  surface. 
En  effet,  soit  C  une  courbe  quelconque  située  sur  S  ;   lorsque    le   point   m 
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déci'it  C,  le  point  iM  où  le  raymi  incident  perce  S  décrit  une  courbe  T,  et 
le  point  correspondant  ni  décrit  sur  S'  une  autre  courbe  C.  Soient  s,  a,  i' 
Jes  arcs  des  trois  courbes  C,  T,  G',  o)  l'angle  de  la  tangente  .MTj  à  T  avec 
la  trace  MT  sur  le   plan  langent  du   plan   normal    qui    passe  par   le   rayon 


incident,  cj.  et  tp'  les  angles  de  MT,  avec  Mm  et  M/n'.  Pour  évaluer  cosip, 
par  exemple,  imaginons  que  l'on  projette  sur  MTi  une  longueur  égale  à 
l'unité  portée  sur  Mm;  on  peut  d'abord  projeter  cette  longueur  sur  MT, 
et  projeter  ensuite  cette  projection  sur  MTi,  ce  qui  donne  cosa  =  sinj  cosiu 
et  l'on  a  de  même  cosc»'  =  sin  /•  cosio.  Cela  étant,  appliquons  la  formule  (i6) 
(n°  S4-),  qui  donne  la  différentielle  d'un  segment  de  droite  aux  deux  seg- 
ments M/«,  Mwi';  on  a 

ill  =  —  (/:;'  cosio  sin  ;' 

(//'  =  —  di  f  os(o  sin  /•  —  ds'  oosO, 

en  appelant  0  l'angle  de  m' M  avec  la  tangente  à  la  courbe  C.  (!)n  déduit 
de  là,  en  remplaçant  dl  par  kdl.  la  relation 

costo  dj{  A'  sin  i  —  sinr)  =  ds'  ces  6, 

qui  devient,  en  supposant  k  =  n,  rfs'cosO  =  o.  Le  rayon  M /h'  est  donc 
normal  à  la  courbe  C,  et,  comme  C  est  une  courbe  quelconque  de  la  sur- 
face S',  il  s'ensuit  que  le  rayon  réfracté  est  préciséraeut  la  normale  à  la 
surface  S'.  Cette  surface  S'  s'appelle  Vanticaustique  ou  la  caustique 
secondaire.  Il  est  clair  qu'elle  est  l'enveloppe  de  la  sphère  décrite  du 
point  M  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  n  fois  la  longueur  Mm,  et  le 
résulat  obtenu  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  les  rayons  incidents  sont  normaux  à  une  surface  S,  considérons 
cette  surface  comme  l'enveloppe  de  sphères  ayant  leurs  centres  sur  la 
surface  dirimante  S.  Pour  obtenir  Vanticaustique  relative  aux  rayons 
réfractés,  il  faut  prendre  l'enveloppe  de  toutes  les  sphères  qu'on  ob- 
tient en  réduisant  le  rayon  des  précédentes  dans  le  rapport  de  l'unité 
à  l'indice  de  réfraction. 
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Cette  enveloppe  se  compose  de  deux  nappes,  correspondant  à  des  valeurs 
de  l'indice  de  réfraction  égales  et  de  signes  contraires.  Il  sera  impossible, 
en  général,  de  séparer  analytiquement  ces  deux  nappes. 

238.  Complexes.  —  Un  complexe  de  droites  est  formé  par  l'ensemble 
des  droites  qui  dépendent  de  trois  paramètres  variables.  Soient 

(70)  2-  =  as -H/),  y  =  bz-\-q, 

les  équations  d'une  droite;  tout  complexe  de  droites  est  défini  par  une 
certaine  relation  entre  a,  b,  p,  (j 

(71)  F(a,  b,  p,  q)  =  0, 

et  inversement.  Si  F  est  un  polynôme  entier  en  a,  b,  p,  q,  le  complexe  est 
algébrique.  Les  droites  du  complexe  passant  par  un  point  donné  (xç^,  y^,  z^) 
forment  un  cône  ayant  ce  point  pour  sommet,  dont  on  obtiendra  l'équation 
en  éliminant  a,  6,  p,  q  entre  les  relations  (70),  (71)  et  (72) 

(72)  3-0=  a^o-H/*,        )\i-=bza-\-  q\ 
l'équation  du  cône  du  complexe  est  donc 

(73)       F  (  "  -  ^" ,  -^^  -  >'^ ,  ■^"  "'  '-  ■'•  "'" ,  y^  ^-y--«\^^. 

\    Z  —  Zq        Z  —   ^)  Z  —  Ztj  Z  Zq        j 

De  même  dans  chaque  plan  il  y  a  une  infinité  de  droites  appartenant  au 
complexe,  ces  droites  enveloppent  une  courbe  appelée  courbe  du  complexe. 
Si  le  complexe  est  algébrique,  l'ordre  du  cône  du  complexe  est  égal  à 
la  classe  de  la  courbe  du  complexe.  Supposons  en  effet  qu'on  veuille 
avoir  les  droites  du  complexe  passant  par  un  point  donné  A  et  situées  dans 
an  plan  P  passant  par  ce  point.  On  peut  pour  cela  procéder  de  deux 
façons  :  on  peut  couper  par  le  plan  P  le  cône  du  complexe  ayant  son  som- 
met en  A,  ou  mener  par  le  point  A  les  tangentes  à  la  courbe  du  complexe 
située  dans  le  plan  P.  Comme  on  doit  trouver  le  même  nombre  de  droites, 
il  en  résulte  l'exactitude  du  théorème  énoncé. 

Si  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  un  plan,  le  complexe  est  dit  linéaire 
et  l'équation  (7i)est  delà  forme 

(74J  ka  -^"Rb  +  Cp  +  l)q  ^E{aq  —  bp)-^¥  =  o\ 

le  lieu  des  droites  du  complexe  qui  passent  par  un  point  a-o,  ^0,  -0  est  le 
plan  représenté  par  l'équation 

J  \(x  —  Xo)  +  R(y  —  y,,)  +  C(x^z  —  ZaX) 
'"'    ']  ^X)(y^z^~^y)^-pAy^x-x^y)  +  ¥(z~z,)=.o. 

La  courbe  du  complexe,  devant  être  de  classe  un,  se  réduit  à  un  point, 
c'est-à-dire  que  toutes  les  droites  du  complexe  situées  dans  un  plan  passent 
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par  un  point  de  ce  plan,  appelé  pôle  ou  foyer.  Un  complexe  linéaire 
établit  donc  une  liaison  entre  les  points  et  les  plans  dans  l'espace,  de  telle 
façon  qu'à  un  point  correspond  un  plan  passant  parce  point,  et  à  un  plan 
correspond  un  point  situé  dans  le  plan.  11  y  a  aussi  une  correspondance 
entre  les  dioites  de  l'espace.  Soit  D  une  droite  n'appartenant  pas  au  com- 
plexe ;  soient  F  et  F'  les  foyers  de  deux  plans  passant  par  cette  droite, 
et  A  la  droite  qui  les  joint.  Tout  plan  passant  par  A  a  pour  foyer  le  point  o 
où  il  rencontre  la  droite  D,  car  les  droites  oF,  oF' font  évidemment  partie 
du  complexe.  Il  en  résulte  que  toute  droite  rencontrant  D  et  A  fait  partie 
du  complexe,  et  enfin  que  le  foyer  d'un  plan  passant  par  D  est  le  point  de 
rencontre  de  ce  plan  avec  la  droite  A.  Les  deux  droites  D  et  A  sont  dites 
droites  conjuguées  :  chacune  d'elles  est  le  lieu  des  fovers  des  plans  passant 
par  l'autre. 

Si  la  droite  D  s'en  va  à  l'infini,  les  plans  passant  par  D  deviennent 
parallèles,  et  l'on  voit  que  le  lieu  des  foyers  des  plans  parallèles  à  un  plan 
fixe  est  une  droite.  Il  existe  toujours  un  plan  tel  que  le  lieu  des  foyers  des 
plans  parallèles  soit  une  droite  perpendiculaire  à  ce  plan.  Si  l'on  a  pris 
cette  droite  pour  axe  des  z,  le  plan  qui  a  pour  foyer  un  point  quelconque 
de  0-  doit  être  parallèle  au  plan  2  =  0.  D'après  l'équation  ("5),  il  faut  et 
il  suffit  pour  cela  qu'on  ait  A  =  B  =  C  =  D  =  o  ;  l'équation  du  complexe 
prend  la  forme  simple 

(76)  aq  —  6/)  -^  K  =  o, 

et  le  plan  dont  le  foyer  est  au  point  (x,  y,  z)  a  pour  équation 

{--)  \y—\x  —  KiZ  —  z)  =  o, 

X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes. 

Comme  application,  cherchons  les  courbes  dont  les  tangentes  font  partie 
du  complexe  précédent.  Etant  donnée  une  courbe  de  cette  espèce,  dont  les 
coordonnées  x,  y,  z  sont  fonctions  d'un  paramètre  variable,  la  tange*ite  en 
un  point  de  cette  courbe  est  représentée  par  les  équations 

\  —  x  _  Y  —  y  __  Z~z 
dx  dy  dz 

pour  que  cette  droite  fasse  partie  du  complexe,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle 
soit  située  dans  le  plan  (77),  qui  a  pour  foyer  le  point  (x,y^  z),  c'est-à-dire 
qu'on  ait 

( 78 )  X  dy  —  y  dx  =  K  rf;. 

On  a  vu  plus  haut  (u'S^G)  comment  on  pouvait  obtenir  toutes  les  fonc- 
tions X.  y,  z  d'un  paramétre  variable  satisfaisant  à  cette  relation  ;  on  a 
donc  toutes  les  courbes  répondant  à  la  question. 

Les  résultats  obtenus  au  n"  226  s'énoncent  aisément  dans  la  théorie  des 
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complexes.  Ainsi,  en  ilifféientiant  l'équation  (78),  il  vient 
C79)  ^  d"- y  —  y  d''- X  T=  Yi.  (P  z , 

et  les  relations  (78)  et (79)  montrent  que  le  plan  osculateur  au  point  (3!',_^,  3) 
est  précisément  le  plan  (77).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  sui- 
vante :  Lorsque  les  tangentes  à  une  courbe  gauche  appartiennent  à 
un  complexe  linéaire,  le  plan  osculateur  en  un  point  de  cette  courbe 
est  le  plan  qui  a  ce  point  pour  foyer.   (Ai>pbli..) 

Imaginons  que  d'un  point  O  de  l'espace  on  veuille  mener  des  plans 
osculateurs  à  une  courbe  gauche  F  dont  les  tangentes  font  partie  d'un 
complexe  linéaire.  Soit  M  le  point  de  contact  d'un  de  ces  plans.  D'après  le 
théorème  précédent,  la  droite  MO  est  une  droite  du  complexe  et  par  suite 
le  point  M  est  dans  le  plan  qui  a  pour  foyer  ce  point  0.  Inversement,  si  le 
point  M  de  la  courbe  F  est  dans  ce  plan,  la  droite  MO,  qui  appartient  au 
complexe,  est  dans  le  plan  osculateur  en  M,  et  ce  plan  osculateur  passe  au 
point  O.  Les  points  cherchés  sont  donc  à  l'intersection  de  la  courbe  F  et 
du  plan  qui  a  le  point  O  pour  foyer  (  cf.  n"  226). 

Les  complexes  linéaires  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  théories 
géométriques  et  mécaniques  [voir,  par  exemple,  la  Thèse  de  Doctorat  de 
M.  Appell  et  celle  de  iM.  Picard  (  '  )]. 


EXERCICES. 

1.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  développable,  enve- 
loppe du  plan  mobile  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par 
l'équation 

j  =  aa-  -H  /u(a)  -^-  K  v/'  +  «'+  ?■(  *  *! 

où  a  est  un  paramètre  variable,  tp(a)   une  fonction  aibitraire  de  ce  para- 
mètre et  R  une  constante  donnée. 

[Licence:  Paris;  août  1871.] 

2.  a,  b,  a,  [3  étant  des  fonctions  il'uii  paramètre  variable,  on  demande 
les  conditions  pour  que  la  droite  a?  =  «:: -f- a,  y  =  6ï -f- ^  engendre  une 
surface  développable  dont  les  lignes  de  courbure  normales  aux  généra- 
trices soient  situées  sur  des  sphères  concentriques. 

[Licence:  Paris:  juillet  1872.] 

3.  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  représentée,  en  coor- 
données rectangulaires,  par  l'équation  e*  =  cosa7COS^. 

[Licence:  Paris  :  juillet  1876.] 

(')  Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  18711  '^'^   '-77- 
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4.  Etant  donné  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  représenté  en  coor- 
données reclangulaiies  par  l'équation 

X-         >•-        z- 

on  considère  l'ellipse  E  située  dans  le  plan  des  xz.  On  ileniande,  pour 
chaque  point  .M  de  cette  ellipse  E  :  i"  les  expressions  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  Ri,  R2  de  l'ellipsoïde;  2°  la  relation  qui  existe  entre  Ri 
et  Rj  ;  3"  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales,  lorsque 
le  point  M  se  déplace  sur  l'ellipse  E. 

[Licence:  Paris;  novembre  1877.] 

o.  Former  l'équation  du  second  degré  qui  donne  les  rayons  de  courbure 
principaux  en  un  point  quelconque  du  paraboloïde  défini,  en  coordonnées 
rectangulaires,  par  l'équation 

x-         y- 
a  b 

2"  Exprimer,  en  fonctions  de  la  variable  -:,  chacun  des  deux  rayons  de 
courbure  principaux,  pour  tout  point  de  la  ligne  de  rencontre  du  para- 
boloïde proposé  avec  le  paraboloïde  défini  par  l'équation 

a  —  À        a  —  X 

[Lii:EM;t::  Paris;  novembre  1880.] 

6.  Déterminer  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales 
du  paraboloïde  xy  =  az^  aux  différents  points  de  l'axe  Ox. 

[Licence:  Paris  ;  juillet  i883.] 

7.  Trouver  l'équation  de  la  surface,  lieu  des  centres  de  courbure  des 
sections  planes  d'une  surface  donnée  S.  passant  en  un  point  donné  .M  de 
cette  surface. 

8.  On  donne  une  surface  du  second  degré  et  une  tangente  MT  en  un 
point  M  de  cette  surface.  On  mène  un  plan  passant  par  MT  et  l'on  prend 
le  centre  de  courbure  O  de  la  section  plane,  puis  le  centre  de  courbure  O' 
de  la  développée  de  la  section  plane.  Trouver  le  lieu  du  point  O'  lorsque 
le  plan  sécant  tourne  autour  de  MT. 

[Licence:  Clermonl  ;  juillet  i883.] 

9.  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  du  tore  engendré  par  un  cercle 
tournant  autour  d'une  de  ses  tangentes. 

[LictNCE  :  Paris  ;  novembre  1882.] 
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10.  Soient  Ox,  Oy,  O  z  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  dans 
le  plan  zOx  une  courbe  donnée  C.  Une  surface  est  engendrée  par  une 
circonférence  dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  a^Oy,  dont  le  centre 
décrit  la  courbe  C  et  qui  rencontre  constamment  l'axe  O^. 

On  demande  de  former  l'équation  différentielle  des  lignes  asymplotiques 
de  la  surface  en  prenant  pour  variables  la  coordonnée  -  d'un  point  quel- 
conque et  l'angle  0  du  rayon  du  cercle  qui  passe  en  ce  point  avec  la  trace 
du  plan  du  cercle  sur  le  plan  zOx.  Appliquer  au  cas  où  la  courbe  G  est 
une  parabole  ayant  le  point  O  pour  sommet  et  la  droite  Ox  pour  axe. 

[Licence  :  Paris  ;  juillet  i88o.] 

11.  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  réglée,  qui  est 
tangente  à  une  autre  surface  réglée  en  tous  les  points  d'une  génératrice  A 
de  la  seconde  surface,  toutes  les  génératrices  de  la  première  surface  ren- 
contrant la  droite  A 

12.  Trouver  sur  l'hélicoïde  droit  les  lignes  dont  le  plan  osculateur  con- 
tient la  noimale  à  la  surface. 

[Licenck:  Paris  ;  juillet  1876.  ] 

13.  On  demande  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  réglée  repré- 
sentée par  les  équations 

■r  =  (i -^- II)  COU',        y  =  {1  —  M)sini',         z  ^  u. 

[Licence:  Nancy;  novembre  1900.] 

14'.  Etant  données  une  surface  S  et  une  droite  A,  les  sections  de  la  sur- 
face par  des  plans  menés  par  la  droite  A,  et  les  courbes  de  contact  des 
cônes  circonscrits  à  S  ayant  leurs  sommets  sur  A,  forment  un  réseau  con- 
jugué. [KOENIGS.] 

lo*.  Lorsque  trois  points  d'une  droite  invariable  décrivent  trois  plans 
rectangulaires,  la  droite  demeure  constamment  normale  à  une  famille  de 
surfaces  parallèles.  On  obtient  l'une  de  ces  surfaces  en  prenant  le  lieu  du 
milieu  du  segment  formé  par  le  point  où  cette  droite  coupe  l'un  des  plans 
coordonnés  et  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la 
droite.  [Darboux,  Comptes  rendus,  t.  XGII,  i88i,  p.  44*5.] 

16".  Sur  toute  surface,  on  connaît  une  ligne  de  courbure  imaginaire  : 
c'est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a    i  -Hjo'  -h  q^  =  o. 

On  montre  pour  cela  que  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure 
peut  être  mise  sous  la  forme 

(  dp  dy  —  dq  dx)  (1  -i-  p^ -h  q^  )  -h  { p  dy  —  q  dx  )  (p  dp  ^  q  dq)  =  o. 

[Darboux,  Annales  de  l'Ecole  Normale  ;  1864.] 

FIN     DU     TOME     I. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


CHAPITRE  1. 

I.NTRODLCTION. 


LiMiTKS. —  Ensembles 

1 .  Limites 

2.  Coupures . 

3.  Ensembles  bornés 

4.  La  plus  grande  des  limites. 

5.  Suites  convergentes 


Fonctions.  —  Généralités 

6.  Définitions 

7.  Continuité 

8.  Propriétés  des  fonctions  continues. 

9.  Fonctions  discontinues 

10.  Fonctions  monotones 

1 1 .  Fonctions  à  variation  bornée 

12.  Fonctions  de  plusieurs  variables... 

13.  Courbes   continues 

Exercices 


CH.\PITRE  II. 

DÉRIVÉES    ET    DIFFÉRENTIELLES. 

DÉFrNiTioNS.  —  Propriétés  génér.^les 33 

Dérivées 33 

15.   Dérivées  successives 35 

IG.  Théorème  de  Rolle 3() 

Formule  des  accroissements  finis 37 

Formule  de  Taylor 39 

19.  Formes  indéterminées !\2 

20.  Dérivées  partielles 44 

21 .  Plan  tangent   à  une  surface 4^ 

22.  Passage  des  différences  aux  dérivées 49 

23.  Théorème  de  Schwarz 5i 

II.  —  Notation  différentielle 52 

24.  Différentielles 52 


638  lABLK    I)KS    MATIÈRES. 

Pages 

25.  Différentielles  totales 55 

26.  Différentielles  successives  d'une  fonction  composée 5S 

27.  Différentielles  d'un  produit 6o 

28.  Fonctions  homogènes Ga 

29.  Formule  de  Taylor  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables...  63 

III.   —  Fonctions  définies  par  des  séries 66 

30.  Moyen  de  définir  de  nouvelles  fonctions 66 

31 .  Convergence  uniforme 68 

32.  Dérivée  d'une  fonction  représentée  par  une  série -2 

33.  Fonction  continue  sans  dérivée ■;/) 

Exercices -6 


CHAPITRE  III. 

FONCTIONS   IMPLICITES.    —    MAXIMA    ET    MINIMA. 
CHANGE.MENTS    DE    VARIABLES. 

I.   —  Fonctions  implicites 8i 

34.  Étude  d'un  cas  particulier 8i 

35.  Théorème  général 84 

36.  Dérivées  des  fonctions  implicites 85 

37.  Application  aux  surfaces 87 

38.  Dérivées  successives 88 

39.  Dérivées  partielles 90 

40.  Equations  simultanées 94 

41 .  Calcul  des  dérivées 98 

42.  Inversion 99 

43.  Tangente  à  une  courbe  gauche 100 

II.  —  Points  singuliers.  —  Maxi.ma  et  minima 102 

44.  Points  doubles  d'une  courbe  plane 102 

45.  Points  coniques  d'une  surface io5 

46.  Maxima  et  minima  des  fonctions  d'une  variable 107 

47.  Fonctions  de  deux  variables 108 

48-49.  Étude  du  cas  ambigu 113 

50.  Fonctions  de  trois  variables 117 

51.  Distance  d'un  point  à  une  surface 118 

52.  Maxima  et  minima  des  fonctions  implicites 120 

53.  Kemarques  générales  sur  les  maxima  et  minima  absolus 122 

54.  Valeur  maximum  d'un  déterminant 124 

III .  —  Déterminants  fonctionnels 120 

55.  Propriété  fondamentale i25 

IV.  —  Changements  de  variables i3i 

56.  Généralités i3i 

57 .  Problème  1 1 33 

58-59.  Applications i34 

60.   Problème  II i37 


TABLE    DKS    MATIÈRES.  6'jg 

Pages 

61 .  Transformations  des  courbes  planes lig 

62.  Transformations  de  contact j4o 

63.  Problème  III ,Yt 

64.  Autre  méthode 148 

65.  Problème  IV iji 

66.  Transformation  de  Legendre 1.Î2 

67.  Transformation  d'.\mpère i.iS 

68.  Équation  du  potentiel  en  coordonnccs  curvilignes i55 

Exercices i  âg 


CHAPITRE  IV. 

INTÉGRALES    DEFIMES. 

I.   —  Methodks  diverses  de  quadrature i6i> 

69.  Quadrature  de  la  parabole i6j 

70.  Méthode  générale 167 

71 .  Fonctions  primitives , . . . .  169 

II.     —    INTEGRALES  DÉFINIES.    —   NOTIONS   GÉOMÉTRIQUES  QUI   s'Y  RATTACHENT.  171 

72.  Les  sommes  S  el  s 171 

73.  Théorème  de  M.  Darboux 170 

74.  Fonctions  intégrables 176 

75.  Intégrales  définies 178 

7G.   Première  formule  de  la  moyenne 181 

77.  Seconde  formule  de  la  moyenne 182 

78.  Retour  sur  les  fonctions  primitives 184 

79.  Indices 188 

80.  .\ire  d'une  courbe  plane 190 

81 .  Calcul  d'une  aire  plane 192 

82.  Longueur  d'un  arc  de  courbe 197 

83.  Cosinus  directeurs 201 

84.  Variation  d'un  segment  de  droite 202 

85.  Théorèmes  de  Graves  et  de  Chasies 2o3 

III.  —  Changements  de  variables.  —  Intégration  par  parties 2o3 

86.  Changements  de  variables 204 

87.  Intégration  par  parties 206 

88.  Formule  de  Taylor 208 

89.  Transcendance  de  e 209 

90.  Polynômes  de  Legendre 211 

IV.  —  Extensions  diverses  de  la  notion  d'intégrale.  —  Intégrales  cur- 

vilignes    2 1 3 

91.  L'une  des  limites  devient  infinie 21 3 

92.  .\pplication  de  la  seconde  formule  de  la  moyenne 216 

93.  La  fonction  à  intégrer  devient  infinie 219 

94.  La  fonction  r(a) 220 

95.  Intégrales  curvilignes 224 


f,^0  TABLE    IIES   MATIÈRES. 

Pages 

90.   Application  à  l'aire  d'une  courbe  fermée ■jî'; 

97.  Valeur  de  l'intégrale  -    1  J^  dy — y  dx 23o 

V.    —    DlFFÉnENTI.\TION   ET  INTÉGRATION   SOUS   LE   SIGNE      / 23 1 

98.  Différentialion  sous  le  signe  / 23i 

99.  Intégration  sous  le  signe  / 233 

100.  Intégrales  uniformément  convergentes 235 

101 .  Théorème  de  D'Alembert a4o 

Exercices 2 1 1 

CHAPITRE  V. 

CALCUL    DES    INTÉGRALES    DÉFINIES. 

I.  —  Intégrales  indéfinies 246 

102.  Formule  générale  de  réduction 247 

103.  Courbes  unicursales 25i 

104.  Intégrales  algébrico-logarithniiques 254 

105.  Réduction  des  intégrales  elliptiques  et  hyperellipliques 267 

106.  Cas  d'intégration  algébrique 362 

107.  Intégrales  elliptiques 364 

108.  Intégrales  pseudo-elliptiques 267 

109.  Intégration  de  quelques  fonctions  transcendantes 269 

II.  —  Calcul  approché  des  intégrales  définies 271 

110.  Généralités 271 

111.  Interpolation 2-3 

112.  Méthode  de  Gauss 275 

113.  Planimètre  d'AmsIer 277 

114.  Intégration  des  séries 280 

III.   —  Méthodes  diverses aSS 

115.  Application   des   formules    de   dillérentiation    et  d'intégration 

sous  le  signe  / 285 

.T. 

110.   Calcul  de  /       \ns(i —loieoix  +  7."-)  dx 28S 


cul  de  /       log(i — loicoix  +  7."-)  dx 


117.  Valeur  approchée  de  log  r  (  n  -1-  i  ) 289 

Exercices 29 1 


CHAPITRE  VI. 

INTÉGRALES    DOUBLES. 

I.  —  Intégrales  doubles.  —  Procèdes  de  calcul.  —  Formule  de  Gheen.     396 
118.   Les  sommes  S  et  s  pour  une  fonction  de  deux  variables 296 


TAiir.E  iii;s  matièhes.  64  i 

Pages 

119.   Inlcgrales  doubles jgS 

l'20.  Calcul  d'une  inlégrale  double 3oi 

121 .   Cas  d'un  champ  quelconque 3o5 

ili.  Analogie*  avec  les  intégrales  simples 3og 

123.   Formule  de  Green 3i2 

II.  —  Changements  ee  v.iriables.   —    Volimus.   —   Aire   d'lne  subface 

COURBE 3i4 

12i.   Formule  préliminaire Si4 

125.   Cliangement.s  de  variables.  Première  méthode 3i- 

12G.   Fxemples 319 

127.  Changement  de  variables.  Ueuxiénie  méthode 32i 

128.  Volumes 3?.!, 

129.  Calcul  des  volumes 326 

130.  Volume  limité  par  une  surface  réglée 028 

131 .  -Vire  d'une  surface  courbe 329 

132.  Élément  de  surface 332 

133.  Problème  de  Viviani 33.i 

111.  —  Extensions   de  la   notion   d'intégrale  double.   —  Intégrales  de 

SURFACE  336 

134.  Intégrales  doubles  dans  un  champ  illimité 336 

135.  La  fonction  IÎ(jo,  </) SSg 

136.  Intégrales  de  fonctions  non  bornées 34i 

137.  Equation   fonctionnelle  d'Abel 3^3 

138-  Intégrales  de  surface 344 

139.  Formule  de  Stokes 34; 

140.  .\pplication  aux  volumes 349 

141.  Rapport  de  deux  éléments  de  surfaces 35o 

Exercices 35 1 


CHACITliE  Vil. 

IXTiiGRALES   MULTIPLES.    —    1XTI;GRATI0.\    DES    DIFFÉRENTIELLES    TOTALES. 

I.    —  iNrÉGBALES   MULTIPLES.    —    CHANGEMENTS    DE   VARIABLES 355 

142.  Intégrales  triples 355 

1 43 .  Procédés  de  ca  Icu  1 356 

144.  Formule  de  Green 36i 

145.  Changements  de  variables.   Première  méthode 362 

146.  Changements  de  variables.   Deuxième  méthode 364 

147.  Élément  de  volume 367 

148.  Coordonnées  elliptiques 371 

149.  Intégrales  de  Dirichlet 372 

150.  Intégrales  multiples 373 

II .  —  Intégration  des  différentielles  totales 376 

151 .  Méthode  générale 376 

z' ■>■,.)•  I 

152.  Etude  de  l'intégrale     /  Pc/j-^Qrfv 379 

G.,  I.  4i 


TABLE    DES    MATIERES. 

Pages 

153.  Périodes 38a 

154.  Racines  communes  à  deu-v  équations 386 

155.  Extension  des  résultats  précédents 38^ 

Exercices SSg 


CHAPITRE  MU. 

SÉniES    ET    PRODIITS    INFINIS. 
I.    —    RiîGLES  DE   COXVERGEXCE 892 

156.  Généralités Sga 

157.  Séries  à  termes  positifs SgS 

158.  Régies  de  Cauchy  et  de  DAlembert 894 

159.  Remarques  diverses Sgô 

160.  .\pplication  de  la  plus  grande  des  limites SgS 

161.  Théorème  de  Cauchy 098 

102.  Critères  logarithmiques 4°' 

163.  Régie  de  Raabe  et  Duhamel 403 

164.  Séries  absolument  convergentes 

165.  Séries  semi-convergentes 

106.   Règle  d'Ahel 


II.    —   SÉRIES  A  TERMES    IMAGINAIRES.   —   SERIES  MULTIPLES 

167.  Définitions 

168.  Multiplication  des  séries 

169-170.   Séries  doubles 

171.  Séries  multiples 

172.  Généralisation  du  théorème  de  Cauchy 

173.  Séries  multiples  à  termes  variables 


Produits  infinis 

174.  Définitions  et  généralités 

175.  Produits  absolument  convergents... 

176.  Produits  uniformément  convergents. 

177.  Produits  infinis  réels 

178.  Déterminants  d'ordre  infini 

Exercices 


'4 


CHAPITRE  IX. 

SÉRIES    ENTIÈRES.    —    SÉRIES    TRIGONOMÉTRIQVES. 

I.   —  SÉRIE  DE  TaYLOR.  —   GÉNÉRALITÉS 437 

179.  Série  de  Taylor 4^7 

180.  Formule  du  binôme 44° 

II.    —  SÉRIES   ENTIÈRES    A  UNE   VARIABLE 44' 

181 .  Région  de  convergence 44' 

182.  Continuité  d'une  série  entière 444 


TAULE    DES   MAI'IÉRES.  643 

Pages 

183.  Dérivées  successives  d'une  série  entière 'l-57 

184.  Seconde  démonstration '|ji 

18.").   Extension  de  la  formule  de  Taylor '|Ô2 

ISG.    Fonctions  majorantes 454 

187.  Substitution  d'une  série  dans  une  autre  série 'p-j 

188.  Division  des  séries  entières 40' 

189.  Développement  de               '        — 463 

V  I  —  •-•  xz  +  ;' 

m.    —    SÉRIES  ENTlÈliES  A   PLUSIEURS  VAI1IADI.ES 4''4 

190.  Région  de  convergence 

191 .  Propriété  des  séries  entières 

192.  Fonctions    majorantes 

IV.  —  Fonctions  implicites.  —  Courbes  et  surfaces  analytiql'es 

193.  Fonction  implicite  d'une  variable 47'l 

194 .  Théorème  général 47^ 

195.  Formule  de  Lagrange 48o 

196.  Inversion 4^3 

197.  Fonctions  analytiques 4^3 

198.  Coui'bcs  analytiques 4'^4 

199.  Points  doubles 488 

200.  Surfaces  analytiques 49" 

V.    —    SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES.    ^    SERIES    DE   POLYNOMES 49^ 

201 .  Séries  de  Fourier 49- 

202.  Étude  de  l'intégrale    I  f(x)— — -  dx 49^ 

203.  Fonctions  développables  en  série  de  Fourier ôoo 

204.  Exemples 5o3 

205.  Extensions  diverses ôo.î 

20G.   Développement  d'une  fonction  continue.  Théorème  de  Weicr- 

strass 5o7 

Exercices 5o8 


CH.\P1TRE  X. 

THÉORIE    DES    ENVELOPPES.    —    CONTACT. 

I.  —  Courbes  et  surfaces  enveloppes 5u 

207-208.    Itecherche  des  enveloppes âii 

209.  Enveloppe  d'une  droite ^'G 

210.  Enveloppe  d'un  cercle 5i8 

211.  Surfaces  à  un  paramètre ^20 

212.  Surfaces  à  deux  paramètres 321 

213-214.  Surfaces  développables 523 

215.  Enveloppe  d'une  famille  de  courbes  gauches 327 

II.  —  Contact  de  deux  courbes,  d'une  courbe  et  d'une  surface 53o 

216.  Contact  des  courbes  planes 5 jo 


TAULE    DES    MATIEHES. 

l'agcs 

217.   Ordredu  conUct 532 

218-219.   Courbes  osculalrices 535 

220.  Contact  de  deux  courbes  gauches 539 

221 .  Courbes  osculatrices 542 

222.  Contact  d'une  courbe  et  d'une  surface ÔÎ4 

223.  Droites  osculatrices  à  une  surface â'^Ci 

Exercices 5^7 


CHAPITRE  XI. 

COLIIBKS    (iAUCIIES. 

Plan  osculateur 55o 

224.  Définition  et  équation 55o 

225.  Pians  osculateurs  slationnaires 552 

22G.  Tangentes  slationnaires 554 

Courbure  et  torsion.  Déveloprees 557 

227.   Indicatrice  spliérique 557 

22s.   Rayon  de  courbure 558 

229.  Normale  principale.  Centre  de  courbure 5fio 

230.  Droite  polaire.  .Surface  polaire 562 

231.  Torsion 563 

232.  Formules  de  Krcnct 560 

233.  Dévelop[ienients  de  x,  y,  z,  suivant  les  puissances  de  s 56;) 

234.  Équation  intrinsèque 071 

235.  Développantes  et  développées 573 

23C.    Hélices 575 

237.  Courbes  de  .M.  .1.   Lici-trand 577 

238.  Sphère  osculatricc 579 

Exercices '. 5So 


CIIAIMÏRE  XII. 

SURFACES. 

—  COUIIIIURE   DES  GOURDES   TRACEES    SUR  UNE   SURFACE 583 

239.  Formule  fondamentale.  Théorème  de  Meusnier 583 

240.  Les  deux  formes  fondamentales 5S9 

241 .  Théorèmes  d'Eulcr.  Indicatrice 591 

2i2.   Rayons  de  courbure  principaux 394 

—  Lignes  asymptotiques  .  Lignes  de  kourdure 5gS 

243.  Lignes  asymptotiques 59S 

244.  Lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées Goi 

245.  Lignes  conjuguées 602 

216.   Lignes  de  courbure 6o4 

247.   Développée  d'une  surface 60S 


TABLE    DES   ilVTlÈRES.  645 

Pages 

iiS.   Formules  d'Olinde  Rodrigiies fin 

249.  Théorème  de  Joachimsllial 6i3 

2Ô0.  Théorème  de  Dupin 6i4 

'251 .  Application  à  quelques  classes  de  surfaces O16 

252.   Représentation  sphérique GiS 

III.  —  Notions  sur  les  systèmes  de  droites Cao 

253-2ôi.   Surfaces  réglées 6ji 

255.  Congruences.  Surface  focale 623 

256.  Congruences  de  normales 628 

257.  Théorème  de  Malus 63o 

258     Complexes 632 

Exercices 634 


EHFtA  TA . 

Page  iS3,  formule  (7),  au  lieu  de    /   /(xj  ;  (x)  rf.r,  lire     /    f{x)-^{x)dx. 
Page  i84,  ligne  6.  au  lieu  de     /  /(x)c/x.  lire     /     f(x)dx. 


FIN  de  la  table  des  MATIERES  DU  TOME 


43200  PARIS.    —     IM  l'RIM  ERIE    G  A  l  T  II  1  E  ll-V  I  L  L  A  BS, 

Quai  des  Grands-Augusliiis,  55. 


^    i^OO 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


A^ipliad  Sci. 


